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PRESENTACJON DE LA SEGUNDA EOICION 

Después de varios años de haber salido la primera edición, una primera y 
una segunda reimpresión decidimos realizar algunas mejoras en el material 
original ya que se ganado mucha experiencia utilizado estas notas. 

As!. decidimos mejorar la presentación general de la obra, modificando 
muchas cosas, haciendo uso de la facilidad actual de la tecnología computacional. 
ya que la primera edición fue el resultado de un trabajo reatizado a partir de una 
maquina de escribir. De esta forma modificamos; el tipo de letra . para hacerla mas 
legible y agradable al lector , resaltamos ciertas partes importantes de los teños, 
donde era muy necesario; dimos más espados en las fórmulas, para hacerlas mas 
claras; mejoramos las figuras y aumentamos el tamano de muchos de los detalles 
en la figuras. 

Por otro lado aumentamos el numero de los ejemplos y los problemas. 
correg imos algunos errores tipográficos y rectificamos algunas de las 
imprecisiones. Le dimos un nuevo orden a los lemas para hacerlos mas claros y 
sistemáticos. Por ello, dividimos el capítulo 2 en dos panes. 

Se anexan cinco hojas de trabajo: una que contiene 6 cubos , con los ejes 
ortogonales. una segunda con 6 dibujos de la base del prisma hexagonal esto es, 
un plano hexagonal. una tercera con 6 prismas hexagonales con los cuatro ejes, 
una mas con tres bases hexagonales pero ademas con un sIstema de ejes ·x y y 
finalmente una hoja con dos prismas hexagonales con cuatro ejes y también con 
un sistema de tres ejes ortogonales, para que el lector las pueda reproducir en 
fotocopias y hacer en ellas los ejercicios y problemas mencionados en el texto. 

Por supuesto que se revisó la bibliografía y se añadieron los textos más 
recientes. Finalmente . para remarcar, los ejercicios se han escrito en letra itálica. 
Los problemas y las figuras tienen numeración continua a travez de los capitulos. 

Sólo nos Queda agradecer a nuestros lectores su buena voluntad y sin 
duda. sus futuras valiosas sugerencias. 

l. Vázquez y A. de lIa 

Abril 2002 





PRESENTACIÓN DE LA PRIMERA EOICIÓN 

Los ¡ndices de Miller y MiUer - Bravais se estudIan en muchos libros. Sin 
embargo, quizás por suponerse que es un tema sencillo . su tratamiento es casi 
siempre muy breve, sin entrar en todos los detalles necesarios. 

La experiencia de los profesores el curso de Introducción de los Materiales 
o de Cristales Perfectos e Imperfec10s es que este tema no recibe un apoyo 
amplio de tos textos existentes para reafirmar las explicaciones del profesor en la 
clase 

La intención de este trabajo es satisfacer esta necesidad '1 el plan de las 
mismas es: 

(a) Describir un método sistemático para determinar los indices de los 
puntos, direcciones '1 planos. 

(b) Ilustrar el melodo con varios ejemplos seleccionados. 

(e) Sugerir al alumno numerosos ejercicios 

Se espera que estas notas constituyan una continuación adecuada al 
estudio del tema presentado en clases por el profesor '1 que sirva de apoyo para el 
curso de Introducción a los Materiales y de antecedente para otros cursos de la 
carrera de Ingeniería Metalúrgica como. Cristales Perfectos e Imperfectos. 
Difusión, Nucleación y Crecimiento. Teoría de las Dislocaciones y Recristalización 
Dinám¡ca, entre otros. 

L. Vázquez 

Octubre, 1988 





INTRODUCCiÓN 

CAPiTULO 1 

INOIOES DE MILLER 

Los metales normales son policrislalinos y sólo se demuestra la presencia de los 
granos que lo forman si se utiliza un microscopio óptico y si la muestra metálica se pule y 
se ataca con un rectivo químico adecuado . Estos granos son pequeños monocristales 
tridimensionales. Si se quiere saber de que estan hechos estos granos, es claro que sólo 
con un gran microscopio electrónico se pueden identificar los átomos que forman los 
granos. En la mayoria de los materiales los ,Hornos se encuentran ordenados formando 
estructuras compactas , en el caso de los melales y menos compactas en los otros dos 
grupos del universo de los materiales , esto es: en los cerámicos y polímeros. 

En la naturaleza existen maleriales que no son crislalinos. A estos últimos se les 
denomina amorfos. Actualmente se acepta que estos materiales , no son tan amorfos 
como en algún tiempo se pensatia , de acuerdo al significado de la palabra ' sin forma- o en 
este caso · sin estructura u orden". Se ha encontrado que los materiales amorfos 
presentan un cierto ordenamiento, pero que sólo es en los vecinos más próximos de una 
cierta posición atómica. Mientras que los materiales crista linos presentan una 
estru ctura o rdenada y per iódica a corto y largo alcance y que llena completamente 
el espacio . Por cierto. también existen materiales que son parcialmente cristalinos y 
parcialmente amorfos. 

Es claro, que la cristal inidad de los metales se puede asociar a la existencia de 
arreglos de los atamos que forman peque~as celdas, esto es, formas geométricas 
regulares y donde se asocia un alomo para cada uno de sus vértices. Sin embargo , para 
algunas sustancias es posible que a cada punto de la celda se puedan asociar dos o tres 
átomos, pero existen materiales como las moléculas orgánicas donde cientos o miles de 
átomos forma un punto de una eelda dada. En este trabajo , se supondra , por sencillez, 
que un atomo ocupa una posición en los vertiees de la celda . 

Existen siete tipos de celdas, llamadas primitivas , Que cumplen las condiciones pa ra 
definir Que un materia l es cristalino . Atgunas de estas celdas tienen SUbtipos: como son las 
cen~radas en el cuerpo , en las caras o en las bases. En estos casos se agregan uno o 
varios átomos a ·ra celda simple o primitiva en ciertas posíciónes especiales, comó su 
nombre lo indica. Todos estos s ubtipos de celdas form2"n lo que se conocen como las 
Redes de Bravais . Son en 101a/ 14 subtipos de celdas posibles y todos los materiales 
cristalinos se pueden clasificar en algún tipo de estos . El frances August Bravals ( 1811 _ 
1863 ) publ.~có en 1850 su trabajo donde demostró que sólo estas 14 redes son posibles. 

" 



En la tabla 1 se muestran los nombres de las estructuras, los subtipos '1 las 
abreviaturas mas ullizadas para identifica r cada tipo de red . En la tabla 2, aparecen las 
características de cada estructura en cuanto a la longitud de sus aristas, así como el 
tamaño de los angulos entre ellas. En la figura 1 se muestra una celda tipica en general y 
en la figura 2. las 14 redes de Bravais. Por cierto, a ta estructura trigonal a veces se le 
conoce como romboédrica . 

TABLA 1. REDES DE BRAVAtS 

ESTRUCTURA SUBTIPOS ABREVIATURA 

Simple es 
Cubica 

Centrada en el cuerpo ceeu 

Centrada en las caras ceca 

Tetragonal Simple Is 

Centrada en el cuerpo lceu 

Hexagonal . . ~ .... h 

Trigonal . . ~ . - -- tri 

Simple os , ,. 

Ortorrómbica Centrada en el cuerpo occu 

Centrada en las bases occb 

Centrada en las caras occa 

Monocljnica Simple ms 

Centrada en las bases meb 

Triclinlca ._ . . _-- tflcli 

En general , los indices de MilJer se utilizan para identificar, 'la sea, la posición 
de los puntos de la red , donde generalmente se encuentran átomos, las direcciones 
dentro '1 fuera de las celdas. as¡ como para definir los planos formados por los átomos 
de una estructura dada. 

Es claro. que tas pOSiciones de los ~untos . las direcciones o los planos en una red 
cristalina. se describen en relación a una celda en especial, pero básicamente. también se 
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hacen con respecto a un sistema de referencia que comprende a los tres ejes principales 
x, y, z. El sistema más común que se utiliza es un sistema de coordenadas ortogonales , 
esto es, aquel en el que existen ángulos de 900 entre los tres ejes. 

z 

y 

u 

x 

Figura 1 Celda tipica en general 

TABLA 2. CARACTERíSTICAS DE LAS CELDAS 

Se puede descubrir que, por las caracteristicas típicas de las celdas mostradas en 
las labias 1 y 2, s610 quedan en cierta forma , fuera de este trabajo. las celdas trigonales y 
las triclínicas y parcialmente las monoclinicas. Simplemente. porque es un poco más 
difrcíl representar estas caracterisl icas en un sistema ortogonal. Por simplicidad se 
decidió explicar en este primer capitulo , todos los conceptos en función de una red cúbica . 
esto es , celdas con las Ires longitudes de sus aristas iguales entre si. Para las otras 
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celdas, es claro que no se cumple esta condición . pero basta con tomar los valores 
diferentes en cada eje, según la celda correspondiente: dos valores diferentes para la 
celda tetragonal y los tres valores de las longitudes de las arislas diferentes para las 
celdas ortorómbicas y monoclinicas. La celda hexagonal se tratara especialmente en el 
capitulo 2. 

@ ~ @ 
es ceca ecC" 

rl1J rID W 
ts tccu h 

@ rJJJ LW úl1 
occu oc! occa 

tri meb Irieli 

Figura 2. Los siete tipos de celdas y las 14 redes de Bravais 

La mayoría de los metales y las aleaciones comunes cristalizan en las celdas más 
simples como son las cúbicas: la centrada en el cuerpo o en las caras y s610 algunos 
metales son tetragonales o hexagonales y muy pocos son de algún otro tipo. 

A continuación se esludiará lét forma de identificar: los puntos, las direcciones y los 
planos y sus respectivas familias en las celdas cristalinas. 



1.1 PUNTOS 

Cualquier lugar en un cristal=o>en" ' uoo' red 'se ·puede descnblr por las coordenadas del punto 
correspondiente con respeClo a los tres ejes ortogonales y en relaCión con las dimensiones de la celda 
unitaria. Para identificar que se trata de Indices de Miller de puntos se utiliza una barra lIertical a cada 
lado de las coordenadas correspondientes Por cierto. H. Miller fue el cientlfico inglés ( teOl . leeO ) 
quien propuso el método para identificar 10$ puntos. direcciones y planos en 1839 Además construyó 
un goniómetro de reflexión de dos clrcu!os para meljir mejor las caras de los cristales 

Notación. Para este trabajo se ha tomado un sislema ortogonal como el mostrado en la figura 1, 
es obvio que Se obtienen otros Indices, si se escoge como referencia otro sislema orientado de 
manera diferente, así que, al compararalgun resultado con los de otros textos, hay que tomar en 
cuenta este aspecto t'an l mportante. 

z 

...!--.,--.." J 

x 

Figura 3. Puntos de los ejemplos 1 y 2 

EJEMPLO 1. El punto que se encuentra en la posición D en la celda de la figutiene los 
indices; /2, 2, 2 I ya que son las coordenadas de ese punto. 

EJEMPLO 2. De la misma forma los puntos F, E, H. G Y J de la figura 3, (ienen los 
Indices J1, 0, 1 1,11, 1, 01,12,1,11,11,2, 11 , 10, 2, 21 respectivamente porque esas 
son sus coordenadas. 
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Notación, En el uso cotidiano se tiende a .;' ¡,i linarlas comas entre los índices, Eneste 
trabajo, se han mantenido las comas entre los indiceS,a lo largo de todo el texto,para 
mejorar la claridad, 

Si se desea identificar los vértices de un cubo como el de la figura 4 , se puede notar que 
algunos de enos tienen los mismos numeras, pero en orden diferente, por ejemplo: los 
vértices L 11, O, O 1, M 10, 1, O 1 y N 1 o, O, 1 1 son combinaciones de dos ceros y un 
uno. En este caso se puede decir que los tres vértices forman una fa milia y para 
representarla se utiliza una doble raya vertical para designar esta familia de puntos con 
un sólo conjunto de numeras como: 111 , O, O lI. 

z 

N 

A----~u 

T 

y 

L 

x 

Figura 4 Vértices del cubo 

En otra familia se pueden Incluir también a los vértices de un cubo negativo. Es posible 
encontra r otros vértices del cubo , que tienen una notación diferente, por ejemplo, los 
vértices de la familia 11 1, 1, O 11 a la cual pertenecen sin duda los vértices S 11, 1, O 1, 
T 11 . o. 11, U 1 0, 1, 11. Finalmente existe otra familia de puntos , que representa dos 
vértices mas el V I 1, 1, 1 \ y el W 1 O, O, O 1 y por supuesto los correspondientes 
negativos, que se pueden identificar en la familia 11 1, 1, 1 11 , En realidad todas estas 
familias de puntos se pueden nombrar mejor como la familia 111, O, 011 ya que en todos 
los casos . los puntos son vértices de un cubo, esta familia representa a los 8 vertices 
de un cubo pOSi tiVO. como se muestra en la figura 4 

16 



Notación. En muchos textos los negativos se muestran con un signo menos sobre o 
bajo los numeras que denotan los índices, en este trabajo, se ponen delante de los 
índices. Por otro lado, las letras subrayadas aquí, significan vectores unitarios. 

PROBLEMAS 

1. Identificar los índices de Miller del átomo que se encuentra en el centro de una celda 
cubica . 

2. Determina r las coordenadas de la familia de átomos colocados en el centro de las 
caras de una celda cúbica . 

3. Encontrar los índices de Miller del alomo que se encuentra en el centro de una celda 
tetragonat. 

1.2 DIRECCIONES 

Cualquier dirección dentro de una red espacial o sistema ortogonal, se puede 
describir utilizando un sistema en el cual los índices u. v, w determinan un punto de la red. 
el cual . al ser unido con el origen del sistema ortogonal o rectangular. definen la dirección ( 
u. v, w J; los paréntesis rectangulares denotan que se trata de índices de MiUer para una 
dirección. 

Por airo lado. la dirección se puede defin ir como un vector R si: 

en donde -ª.' Q . .!!. son los vectores unitarios componentes del vector R a lo lar90 de los 
ejes de la red y u. v. w son los módulos o componentes de ese vector. Es claro que. en el 
caso del sistema cúbico los vectores -ª.. Q. y.!! son iguales entre si en su magnitud. 

En general. una dirección se representa como una flecha que parte del origen hacia 
el punto u. v. w. Si en alguna celda se encuentra alguna dirección o flecha '1 w quiere 
saber los indices correspondientes. basta con colocar en el inicio de la dirección o flecha 
el origen del sistema de coordenadas IJ determinar los valores de u. v. w. Es muy comun 
simplificar estos numeras. si se pueden reducir. con un factor comun. El procedimiento 
pa:oo a paso para un ejemplo mostrado en la figura 5 es : 

a. Identificar el punto donde se inicia el vector, es decir el punto G. como el punto inicial. 

17 



b. Identificar el punto donde termina el vector. o sea el punto H. como el punto final. 

c. Hacer coincidir el punto inicial con el origen de los ejes coordenados. por 10 que las 
coordenadas de G son : [O. O. O 1 

d. Determinar las coordenadas del punto final respecto del origen (G). Las coordenadas de 
Henestecasoson: ( 1 / 2 . 1 / 2 , 1 J 

z 

y 

x 

Figura 5. Determinación de los Indices de Miller de una dirección 

e Obtener los enteros mas pequeños, que estén en la misma relación. en este caso es 
multiplicar los numeras anteriores por dos '1 se tiene entonces: 11. 1. 21 

f. Los índices de Míller son : 11 . 1, 2] 

Pero si se quiere identifica r la dirección de un vector que no pase por el origen. el 
procedimiento se puede sintetizar como sigue : 

a. Se traza una linea paralela a la dirección cuyos índices se desea determinar. pero que 
SI pase por el origen del sistema de coordenadas. 

b. Se descompone la dirección aSI trazada (la paralela a la dirección original) en sus 
componentes a lo largo de los ejes coordenados. 

" 



c. Se determina la relación de los tamaños de los vectores componentes. u. v, w al de tos 
tamaños de los vectores unita rios -ª. Q, f . En et caso particular de las celdas cúbicas se 
cumple que la magnitud de estos vectores son Iguales entre si y se toma como: ª. 
d. Se determinan los números enteros más pequeños que estén en la misma relación . 

e . Se encierran las relaciones anteriores en paréntesis rectangulares . 

El procedimiento se ilustra en )a figura 6. 

z 

y 

x 

Figura 6. Procedimiento para identificar una dirección cuando el vector /lO pasa por el origen 

Como en el caso de las puntos, se pueden encontrar direcciones que son 
equivalentes. por ejemplo: las direciones que representan las aristas del cubo son del tipo 
¡ 1, O, O I esto es. que representa a la dirección ( 1. O. O J, la (O, 1. O J y finalmente la 
dirección [0,0, 1J Y también las direcciones negativas correspondientes. Todas eUas 
forman una familia de direcciones. 

" 



z 

y 

x 

Figura 7 Direcciones en las aristas de un cubo 

E.n el caso de las direcciones, en cada vért ice del cubo se puede localizar el origen 
de un nuevo sistema de coordenadas y todos los Indices resultantes de las aristas. 
obtenidos de este modo. son del mismo tipo. 

Los índices representativos de una familia de direcciones se muestra 
es cribiendo los números en medio de parimtesis angulares : < u, v, W >. La familia 
que representa a las aristas del cubo de la figura 7, es la < 1, O. O >, 

EJEMPLO 3. Determinar los índices de Miller de la dirección LM, en la figura 8. 

a. Se traza la dirección DE paralela a LM. 

b Se descompone OE en sus componentes ' DA a 08 = a oc a 

e La relación de tamaños es unitaria. esto es: 

a la ala al a f . 1 , 1 

d Obviamente los enteros más pequeiJos son' 1, 1, 1 

e Los {ndlces de Millerde LM son " [1, 1, 1 ] 
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M 

" y 

A. J<::.--_Y 
x 

Figura 8. El ejemplo 3 

EJEMPLO 4. Determinar los indices de Mil/er de la direcciÓII eG. en la figura 9. 

8. La direcci6n OH es paralela a CG 

b Las componentes son: DA = a 08 = a 

c. La relación de lamañoses: ala , a l a , - a l a 

A 

x 

z 
C'A-_~ 

G 

F 

H 

B 

Figura 9. El ejemplo 4 

21 
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d Los enteros mas pequeflos son. 1 , 1 , . 1 

e Los indices de Miller de CG son: (1 , " - 1 1 

z 

G 

Figura 10. El ejemplo 5 

y 

EJEMPLO 5 Encontrar los indices de Miller de la dirección CE, en la figura 10. 

a. OG es paralela a CE y se inicia en el origen. 

b Los componentes de OG: DA = a en x: 

c. La relación de tamaños: a / a , a / a , O / a 

d Los enteros más pequeños: 1 . 1 , O 

08=a en y: 

1, 1, O 

e Los indlces de Miller finalmente soo: (1, ' . 01 

y O en z 

EJEMPLO 6. Encontrarlos indices de Mil/erde la dirección GH, figura 11 . 

a Se observa Que OJ es paralela a GH. 

o. Las componentes de OJ son OA=-1/2a 08=-1/2 a OC = a 



t 

y 

x 

figura 11 . la dirección del ejemplo 6 

C. La relación de tamallos son unitarios, así que: 

-(1/2 a) la, -(1/2 a)la , ala 

d. Los enteros más pequellos se obtienen multiplicando todos los números por 2, as( se 
obtiene: -1 , -1 , 2 

e. Por lo tanto fos fndices de Miller son" (- " - " 2 J 

PROBLEMAS 

4. Determinar 10$ indices de Millar de las direcciones de la figura 12. 

z z 

y y 

x x 

1) 



z z 

y y 

X r __ -" X r __ -" 

z 

y 
y 

x 

Figura 12 Direcciones dej problema 4 

5. Determinar los índices de MiJler de las direcciones de la figura 13. 

z z 

y 
y 

i~ x x 



z z 

v v 

x x 

z z 

v v 

x x 

Figura 13. Direcciones para el ~roblema 5 

6. Determinar los índices de Miller de las direcciones de la figuras 14. 

z z 

v 
y 

x x 



z z 

y y 

" x x 

Figura 14. Direcciones para el problema 6 

7. Dibujar en celdas unitarias cubicas las siguientes direcciones: [1 , -', -1 ]. { -1, -1, -11. 
[ -1. 2, 1], (3 , 1, 1 ]. ( 1, -3. 1 ). [4. -1. O). [O . -2 . -3]. Se recomienda utilizar un sistema 
ortogonal Cle referencia del tipo de la figura 12. 

8. Dibujar en celdas unitarias cúbicas las siguientes direcciones: [1, O, O l. ( O, -1. O l. 
10, 1, 1 J. ( 1,1, O J. [1 , O, 1 J, [1 , 1. 1 J, 1 1. -1,1 ), es recomendable utilizar un sistema 
ortogonal de referencia semejante al de la figura 12. 

1.3 PLANOS 

Miller sugirió una h!cnica de identifiCación que define un plano particular en una 
estructura cristalina en relación a los ejes del cristal y en términos de los parametros de la 
celda unitaria . o del sistema ortogonal escogido. el procedimiento es asi ' 

A. Encontral las intersecciones del plano particular con los ejes de la celda. 

B. Determinar las relaciones de las intersecciones a los parámetros respecti .... os , de la 
celda unitaria. 

C. Determinar los reciprocos de estas intersecciones. 

O. Encontrar los numeros enteros más pequeños que estén en la misma relacion que los 
reciprocos Para lograrlo . en el caso de fracciones se multiplican tos numeros por su 
mínimo común denominador. 

E Encerrar entre paréntesis redondos los índices asi encontrados. 



EJEMPLO 7. Considerar el plano marcado en la figura 15 

y 

Figura 15. Plano del ejemplo 7 

El plano de interes corta el eje X en a / 2 Y corta al eje Z en a Pero el plano es paralelo al 
eje ' Y' y por eso no lo corta o como dicen los matemátiCos, lo corta enel infinito. Entonces 

se tiene como intercepciones: a / 2 , oc , a 

Ahora, dividiendo estos valores entre el valor del parámetro de red 'a ' quedan: 1/ 2, <r, 1. 
Los reciprocas de estos numeras son entonces · 2 , O, 1 

Los números enteros más pequeños que están en la misma relación que los recIprocas 
son: 2 , O, 1 

Los fndices de M,Her del plano de la figura 15 son por eso: ( 2, O, 1 ) 

Se debe observar que el plano con indices de Miller ( 4, 0, 2 ) es paralelo al plano 
del ultimo ejemplo, pero que intercepta al eje "¡¡: " en 1 / 4, es paralelo al eje y y corta al 
eje ·z· en 1 / 2. Asi debe quedar claro que los indices de Millerdan la orientación exacta 
del plano en relación con los ejes crislalinos, pero por la simplificación de los numeras 
obtenidos. ambos planos son equillalenles y paralelos. Si no se hace esa simplifICación se 
tienen dos planos diferentes. con indices diferentes. 

n 



Notación. Salvo que se indique otra cosa, siempre se hace la simplificación de los 
numeras de los índic es, por lo tanto esta forma de representación identifi ca varios 
planos paralelos. 

EJEMPLO 8 Consrderar el plano A 8 C de la figura 16. 

Z A 

B Y 

Figura 16. Plano del ejemplo 8 

A Las Intersecciones con los ejes x, y, z son OC = 3a, OB = 3a. OA = 2a. 

B. Las relacrones de las intersecciones a fas parametros de la celda unitaria son: 

3a / a 3a / a , ji 2a/a . 

C Los recIprocas son ' 1/3 . 1/3 . 1 /2 

o Multiplicando por 6 cada número se obtienen los enteros más sencillos en la misma 
relacrón y as; se llenen los valores 2, 2 . 3 

E Por lo tan/o, los indlces de Miller del plano ABe son ( 2, 2, 3) 
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a G Y 

x F 

Figura 17. Plano del ejemplo 9 

EJEMPLO 9, El plano FGH de la figura 16 tiene los siguientes indices de Mil/er. 

A Intersecciones: OF '" a OG '" a OH '" a 

B. Relaciones de las intersecciones con respecto al cubo unitario ' 

ala , ala , ala 

C. Los reclprocos son: " 1 , 1 

D, Los enteros más sencillos: , . " 1 

E. Los Indices de Míller del plano FGH son: (1, " 1 ) 

" 
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Figura 18. Plano del ejemplo 10 

EJEMPLO 10. El plano LMN de la figura 18. 

A. El plano LMN corta a los ejes)(, y, len: OL = = - a OM = a QN = - a 

B. Las relaciones de las intersecciones son unitarias entonces: 

-a l a , a l a , - a l a 

c . Los reclprocos son: - " 1 , - 1 

o Los enteros más sencillos que guardan la misma relación son · - " " - 1 

E. Los índices de Miller del plano LMN son: (- " 1, - 1 ) 

PROBLEMAS 

9. Dibujar en celdas unitarias cúbicas los siguientes planos: (1 , 1. 1 ), (1 , 1, O ), 
(1 . 0. 01. (3 . 1. 1 1. ( 1. -1 . 11. ( 1. 2. 31. ( -1.1 . 01 . (2 . 1, 01 . 
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Figura 19. Planos para &1 problema 11 

" 



10. Dibujar en celdas unitarias cúbicas los siguientes planos: (3.2. O). (3. 0. 1 l. 
(-3, 0,-2). ( 0 ,0, 1). (-1,0,0), (O. -1,0). (1, -1,0). 

11 . Determinar los índices de Miller de los planos de la figura 19. 

12. De los planos de la figura 20 determinar los índices de MUler. 

z z 

y y 

x x 

z z 
a 

y a y 

• 

x x 

Figura 20. Planos del pt"ob/ema 12 
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13. Determinar los índices de Miller de los planos de la figura 21 . 

Nota. En estos dos problemas de la figura 21 . es muy dificil obtener los índices de Miller. 
porque no se puede idenrificarfácilmente. que ejes cortan estos planos, pero la dificultad 
se resuelve si los ejes de referencia se afejan una unidad hacia adelante o hacia atrás en el 
problema de la izquierda y hacia abajo o hacia arriba el caso del de la derecha. 

z z 

o y o a y 

a 
a 

x x 

Figura 21. Planos del problema 13 

Notación. De la misma forma que-en los punto y las direcciones, se puede encontrar 
una familia de planos semejantes. los índices de una familia de planos se 
representan colocándolos entre llaves, de la siguiente forma: {h, k , I l. 

JJ 





CAPíTULO 2 

íNDICES DE MILLER - BRAVAIS DE CELDAS HEXAGONALES 

INTRODUCCiÓN 

Mientras que los índices de Miller pueden describir adecuadamente todas las 
fami lias de puntos, direcciones y planos en los sistemas cúbico, tetragonal, 
ortorrómbico y parcialmente en el sistema monoclínico, no describen satisfactoriamente 
al sistema hexagonal debido a que los ángulos entre las aristas de la base del prisma 
hexagonal no son de 90· si no de 120·, por ello se desarrolló un nuevo tipo de [ndices 
llamados de MiUer - Bravais en honor a estos dos importantes investigadores. 
Fundamentalmente se utilizan para describir los cristales hexagonales y en muchos 
casos también se pueden describir a los Irigonales. 

La diferencia entre los dos sistemas de índices es que en lugar de manejar tres 
¡ndices o números, se utilizan cuatro. El sistema de tres números está re ferido al 
sistema ortogonal . es decir, de tres ejes mutuamente perpendiculares . Mientras que el 
sistema de cuatro números representa un plano con lres ejes colocados a 120 grados 
entre ellos: a1 , a2 y a3 Y un eje ·c· perpendicular al plano. Asi , se asocian tres números 
al plano, uno para cada eje y uno a la altura sobre ese plano. En la figura 22 se 
mu~slra este sistema de cuatro ejes. 

Notación. En el resto del texto se utilizará siempre el mismo sistema de 
referencia como el mostrado en la figura 22. Nuevamente se recuerda, que si se 
cambia el sistema de referencia se t ienen otros valores para los índices. Así que 
hay que tener mucho cuidado al comparar los valores aquí obtenidos con otros 
resultados. 

Es claro que, geométricamente s610 se necesitan dos valores para identificar un 
punto sobre un plano y no tres. Así que el tercer número en el sistema de tres ejes para 
el plano es necesariamente una combinación de los airas dos. La regla que se aplica 
en el caso de que los ejes estén a 120 grados entre si , es muy simple: el tercer número 
siempre es la suma de los airas dos pero con signo contrario. En general , se 
acostumbra que para determinar una cierta posición, se miden los dos primeros: al Y 
a2 y el tercero a3 se calcula con esta regla. Esto en adelante se nombrará como la 
regla de los Indices. 



a 

a, 

120· 
a, 

Figura 22. Sistema de cuatro ejes 

2.1 PUNTOS 

De acuerdo con 10 mencionado hasta aquí con el sistema de cuatro ejes, para 
detenninar la posición de un punto dado, sólo hay que colocar sobre los ejes los 
valores indicados por los cualro números. Si quedó claro lo anterior, basta con poner 
en el plano los dos primeros valores y el cuarto valor sobre el eje c. Los índices de 
Miller - Bravais de los puntos se ponen entre rectas, verticales y la famil ia de puntos se 
identifica por tener los índices entre dos dobles rayas. 

Figura 23. Plano hexagonal del ejemplo 11 



EJEMPLO 11. Colocar el punto R 1 1, 1, • 2, O l. Sobre la figura 23, se coloca una 
unidad sobre el eje a , y una unidad sobre el eje a ~ y perpendicularmente a los ejes se 
trazan rectas y donde se cruzan, se encuentra el punto que se busca, ya que el cuarto 
número es cero y el punto del problema está sobre el plano horizontal. Se puede 
verificar en la figura 11, que el punto R se encuentra a menos dos unidades sobre el 
tercer eje, que es la suma de los dos primeros indices con SIgno negativo. 

EJEMPLO 12. Encontrar el punto P I o . . 2. 2, O l. En la figura 24 se coloca cero 
Unidades sobre el eje a ,. se traza una perpendicular al eje, se colocan menos dos 
unidades sobre el eje a 2, se traza una perpendicular y donde se cruzan las dos rectas 
ese es el punto que se busca, ya que el cuarto Indice es cero. Se puede verificar que 
trazando una recta perpendicular al eje aJ desde el punto P, la distancia al eje es 2, por 
lo tanlo se cumple que el valor es la suma de los dos primeros índices pero con signo 
negativo. 

Figura 24. Punto del ejemplO 12 

EJEMPLO 13. Localizar el punto F f 0, • 2, 2, 31. Se toma el resultado de/ejemplo 12 y 
se suben tres unidades sobre el eje e, como se muestra en la figura 25. 

n 
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·2 
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a, 
a, 

Figura 25. Punto del ejemplo 13 

PROBLEMAS 

14. Encontrar los puntos: 11 . O, - 1, O!. 1- 1, - 1. 2 . O!. 1 - 3, O, 3, O l. 1 3, - 3, O, O l. 

15. Locatizar los punlos: ! 1, - 1, O, 2 L 1- 2, - 2, 4, - 21. 10. - 1, 1, - 11.13, - 2, - 1, 31· 

Notación. Se debe recordar que, de la misma manera que en los índices de Miller, 
una familia de puntos normalmente se especifica con dos lineas verticales, as; la 
familia 11 1 , 2, - 3 , 1 11 representa a todos los puntos con los mismos tipos de 
¡ndices. 

2.2 DIRECCIONES 

El procedimiento para determinar las direcciones en el sistema hexagonal con 
tos cuatro índices, es similar al de los tres ejes. Si una dirección se puede representar 
como una flecha . entonces e l procedimiento es colocar el origen del sistema de cuatro 
Indices en el inicio de la flecha y encontrar las componentes del punto final de la flecha . 
En el sistema Miller - Bravais de cuatro ejes , la dirección esta dada por ( u, v, t , W 1 
donde estos valores son las coordenadas del punto final de la fecha. 

Se debe recordar que la regla : 

debe cumplirsE: siempre. 
u ... 11 + I o 



El vector que representa la dirección en este caso se puede escribir como: 

en donde 2..1, ª2. ªl. f son los vectores unitarios a lo largo de los cuatro ejes y los 
valores de u, v. 1, w son los módulos de esos vectores. 

Este procedimiento de colocar el origen en el inicio de la dirección o flecha y 
determinar las cordenadas no es necesariamente un problema simple. la dificultad que 
se presenla es que siempre se debe cumplir que la suma de los dos primeros términos 
con el signo contrario debe ser igual al tercer índice. Esto es. se debe cumplir la regla 
de los indices. 

EJEMPLO 14. De la figura 26, encontrar los indices de la dirección del vector RT. Este 
caso es muy Simple porque el vector está localizado en el plano hexagonal. También la 
dirección inicia en el origen. AsI que, se buscan las componentes en el orden adecuado 
que terminen en la punta de la flecha. Una opción simple es - 1 en a I cero en a 2 y 1 
en a 3, que por cierto corresponde a las coordenadas del punto final y que por supuesto 
cumple con la ley de los lñdices ya que - 1 + O :: - 1 Y con signo contrario es igual a 1 
que claramente corresponde al tercer Indice. AsI quedan finalmente los indices de 
Miller - Bravais de 18 dirección RT como [-1, O. f , O I 

Sin embargo se puede hacer nolar que se obtiene en principio la misma dirección. SI se 
utilizan otros índices como W ( - 2, O, 2, O j , donde se ve que T y W están sobre la 
misma línea y por lo tanto en la misma direCCIón. es claro que ambos resultados son 
equivalentes. Pero, normalmente se prefieren los valores más simples. 

Figura 26. Dirección del ejemplo 14 

EJEMPLO 15. Determinar los Indices de Mlller - Bravais del eje a , . El problema es 
simple porque no hay componente en el ele c Y la dirección debe partir del origen. Una 



posibiJ¡dad es: 2 umdades en a " + 1 unidad en a 1 y con - 1 unidad en a J Se puede 
venJ¡car que en es/e caso lamblen se cumple la regla de los indices. Así los rndices del 
eje a, son {2, -1, -1, O]. Como se pllede verificar en la figura 27 

Figura 27 Dirección del eje a 1 del ejemplo 15 

Es muy claro, que si se dan como datos tos índices de Miller • Bravais es muy 
fácil trazar la dirección correspondiente. Simplemente se construye el vector de la 
dirección, añadiendo cada componente de la dirección , en el orden indicado y para 
terminar. se une el origen con el punto tinal obtenido. Mientras que. encontrar cuales 
vectores cumplen la regla de los indices y dan una cierta dirécción que se busca , 
puede ser un problema, no necesariamente, simple. 

EJEMPLO Hi Dibujar la direcóón {2, 1, - 3, O]. En la figura 28 se muestra el 
procedimiento: se coloca 2 unidades en el eje a" a continuación, al final de ese vector 
se coloca un pequello veclor de una unidad paralelo a la dirección a 1 y en la punta de 
ese veClor se colocan - 3 unidades paralelas a la dirección del vector a l . Finalmenle se 
une el origen con el punto final y esa es la dirección buscada 

a, 
"-; 

Figura 28. Dirección correspondiente al ejemplo 16 



EJEMPLO 17, Determinar los indices de Miller - 8ravais de la dirección OP de /e figura 
29. 

La dirección OP pasa por el origen. Las componentes de OP son: OP es la 
componente a lo largo del eje c y sobre el plano basal la componente es OO. El 
problema radica especialmente en determinar las componentes de OQ como una suma 
de tres o dos elementos a lo largo de lOS ejes a" a2, aJ y que cumplan la regla de los 
indices. Una opción posible es - 1 sobre a " 2 sobre a, y - 1 sobre aJo La componente 
sobre el eje c es f . Asf. loS Indices de Miller - Bravais de la dirección OP determinados 
son: [ - " 2, - " 1). Que claramente cumple la regla de los ¡"dices Por cierto, hay que 
hacer notar que los indices de la dirección del eje a2 son los de la dirección OQ, esto 
es: [-1, 2, -f,0). 

a, 

a, o 
..... 

a, 

Figura 29. Dirección del ejemplo 17 

EJEMPLO 18. Determinar los indices de Miller - 8ravais de la dirección S de la figura 
30. La dirección S pasa por el orígen 

a, 
......-:: ... ::.:: .. 

a, 

Figura 30, Dirección del ejercicio 18 



Las componentes de S que cumplen la regla de los indices son: O, " -1, O 

Es obvio que también son los números más sencillos Por lo tanto los indices de Miller 
• Bravais de S son: (0,1 , -1, Ol 

PROBLEMAS 

16. Determinar los índices de Miller - Bravais de las direcciones de la figura 31 . 

Figura 31. Algunas direcciones en el plano hel(agonal 

17. ¿ Cuates son los indices de Mi ller - Bravais de las direcciones de la figura 32 ? 

Figura 32. Direcciones en el plano hexagonal del problema 17 

18. Determinar los indices de Miller - 8ravais de las direcciones de la figura 33 . 



Figura 33. Direcciones en el plano hexagonal del problema 18 

19. Dibujar en celdas unitarias hexagonales las siguientes direcciones: (1 . -2 , 1, O J, 
1' , -1 , O, O), 1' , O, -1, O) , 1-1 , ° 1, 011-1 , 2, -1, 1), 11 , -2, 1, 1). 

20. Encontrar la localización de las siguientes direcciones: I -2, 1, 1, 1 ) , I -2, 1, 1, 1 l. 
10, 2, -2, 1 ), 1-3, 3, O, 1 ). 14, O, -4, 1 ). 

Notac ión. Se recuerda que una familia de direcciones, de la. misma forma que en 
los índices de Miller se muestra entre parentesis angulares < 1, 2, - 3, 1 >. 

, ." PLANOS 

Mientras Que los indices de Miller pueden describir adecuadamente todas las 
familias de planos en 105 sistemas cúbico, tetragonal , ortorrómbico y monoclínico no 
describen satisfactoriamente al sistema hexagonal debido a Que planos equivalentes 
por simetria en el sistema hexagonal no exhiben índices de forma similar. Por ejemplO, 
los planos prismáticos, esto es las caras laterales del prisma hexagonal de acuerdo a 
un sistema ortogonal donde el eje x coincide con el eje a, tienen 105 índices de MtI!er: 
para el plano A (2,1, O), el B es (0. 1, O l. para el e (-2. 1, O), para el O (.2 . -1, O), 
para E ( "O, -1, O ) Y finalmente para F ( 2, -1, O ) estos planos son simétricos y son los 
lados del prisma hexagonal , por lo tanto forman claramente una familia . pero 105 
índices son diferentes por los números Que Jos representan, estos planos se muestran 
en la figura 34. 
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Figura 34. Caras laterales o planos prismáticos en el sistema de tres ejes 

Al utilizar la alternativa del sistema de Miller - Bravais de cuatro índices. este 
problema desaparece. El procedimiento normal para determinar los índices de Miller -
Bravais es similar al util izado para obtener los índices de Miller, los pasos son" 

A. Encontrar las intersecciones del plano particular con los ejes del sistema de cuatro _ .. ... . 

B. Determinar las relaciones de las intersecciones a los parámetros respectivos, de la 
celda unitaria. En general casi siempre se utiliza una relación unitaria. 

C. Determinar los reciprocos de estas intersecciones. 

D. Encontrar los numeros enteros mas pequeños que estén en la misma relación que 
los reciprocos. Para lograrlo. en el caso de fracciones se multiplican los números por 
su minimo común denominador. 

En este caso, el tercer índice puede o no utilizarse porque la informádón que 
representa es redundante. En muchos casos e!> útil hacerlo, porque confirma la 
posición de l plano y siempre debe confirmar la regla de los índices. 

EJEMPLO 19. Determinar los indices del plano A de la figura 35, este es uno de los 
planos laterales o prismáticos del prisma hexagonal. De acuerdo a los pasos 
indicados arriba: es paralelo con al, es así que su intercepción es en infinito. corta a az 
en " a a3 en - 1 Y tambien es paralelo al eje c o sea su intercepción es en el infinito. 



Las relaciones de longitud son unitarias. Los inversos son: O, 1. -1, O. y como son los 
numeros mas simples entonces los indices de Miller - Bravais para este plano son. 
(O, 1, -1 , O J. Se puede venfear que se cumple la regla de los Indlces. 

e 

E D 

., 
F 

A ., 
Figura 35. Planos prismáticos en el sistema de cuatro ejes 

EJEMPLO 20. Encontrar los Indices de Mil/er - Brav81s del plano F de la figura 35. este 
es otro de Jos planos prismáticos. De la misma (arama que em el caso anterior se tiene 
que las intercepciones son: con a, en 1, con a2 es paralelo y carla al a, en - 1 yes 
paralelo al eje c. La relación es unitaria y los inversos son: 1, O. - 1, O Y como son los 
números más simples son los indices buscados, esto es: ( ' . O , -1, O) Y finalmente se 
cumple la regla de los índices. 

PROBLEMAS 

21 . Encontrar los indices de los otros planos prismalicos e18 y e de la figura 35. 

22. Determinar 105 índices de los planos prismaticos fa /tantes O y E, de la figura 35. 

Si se realiza correctamente el problema anterior y con los resultados de los dos 
ejercicios anteriores se puede encontrar que los indices de los planos prismáticos 
500:( 1,0,-1,0). (1 , 0,- 1, 0) , (1, - 1, 0, 0). (- 1, 0, 1, 0 ), (0,-1 , 1, 0 ) Y 
( ~ , - '\ , 0, O } Y como se puede obseNar tienen los mismos números: ceros y unos, asi 
que se pueden agrupar todos en la familia llamada {1, - " 0, O}. Como se indicó 
arriba, el uso de la notación de indices de Miller - 8ravais permite representar mejor 
ciertos planos y con ello mostrar que sin duda son de la misma familia. 

" 
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Fígura 36 Plano del ejemplo 21 

EJEMPLO 21. Determinar los Indices de Miller • Bravais del plano sombreado de fa 
figura 36. Las interseccIones del plano con los ejes: al, 82 y e son: - 1, 1, 1. Los 
recIprocas son: -1. 1, 1 los numeras más sencillos son los mismos asf que los índices 
de Miller - Bravais son: (- 1, 1, 0, 1) Aqur no se determinó la intercepción del plano 
con el eje 83 . se calcula de acuerdo a la regla de los ídices, pero se puede comprobar 
que el valor obtenido es correcto ya que en este caso es paralelo al eje a J . Como se 
sabe fa intercepción es en infinito. pero su inverso es cero. Este tipo de plano se 
conoce como plano piramidal tipo /. 

EJEMPLO 22. Encontrar 10$ indices de Miller - Bravais del plano sombreado de la 
figura 37. Las intersecciones del plano con los ejes a" a2 Y c son: • " - " % , Los 
reciprocas son: - " - " 2 Y los en/eros mas senc,l/os son los mismos, por lo tanto los 
indices de Miller - Bravais son: (- " - " 2, 2 j , Aqui nuevamente no se determinó la 
mtercepción con el eje a, y e l valor se calculó con la regla de los índices, Pero se 
puede comprobar que el valor es correcto, 

EJEMPLO 23, Determinar los índices de Miller - 8ravais del plano sombreado de la 
figura 38, Las intersecciones del plano con los ejes a" a2, y c son: " infinito y 2. Los 
recíprocos son: " O, 1 / 2. Los enteros mas sencillos son los mismos y los indices de 
Mil/er - Bravals son: (2, O, - 2, ./ j . Nuevamente no se determinó la intercepción con el 
eje a, y el valor se calculó con la regla de los indices Se puede comprobar que este 
ultimo valor es correcto. Este plano se conoce como un plano prismático del tipo 11 



a, 

a, 

Figura 37. Plano del ejemplo 22 

a, 

a, 

Figura 38 Plano del ejemplo 23 

PROBLEMAS 

23. Determinar los índices de Miller - Bravais de los planos sombreados en la figura 38. 
El plano de la izquierda se llama plano basal y el de la derecha plano pi ramidal del 
tipo 11 . 

., 
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Figura 39. Planos para el problema 23 

24. Dibujar en celdas unitarias hexagonales los siguientes planos: ( -' , -' , 2, O ) , 
( 1, -2 , 1, O ) , ( 2, -1 , -1, O ) , ( -1, O. 1, 1 ) . ( O. - l . 1, 1 ) , ( 1, . ' , O. 1 ) . 

a, 

Figura 40 Pla'lOS para el problema 25 

" 



25. Determinar los índices de Miller - Bravais de los planos de la figura 409. El plano de 
la izquierda es un plano piramidal del tipo 11 y el de la derecha piramidal del tipo 1. 

26. Encontrar en las celdas unitarias hexagonales los planos siguientes: ( -1 , -1 , 2, 1 ) . 
( 1, -2 , 1, 1 ), (2, -1 ,-1,0 ), ( 2 . 1. -3. 1). (3, -2. -1 , 0 ) , ( -1, O, 1. 2 ). 

27. Identificar los índices de Miller - Bravais de los planos de la figura 41 . 

a, 

a, 

Figura 41 . Planos para el problema 27 

11111"1'.' 
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CAPiTULO 3 

TRANSFORMACiÓN DE iNCICES PARA LA ESTRUCTURA HEXAGONAL 

INTRODUCCiÓN 

Para poder transformar los índices de Mlller de un sistema de tres ejes a uno de 
cuatro lo mas importante es definir la posición relativa de los dos sistemas. En el caso 
más general, se esperaría que no existiera ninguna coincidencia entre los dos sistemas 
de ejes , en cuyo caso se necesitan dos relaciones matemáticas: una para la translación 
y otra para la rolación, para hacer coincid ir en un punto los dos orígenes de los dos 
sistemas: el de los indices de Miller y de Miller - Bravais. Esto es , ~I'l., el .caso que se 
quiera hacer una transfonnaci6n entre los dos sistemas. 

Un caso más simple es cuando el origen de los dos sistemas coincide y además, 
el eje z , que define el índice k, para los tres índices, y el eje c que determina el índice 
W, en el sistema de cuatro índices, sean semejantes o en el caso más sencillo, cuando 
sean idénticos, Para esto, se necesita en este último caso, que las unidades en que se 
m iden las distancias sobre los dos sistemas de ejes, sean las mismas, y se puedan 
hacer transformaciónes simples entre ellos, 

Sí se acepta el punto anterior, sólo fa lta definir la posición de los otros ejes, Una 
posibilidad, es que el eje x del sistema de tres ejes coincida con el eje a , . Si se toma 
este caso, se pueden encontrar unas relaciones que se aplican para la transformación 
de puntos, direccciones y ptanos, en los dos sistemas. 

3,1 PUNTOS 

La transformación de las coordenadas de un punto, definida su posición para 
dos tipos de sistemas de referencia , donde se considera que las coordenadas del punto 
en el sistema de índices de Miller son I u m, V m, W m I y que I u 1), v 1), t 1), W D I son las 
coordenadas del punto en el sislema de los índices de MiUer - Bravais, como se 
muestra en la figura 42, se puede suponer que los sistemas tienen en común el mismo 
eje como z y c y además que el eje x sea el mismo que el eje a" como se observa en 
la f igura 43, está dada por las siguientes relaciones matemáticas: 

" 



y la transformación en sentido contrario se obtiene con las relaciones siguientes : 

Estas ecuaciones son muy cómodas para transformar entre estos dos.sistemas, 
claro . siempre y cuando las posiciones relativas de los ejes sean las mencionadas 
anteriormente. 

/""---+- 1 u m. V m.W m 1 

z 

x 

y 
a, 

Figura 42. Un punto con sus coordenadas en dos sistemas diferentes 

EJEMPLO 24. Se desean calcular los indices de Miller · 8ravais del punto 1 1, 2, 21. Si 
se aplican las ecuacIones directamente, sabiendo que; 11 m = 1, V m = 2 Y W m = 2 
entonces se obtiene que: 

Ub = 113 (211 m 'V m ) 113(2(1)-2) o 

" 



V D = 1/3 (2v m u m) '" 1 / 3(2 (2)-1) = 3/3= 1 

ro = -1/3 (u m + v m ) = - 1 / 3(1+2) '" -3 / 3=-1 

wo"'w m "'2 

estos son, por lo tanto los indlces de Mil/er - Bravais. sólq falta que sean expresados 
con los números enteros más sencillos y estos finalfllflnfe son: 

10 , " -1 . 21 

Notación. Es mu)' importante notar que u b, v b )' t b, se reducen a los números 
enteros más sencillos, pero sin afectar el indice W b, el cual se incorpora al final 
sin cambio. 

1 u b.V b,1 b,W b 1 

/ ---"-11<- 1 u m,V m,W m 1 

x 

" 
y " 

Figura 43. Un punto con sus coordenadas en los dos sistemas diferentes cuando tienen 
coincidencia en el origen y en dos ejes 

EJEMPLO 25. Encontrar los indices de Mlller del ejemplo anterior. Se qUiere 
transformar el punto I O, 1, - 1, 21 ' por lo tanto se tiene que. U D = O, Vo = 1, t D = - 1 Y 
que W b = 2. Aplicando las ecuaciones se tiene que: 



u. 

v. 

w . w. 

o - (- 1 ) 

- (- 1) 

2 

2 

La regla es que, se deben tener los números más sencillos posibles, pero en este caso, 
estos son los números más sencillos. as! que los índices de Miller para el punto del 
ejercicio 10. 1, - , . 21 son 1'. 2, 21 , como se supuso en el ejercicio anterior. 

EJEMPLO 26, El punto I " " 1 I ¿ A qué punto equivale en el sistema de Miller -
Brav81s ? 

Se tiene que u,., = " \1 m = 1 Y w,., = 1 Y sustituyendo se obtiene: 

u o = 113 ( 2 u m - V ro) = 1/3 (2 (1) - 1 ) = 1 /3 

v. 1/3(2v m - u mJ 1/3(2(1)-1)= 1/3 

t. -1/3(1+1)= -2/3 

En este caso se deben simplificar los primeros tres números, multiplicando por tres, así 
que se tiene que el punto es 1' , 1, -2, 11. 

EJEMPLO 27. Realizar la transformación inversa de los índices de Miller - eravais del 
ejemplo anterior a índices de Mil/er. Así que se tiene I " " - 2, 2 I como el punto a 
transformar, por lo tanto se sabe que: u o = 1, VD = " t D = - 2 Y que W D = 2. 
Aplicando las ecuaciones se obtiene: 

u. UD - t D - (- 2) 3 

v. - (- 2) 3 

La regla es que los dos primeros numero deben ser los numeros más sencillos 
posibles, así que, se dividen entre tres y se agrega el ultimo fndice, obteniendose el 
punto 1 ' . " 11 como se esperaba. 



EJEMPLO 28. Encontrar las coordenadas del <ltomo que ocupa una posición centrada 
en una cara de un cubo en indices de MII/er - 8ravais. Una de las posibles 
coordenadas pueden ser 1', 1/2, 1/21. Asi que U m = " V m = 1/2 Y Wm = 1/2 , 
sustituyendo se tiene: 

Ub = 1/3 (2u m -v m)= 1/3(2(1)-1/2) = 3/6= 1/2 

Vb = 1/3 (2v m - u m) = 1/3 (2{1/2)-1)= O 

-113(1+112)= -3/6= - 112 

w. w m =I/2 

Simplificando los tres primeros IncJices y el cuarto se coloca sin modificar, entonces se 
tiene como resultado: 1 f , O, - 1, 1/21 

PROBLEMAS 

28. Verificar que el punto A 11, 0, - 1, 1 {21 en índices de Miller - Bravais corresponde 
al punto B 14 , 2, 1 I en índices de Miller. 

29. Determinar los índices de MiJler-Bravais de los punfos R. S. r , U, V de la figura 44. 

u 

x 
a, 

a, 
y 

Figura 44 . Puntos para el problema 29 



3. 2 DIRECCIONES 

El procedimiento, en principio es muy simple, es exactamente el mismo que en 
el caso de la transformación de los puntos. Se deben utilizar las mismas ecuaciones 
mencionadas arriba, claro que, suponiendo las mismas condiciones de los ejes de los 
dos sistemas. Esto es, suponiendo que los sistemas lienen en común el mismo eje z y 
c y además Que el eje x sea el mismo que el eje al , y si se considera Que las 
coordenadas de un punto en el sistema de índice de Miller son I u m, V m, W ti! I 
mientras que las coordenadas en el sistema de los índices de Miller - Bravais son: 
I u 1), VD, ( 1), wl)l· 

Las ecuaciones son: 

y la transformación en sentido contrario se obtienen con tas siguientes relaciones: 

EJEMPLO 29. La dirección del eje x es (1 , O, O) en los indices de Mil/er. ¿ Cuál será 
esta dirección en el sislema Miller - Bravais? Se tiene que u ti! = 1, v '" = O Y w'" = O, 
sustituyendo se obtiene: 

u b = 1/ 3 (2 u ", - v",) = 1 / 3(2( 1 )-0) 2/3 

V D = 1 /3 (2 \1" ", - u m) 1 / 3 ( 2 ( 0 )- 1 ) = -1/3 

lb = - 113 ( u,., + !1 m) -11 3 ( 1+ O) = -113 

" 



Ajustando los Ires primeros números a que sean en/eros y los más sencillos y 
colocando el cuarto índice sin cambio, se tiene que los indices serano (2, -1, -1 , O). 
Se puede observar que cumple la regla de los indices y se puede venficar en el 
ejemplo 15, el mismo resultado. 

EJEMPLO 30 Mostrar que se obtiene el resultado inverso del ejercicio 29 al 
transformarnuBvamenle a Indices de Mil/er. Los fndices son: (2, -1, -1, OJ parlo tanlo 
se tiene que u ~ = ::: Vb:: - 1, lb:: - 1 Y que W b = O, .",plicando las ecuaciones se tiene 
que: 

u m:: ur,- Ir, = 2 -(- 1) = 3 

V m :: VI¡ - I r, :: - 1 - (-1) = O 

W m :: Wr, = O 

As' que la dirección calculada es [ 3, O, O J, pero se pueden lener unos números 
enteros mas simples, al dividir entre tres los indices estos resultan: { " o. O]. Esta es la 
dirección final esperada. 

PROBLEMAS 

30. Transformar a índices de Miller - Bravais las direcciones siguientes anotadas con 
Indicesde Miller: [1 , O, OJ , (1 , - 1, O) . [-1, 1, OJ . [0.- 1, 01, [ - t. O, 01 . (-2, 1, O] 
Y (-1 . - 1, OJ . 

31 . Convertir a indices de Miller las direcciones siguientes dadas con índices de Miller -
Bravais(1, -2, 1, OJ , (1 . -1 . 0. 11 , ( - 1, - 1, 2, 3J , (0,- 1. 1, 21 , ¡O, O. O, O] , 
[·2. 1, 1,1) Y [.1 , ·1 , 2, 1) . 

3.3 PLANOS 

La transformación de Indices entre los dos sistemas es igual a la de los puntos y 
las direcciones siempre y cuando se cumplan las mismas condiciones. Esto es 
suponiendo que los sislemas lienen en común los ejes z y c. y por airo lado el eje )oC 

y el a, coinciden. Por simpliCidad se considera que las coordenadas de un punto en el 
sistema de índice de Miller son I u ",. v m. W ,n I mientras que las coordenadas en el 
sistema de los indices de Miller - Bravais las coordenas del punto se anotan como 
sigue: IUb,Vb. tb.Wbl . 

Las ecuaciones que se aplican para la transformación son : 

" 



y la transformación en sentido contrario se obtiene con las siguientes relaciones : 

Ub = 1 / 3 (2u m -v",) 

V b = 1J3 (2v ", - u m) 

tb = -1/3 (u",+ v m) 

w~ = Wp~ 

EJEMPLO 31 . Convertir el plano ( " 1. O) en índices de Miller - Bravais. En este caso 
se tiene que Um '" ' . v", = , y W m '" O, sustituyendo se obtiene ' 

U o = 113 (2 u m - v",) = 113 ( 2 ( 1 ) - 1 ) 1/3 

Vo = 113 (2v", - u",) 1/3(2(1)-1)= 113 

l o = -113 (u", + v m) -113(1+ 1) = -213 

Wo = W m = O 

Así, nuevamente, cambiando los tres primeros números a los enleros más simples y 
añadiendo el cuarto sin cambIO. se obtiene: (1, " - 2. O J. Se observa que se cumple la 
regla de los indices. 

EJEMPLO 32. Demostrar que la transformación inversa del ejemplo 31 repite los datos 
miciales. El plano a modificar es el ( " " - 2, O). Por lo tanto, se sabe que u G = ' . Vb = 
' . t G = -2 Y que w o = O. Aplicando las ecuaciones se tiene que: 

U m -(-2)=3 

- (- 2 ) 3 

W m Wo= O 

simplificando los dos primeros índices, a los números más simples se determina el 
plano buscado: ( 1, ' . O). 



PROBLEMAS 

32 . Convertir a índices de Miller - Bravais los siguientes índices de Miner de los planos: 
( 1. 0, 0) , ( 1, -1, O). (-1.1, 0) . (0.-1, 0). (-1. O. O) , (-2. 1, O) Y (-1, -1, O) . 

33. Transformar a indices de MiUer Jo:s índices de Miller - Bravais de los plano$ 
siguientes: (1 .- 1. O, 1) , (0, 1.-1, 2), (2, 1, -3.0) , (0, 0, 0, 2) Y (-1, -1, 2,1 ) . 
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5 HOJAS DE TRABAJO 

Hoja con 6 cubos 

Hoja con 6 bases hexagonales 

Hoja con 6 prismas hexagonales 

Hoja con 2 bases hexagonales con dos y tres ejes 

Hoja con 2 prismas hexagonal con tres y cuatro ejes 
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