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Resumen

FEl siguiente trabajo se aborda el estudio comparativo de dos métodos de opti-
mizacion dentro del Quantum Approximation Optimization Algorithm (QAOA),
estos métodos de optimizacién son la Busqueda Exhaustiva y la heuristica de
Busqueda Local Iterada o Iterativa.

Ambos métodos son probados en varios problemas, estos problemas se se-
paran en dos categorias, la primera categoria son los problemas de Ising Spin
Model (ISM) y la segunda categoria son los problemas de Max-Cut. Dentro de
cada categoria se tienen tres problemas distintos, cada uno difiere en el tipo de
configuracién que tiene, estas configuraciones son de tipo: lineal, ciclico y com-
pleto.

Ademas, la comparativa también se extiende a experimentaciones utilizando
computadoras clasicas (simulaciones locales) y computadoras cuanticas (simula-
ciones reales), estas experimentaciones locales y reales permiten analizar la apli-
cabilidad de estos métodos de optimizacién dado el estado actual del hardware
cuéntico.
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CAPITULO 1

Introduccion

La primera mencién sobre computadoras basadas en los principios de la me-
cénica cuantica puede ser asociada a Richard Feynman (1982), esta mencion se
relaciona con la capacidad de simular sistemas cuénticos en computadoras cla-
sicas, ya que estos procesos contienen una gran cantidad de “estados posibles”,
que de alguna forma son similares a los problemas combinatorios clasicos, que
al aumentar el niimero de particulas que interactiian en el proceso cuantico ha-
cen que sea imposible realizar los célculos necesarios para la simulacién en una
computadora clasica. Por otra parte, las computadoras cuanticas (basadas en los
principios de la mecanica cuéntica para realizar sus operaciones) en teoria no
deberfan de mostrar esa limitante, ya que tanto el sistema a simular como el
dispositivo operan bajo los mismos principios fisicos. 1] [3]

Esta menciéon de Richard Feynman se extendié a distintos ambitos donde
comenzaron a realizar grandes avances tomando en cuenta este nuevo paradigma
de la computacioén, llegando con esto los famosos algoritmos de Transformada
Rapida de Fourier, Shor, Grover, etc. Estos algoritmos han demostrado el gran
potencial de la computacién cuantica en distintas areas de las ciencias de datos,
en donde en los ultimos anos a existido un énfasis en poder utilizar este paradigma
en problemas de Inteligencia Artificial y Big Data.

Esta tendencia se debe a que existen bastantes problemas donde se tienen una
gran cantidad de resultados posibles que deban ser explorador para encontrar
la respuesta Optima, también pueden tratarse de problemas que presenten un
comportamiento de tipo no-convexo, o problemas que requieran de un alto grado
de paralelizacién que se vuelven bastante complejos de tratar en escalas aplicables
a problemas reales, y estas son solo algunas de las virtudes del computo cuantico
con relacién a problemas de optimizacién, aprendizaje maquina, y en ciencia de
datos en general.

En el estado de investigacion a la fecha sobre computo cuantico se conocen
tres enfoques en los cuales una computadora cuantica tiene la capacidad de ser
mas eficiente que una clasica (incluso desde su desarrollo algoritmico), el primer
tipo de problemas que se muestran con mejoria son los que respecta al uso de
la Transformada de Cuantica de Fourier (usando el enfoque de Peter Shor)
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que se usan principalmente para el problema de factorizacion y logaritmo discre-
to, la segunda clase de problemas son los basados en el algoritmo de Grover
(paralelismo cuéntico) para realizar procesos de bisqueda de manera cudntica, y
por tltimo, se tienen los problemas de simulacién cuantica, esto deriva directa-
mente de la suposicion de Feynman donde se establece que un sistema cuantico
solo se puede simular de forma eficiente en una computadora que sea capaz de
usar estos mismos principios para operar. [8]

Actualmente, se estudian multiples aplicaciones para algoritmos cuénticos,
estos algoritmos usan distintas vertientes y métodos para resolver problemas a
escala. Los algoritmos actuales buscan poder ser implementados en dispositivos
NISQ “Noisy Intermediate Scale Quantum” que se encuentran en desarrollo y dis-
ponibles para el uso académico y de investigacion por parte de algunas companias
que prestan su acceso de forma gratuita. Dentro de estos algoritmos se encuentra
QAOA “Quantum Approximate Optimization Algorithm” que es un algoritmo
que ha crecido bastante en popularidad en los tltimos anos (creado en 2014 [21])
esto se debe a que se ha descubierto que es bastante resistente a factores de ruido
(por su modelo simple que necesita pocas compuertas para representar el pro-
blema) y que no necesita de qubits extra para ejecutar el algoritmo. Debido a
estas caracteristicas, QAOA es un algoritmo bastante interesante para estudiar
de forma detenida para entender sus alcances, su potencial en dispositivos NISQ
y su aplicabilidad en problemas reales a escala. [14] - [21]

En este trabajo se investiga respecto a los alcances y caracteristicas que ofrece
QAOA, con la finalidad de conocer su aplicabilidad para problemas actuales (a
escala) y las limitaciones que este algoritmo tiene actualmente. Los experimentos
que se realizaran para QAOA seran aplicando distintos métodos de optimizacion
(para la busqueda de los pardmetros de QAOA) y se compararan estos méto-
dos a través de simulaciones locales (en una computadora clasica) y simulaciones
reales (realizadas en una computadora cuantica tipo NISQ) para identificar ven-
tajas y desventajas de los métodos, y ademés conocer el estado actual de las
computadoras NISQ con respecto a los resultados “ideales” de las simulaciones
locales.

1.1. Objetivo general

Establecer una comparativa de distintos métodos de calibraciéon para los pa-
rametros de los operadores de fase y mezclador del algoritmo QAOA.

1.2. Objetivos especificos

= Analizar al menos dos métodos distintos para obtener los pardmetros de los
operadores de fase y mezclador de QAOA.
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= Extraer las ventajas y desventajas de los distintos métodos de calibraciéon
y generar un analisis comparativo.

= Realizar simulaciones de manera local y simulaciones usando el hardware
cuantico disponible de IBMQ y comparar los resultados obtenidos.

» Demostrar usando dos clases de problemas (a escala) la utilidad del al-
goritmo QAOA, asi como sus virtudes y defectos en el estado actual del
desarrollo de algoritmos cuanticos.

1.3. Planteamiento del problema

De manera general, el algoritmo QAOA (Quantum Approximation Optimi-
zation Algorithm) se compone de dos etapas, la primera etapa se focaliza en
traducir y realizar la evaluacion del problema usando los operadores de fase y
mezclador con la finalidad de crear interferencia constructiva o destructiva que
permiten que un estado aparezca o no con mas o menos frecuencia, esta interfe-
rencia debe generar que el estado objetivo (esto aproximado 6ptimo del sistema)
se presente con mayor frecuencia.

La segunda etapa consiste en “variar’ o “calibrar” los parametros internos de
los operadores de fase y mezclador de tal forma que en cada iteracién de prue-
ba, el estado objetivo vaya incrementando su probabilidad de aparicion. Aqui es
cuando se presenta nuestro aporte, ya que actualmente se buscan distintos méto-
dos para realizar la calibracién de los pardmetros, estas formas de optimizaciéon
se muestran con ventajas, pero también con desventajas, por ello es importante
explorar métodos que atn no han sido documentados que permitan obtener estos
pardmetros de manera eficiente, y con ello aportar al conocimiento general del
comportamiento y alcances del algoritmo QAOA.

1.4. Breve historia de la computacién cuantica

En 1980 Paul Bennioff, demostré las bases tedricas para realizar la cons-
truccion de una computadora cuantica basada en el modelo Hamiltoniano para
describir la evolucién de los procesos computables.

“That is, the whole computation process is described by a pure state evol-
ving under the action of a given Hamiltonian. Thus all the component parts of
the Turing machine are described by states which have a definite phase relation
to one another as the calculation progresses... The existence of such models at
least suggests that the possibility of actually constructing such coherent machines
should be examined.” [37]
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En cualquier area de las ciencias computacionales (incluyendo la computacion
cuéntica) es importante analizar el desempenio de los algoritmos, la notacién més
comun para ello es la notaciéon de la “gran-O” (big-O), esta notaciéon analiza
el limite superior del peor escenario posible, ademés, esta notacién se relaciona
con el orden del algoritmo, otra notaciéon importante (y bastante comin) es la
notacion de la “gran-Omega” (big-Omega) donde se trata el limite inferior del
peor escenario posible.

Para el caso del algoritmo Deutsch-Jozsas, el algoritmo se dice que posee
un “oraculo” que determina si la funcion f (con algin numero de valores de
entrada) es una constante o funcion balanceada. Este algoritmo en computacion
clasica se asocia con una complejidad de O(n) pasos para resolverse, pero en una
computadora cuantica el problema puede ser resuelto en “un solo paso”, esto se
logra por las diferentes caracteristicas fundamentales de la computaciéon cuantica,
entre ellas, el paralelismo cuéntico el cual permite (en este problema) generar un
espacio donde se “evalian” de manera simultanea todos los resultados para la
funcién para determinar si esta es balanceada o no.

Bernstein-Vazirani (BV) investigaron el algoritmo de Deutsch-Jozsas, donde
lograron probar una ventaja cuantica no-determinista del algoritmo, suponiendo
la existencia de pequenos errores, con una complejidad de O(n) para la compu-
tadora clésica, y O(1) para la computadora cuantica. Ademas, Bernstein-Vazirani
trabajaron en una version cuantica de un algoritmo para calcular la transformada
de Fourier llamado “QFT” (Quantum Fourier Transform).

Seth Lloyd, trabaj6 en el laboratorio de “Los Alamos” donde estableceria el
primer enfoque practico para trabajar en una computadora cuantica (QC), él
menciond que los sistemas cuanticos permiten realizar nuevos tipos de operacio-
nes, estas operaciones computacionales pueden usar una unidad bésica (unidad
cuantica) fisica representada como un punto cuéntico (quantum dot), un spin
nuclear, etc. Y si estas unidades cuanticas interactiian unas con otras podrian
realizar calculos de procesos cuanticos. Lloyd también mencioné las importantes
propiedades que estas unidades cuanticas deben poseer, la mas importante de
ellas es que pueden encontrarse en superposiciones de diferentes estados.

Después de estos primeros pasos siguieron descubrimientos de algoritmos que
cambiaron la perspectiva de los alcances de la computaciéon cuantica, en especifi-
co estos algoritmos fueron los de Grover (para busqueda no ordenada cuantica) y
Shor (para factorizacion), estos dos algoritmos son los que comenzaron la “fiebre”
por la computacién cuantica, ya que los problemas que estos algoritmos podian
resolver eran bastante dificiles de atacar de forma eficiente en computaciéon cla-
sica.

Derivado de los algoritmos de Grover y Shor (y entre otros avances), la inves-
tigacién de la computacion cuéntica siguié desarrolléndose, pero de forma maés
lenta, esto cambi6 a raiz de la creaciéon de las primeras computadoras cuanticas,
en las cuales se pudo probar ciertos aspectos de la teoria de Cémputo Cuanti-
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co de manera practica. Con la llegada de las primeras computadoras cuénticas,
el avance en todo lo relacionado con Céomputo Cuéntico comenzd a crecer con-
siderablemente, creando nuevas areas como la Informéatica Cuantica, Inteligen-
cia Artificial Cuéntica, etc. Actualmente, usando los dispositivos NISQ se han
podido probar muchos algoritmos cuanticos para distintos problemas a escala,
siendo el algoritmo QAOA uno de los més importantes, ya que ataca problemas
de optimizaciéon combinatoria que pueden encontrarse en muchos problemas de
computacion clasica, o inclusive en problemas de otras areas de la ciencia.

1.5. Estado del arte

El algoritmo QAOA es un algoritmo de optimizacién cuantico-clasico, ade-
més, debido a su funcionamiento es un algoritmo bastante importante y con gran
expectativa, con un potencial de mejora en tiempo y almacenamiento compu-
tacional para problemas de optimizaciéon combinatoria, ademas, QAOA tiene la
caracteristica de poder ser implementado y probado en computadoras cuénticas
actuales debido a su baja demanda de qubits y su poca profundidad (namero
de operaciones técnicas necesarias para llegar al resultado). Desde su creacion
en 2014, el algoritmo de QAOA se ha refinado en varios aspectos y probado en
varios problemas de optimizacion, demostrando su potencial en problemas com-
binatorios. [10][13] - [16]

De manera general, el algoritmo QAOA funciona en dos secciones, la primera
seccién genera un método de combinatoria basada en la alternancia de las ro-
taciones de los estados de los qubits (operadores de fase), a dichos qubits se les
aplica una funciéon de penalizacién (operadores mezcladores) que generan inter-
ferencia constructiva o destructiva. [11| La segunda seccion del algoritmo se basa
en la busqueda de mejores valores para los parametros de los operadores de fase y
mezcladores, esta etapa en el enfoque tradicional es realizada por un algoritmo de
optimizaciéon clasico, como lo puede ser el algoritmo del descenso del gradiente,
u otro método de optimizacion clasico. [10]

El algoritmo de QAOA se puede considerar como un algoritmo hibrido cuantico-
clasico, y actualmente existen métodos “zeroth-order” que permiten realizar apro-
ximaciones directas al gradiente utilizando una funcién de pérdida, también exis-
ten algunas estrategias que utilizan distintos algoritmos cuanticos para evaluar el
gradiente, sin embargo, estas técnicas usualmente requieren de un gran ntmero
de mediciones, y por consiguiente, una gran cantidad de repeticiones del circuito
cuantico para poder llegar a un buen valor del gradiente descendiente. [10] [12]

Dado que a la fecha se conocen muy pocas implementaciones del algoritmo
QAOA que realice sus dos secciones generales de operacion usando solo algoritmos
cuénticos, aiin no se puede establecer la superioridad de un método de ejecucion
completamente cuéntico sobre las versiones hibridas cuéntico-clasico para QAOA.
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[14] - [21] [25] [|26]

1.5.1. Enfoques clasicos para optimizar parametros

Otro enfoque aplicable en QAOA corresponde a los algoritmos “clasicos” los
cuales buscan implementar nuevas estrategias de optimizacién clasica para reali-
zar las tareas de céalculo para los parametros de los operadores de fase y mezcla-
dores para el algoritmo QAOA.

El primer método investigado fue el propuesto por Koch, D. et al. (2020)
quienes presentan un texto de los algoritmos cuénticos més populares (actual-
mente) y algunos ejemplos de aplicacion de los mismos. En el trabajo de Koch,
D. et al. (2020) se trata el algoritmo de QAOA en un ejemplo de aplicacion a
una combinatoria de espines de 3 particulas, aqui se explica como se lleva a cabo
las dos secciones del algoritmo QAOA (la etapa de aplicacion de los operadores
cuénticos y la etapa de busqueda de los parametros “ideales” para los operadores).
El primer enfoque que se realiza en el libro consiste en implementar busqueda
exhaustiva de las posibles combinaciones que pueden darse de los pardmetros y
(para el operador de fase) y 8 (para el operador mezclador), este método es apli-
cable al problema que se plantea en el libro debido a la simplicidad del mismo,
ademas, se toma a consideracién que la combinacién de parametros solo se puede
dar en ciertos “saltos” discretos de valores posibles (dado que en la realidad los
pardmetros son de tipo continuo y pueden tomar un rango de valores conteni-
do entre 0 y 27). El segundo enfoque que se implementa para este problema es
la aplicacion del algoritmo del gradiente descendiente (clasico) el cual es incor-
porado de manera tradicional, este enfoque permite realizar la obtencion de los
pardmetros v y 8, dado que el gradiente se aplica como una funcién multiva-
riante, sin embargo, como se puede observar (y como los autores senialan) este
método carece del enfoque cuéntico, es decir, que el algoritmo QAOA pierde su
caracteristica “cuéntica” y se vuelve un algoritmo hibrido cuéntico-clésico, ade-
mas de mencionarse que este método solo puede ser aplicado para funciones de
tipo convexo, ya que solo en esos casos el gradiente descendiente garantiza la
obtencion el minimo global de la funcién (multivariante o no). [10]

Un método propuesto por Ryan Sweke et al. (2020) como alternativa al uso
del algoritmo del descenso del gradiente clésico, es utilizar el modelo del algorit-
mo del descenso del gradiente estocéstico (DGE), el cual hace uso del enfoque
del gradiente estocéstico el cual reemplaza las derivadas parciales exactas por
un estimador de la derivada parcial, el algoritmo DGE es utilizado de manera
convencional en problemas de gran escala en ML, donde se ha demostrado sus
ventajas sobre los métodos de gradiente descendiente exacto, estas mejoras se
dan en la evaluacién més rapida del gradiente, mayor velocidad en la convergen-
cia y la capacidad de evitar minimos locales. Ademas, Ryan Sweke et al. (2020),
mencionan un trabajo de Harrow and Napp (2019), el cual establece que existe
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una interaccién natural entre el método del DGE y los algoritmos de optimiza-
cién cuéntico-clasico, donde en particular existe una clase simple de problemas
de optimizacion con los que se puede probar que DGE de “first-order” llegan a la
convergencia de una forma més rapida que en cualquier método “zeroth-order”.
Finalmente, Ryan Sweke et al. (2020) llegan a la conclusion de que el descenso
del gradiente exacto no es feasible para los casos de algoritmos hibridos clasico-
cuéntico (o cudntico-clasico), y que por ello, las perspectivas para tratar los pro-
blemas de descenso del gradiente deben hacerse desde el enfoque estocéstico. [12]
13]

El uso de algoritmos del gradiente descendente (o métodos de Newton) cla-
sicos, no son los tnicos que se pueden aplicar para problemas de optimizacién
presentes en algoritmos cuanticos, esto es importante dado que en este trabajo de
investigacion se busca establecer (sin importar el método o enfoque) que permita
realizar con mayor eficiencia el proceso de busqueda de los parametros necesarios
para QAOA. En el trabajo realizado por Yao, J. et. al. (2020) se presenta un
algoritmo especifico para realizar el calculo de los pardmetros de QAOA, este
algoritmo hace uso del gradiente de politica (policy-gradient) que es una técnica
usada para aprendizaje por reforzamiento, esta técnica se puede entender como
la aplicaciéon de distribuciones de probabilidad que representan los pardmetros
que se buscan de QAOA, y lo que se busca es establecer la optimizacién en es-
tas distribuciones de probabilidad, y a diferencia de los métodos del gradiente
tradicionales (o no), esta técnica no necesita conocer las derivadas de la funcion,
ya que estas son reemplazadas por un ntmero finito de funciones de evaluacion.
Ademas, debido al funcionamiento del gradiente de politica, que realiza la opti-
mizacién en pequenos conjuntos, se puede evitar que el proceso de operaciéon del
algoritmo QAOA se vea afectado por distintas fuentes de ruido (principalmente
decoherencia del hardware cuantico). Finalmente, Yao, J., et al. concluyen que el
algoritmo del gradiente de politica tiene muchas ventajas sobre los algoritmos del
gradiente clasicos, esto debido a que permite realizar la optimizaciéon de los para-
metros de QAOA sin la necesidad de saber explicitamente la informacién de las
derivadas de la funcién, ademés, este método presenta una caracteristica que no
se habia apreciado en otros algoritmos, y es que este método puede ser aplicado
aun cuando la funcién objetivo no es suave con respecto al error, y finalmente se
comenta que esta alternativa no solo es viable para el problema de QAOA, sino
que también puede ser aplicable (en principio) a cualquier algoritmo tipo QVA
(Quantum Variational Algorithm). [16]

Otro enfoque que trata el problema de optimizacién para parametros en al-
goritmos cuanticos (en especifico problemas de tipo QVA) se encuentra en el
trabajo descrito por Yamamoto, N. (2019), este trabajo realiza un analisis de la
aplicacion del algoritmo de gradiente natural (cuéntico), la caracteristica princi-
pal de este algoritmo es el uso de la geometria de la estructura del espacio de
parametros, esto es, la estructura que forman los parametros a optimizar (la cual
puede ser muy compleja, dependiendo de los parametros que se busquen), ade-
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més, en las aplicaciones de este algoritmo en problemas de inteligencia artificial
se muestra que tiene una buena resistencia a los minimos locales del espacio de
pardmetros. Yamamoto, N., aplica el algoritmo de gradiente natural para el caso
de un VQE (Variational Quantum Eigensolver), en este caso el gradiente natural
actua usando la forma paramétrica del estado cuantico, y con este, realiza un pro-
ceso de “eleccion” del mejor proceso de optimizaciéon de los parametros del VQE,
en el trabajo también se muestra la aplicacién de esta propuesta para el caso
de un qubit; donde se establece un desarrollo grafico de los resultados los cuales
demuestran la adaptabilidad del gradiente natural con respecto a otras técnicas,
sin embargo, para el caso de 1 qubit no se muestra una gran mejoria, con esto
Yamamoto, N. contintia con el caso de estudio de la obtencién del estado base
de una molécula de hidréogeno H?, ahora para este caso cuando se observan los
resultados de la energia contra el nimero de pasos (iteraciones) se muestra que el
gradiente natural presenta una convergencia mas rapida con respecto a los otros
enfoques, y con esto se concluye que existen algunos problemas de optimizacién
en los cuales el gradiente natural puede generar una mejor eficiencia del proceso
de optimizacién, y esto se puede tomar como un buen resultado para poderse
estudiar para el caso del algoritmo QAOA. [17]

Una metodologia bastante interesante, la cual no se relaciona de manera di-
recta con el uso del algoritmo del descenso del gradiente, es la realizada por
Shaydulin, R. et al. (2019) la cual esta basada en la optimizaciéon por multi ini-
cio (multistart optimization). Como una premisa inicial, Shaydulin, R. explica
las ventajas de los algoritmos hibridos clésico-cuantico, lo cuales presentan una
posibilidad de ser aplicados en computadoras que se consideran computadoras
NISQ, donde estas computadoras tienen la caracteristica de ser de pocos qubits
(alrededor de 100), y ademaés en estos dispositivos existe un alto nivel de ruido y
de perturbaciones externas por lo cual, las aplicaciones de alta demanda (como el
algoritmo de Shor) no se pueden llevar a cabo actualmente, sin embargo, como lo
explican en el trabajo, los algoritmos como QAOA y VQE son bastante feasibles
para ser aplicados hoy en dia. Algo que se explica también es que el método que
proponen de optimizacién por multi inicios, busca también atacar el problema
de la optimizacion de los parametros para QAOA (en especifico) aun cuando el
espacio de pardmetros sea de tipo no convexo, o contenga multiples minimos lo-
cales no degenerativos; esta consideracion se rescata como importante debido a
que muchos enfoques que utilizan el método del gradiente (sobre todo la metodo-
logia clasica) no contemplan este tipo de espacios paramétricos de los valores del
algoritmo QAOA (o incluso del VQE). Ahora, retomando la metodologia plan-
teada por Shaydulin, R. consiste, como su nombre lo dice, en generar multiples
puntos de inicio para aplicar un método llamado APOSMM (Asynchronously
Parallel Optimization Solver), este algoritmo consiste en establecer un punto de
partida (aleatorio en teoria) donde a partir de este se realizan diferentes pruebas
en paralelo, estas pruebas buscan encontrar los minimos locales de la funcién y
posteriormente obtener sus resultados para concluir cual es el minimo global. El
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trabajo concluye que el método es més eficiente para administrar el nimero de
evaluaciones prueba, ya que cada valor propuesto para los parametros de QAOA
se considera independiente en cierto momento, sin embargo, también se comenta
que a medida que la profundidad (y con ello, el nimero de parametros aumenta)
la complejidad del problema aumenta demasiado, lo cual pudiera hacer que este
método no sea tan conveniente de implementar en escalas mas grandes que una
computadora cuéntica NISQ. [18]

1.5.2. Enfoques implementando machine learning para optimi-
zar parametros

Como se mencioné anteriormente, existen otros enfoques para tratar el pro-
blema de la optimizacion de los parametros para el algoritmo QAOA (operadores
de fase y mezcladores), este es el caso del articulo de Alam, M. et al. (2020), este
articulo presenta algo bastante interesante, y es que Alam, M. (y sus coautores)
proponen un método para poder optimizar la obtencién de los pardmetros v y
B el cual incorpora Machine Learning (ML). De manera general, este enfoque es
aplicado para analizar los patrones que se tienen respecto a la profundidad del
algoritmo QAOA, esta profundidad se relaciona con la cantidad de operadores
mezcladores (y de fase, en algunos casos) que son implementados para mejorar
la eficiencia de la generacién de los estados de superposiciéon, esta profundidad
permite que la etapa de evaluacién combinatoria, es decir, la etapa en la que
(de manera cuéntica) se generan las combinaciones de estados (si los pardmetros
ingresados para -y y f son “buenos”’) que tienden a tener una mayor probabilidad
de ocurrencia en las combinaciones que presentan la solucién 6ptima de nuestro
problema; sin embargo, el hecho de generar una mayor profundidad para QAOA
genera la existencia de més parametros v y 3, los cuales se presentan en pares
(tipicamente) por cada nivel de profundidad, y esto se traduce, de forma tradi-
cional, a mas parametros a optimizar de forma clasica. En el trabajo de Alam,
M. et al. (2020) se gener6 y entrené un modelo usando ML, este modelo predice
una relacién que se presenta en modelos de QAOA de alta profundidad, usando el
modelo entrenado se puede realizar una prediccién sobre los parametros iniciales
para QAOA. Ademas de poder tener pardmetros de salida proporcionados por el
modelo, los datos indican que estos parametros se acercan a los valores 6ptimos,
lo cual de manera natural reduce el nimero de iteraciones para la busqueda de
las 7’s y f’s. Los resultados obtenidos por Alam, M. et al. (2020) indican que
su método puede reducir desde un 44.9 % hasta un 65.7 % (dependiendo de los
casos) el namero de iteraciones necesarias para encontrar los parametros 6ptimos
para un QAOA de alta profundidad. [14]

Otros dos algoritmos que se presentan técnicas de ML para identificar los
parametros de QAOA son expuestos por Khairy, S. et al. (2020) quienes propo-
nen dos modelos usando, para uno, Reinforcement Learning (RL), y para el otro,
Kernel Density Estimation (KDE). Khairy, S. et al., establecen algunos puntos
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relevantes que se deben mencionar antes de abordar como se utilizaron estos mé-
todos de ML para resolver el problema de optimizaciéon de parametros de QAOA,
el primer punto que rescatan es que la calidad de la solucién o la aproximacién que
puede generar QAOA se relaciona de manera directa con los parametros usados
para sus operadores, en otras palabras, que visto desde el punto de vista estan-
dar, el resultado de QAOA depende de la operacion efectiva de los algoritmos
de optimizacién cléasicos, sin embargo, (como segundo punto) la optimizacion de
los parametros para QAOA (en la mayoria de los casos) se trata de un problema
no-convexo con minimos locales no degenerativos de “baja-calidad” (low-quality).
Para el enfoque que consiste en utilizar RL, se genera una red neuronal “politica”
(policy), esta red permite analizar los datos geométricos (buscando patrones) de
la funcion objetivo, con esta informacién se puede realizar una predicciéon “punto
de partida” para modelos que tengan instancias nuevas. El enfoque que utiliza
KDE representa la informacién del circuito cuantico como un modelo generativo
(buscando su 6ptimo), este modelo ya entrenado puede ser aplicado de manera
similar al de RL, inicializando nuevos parametros y probando las instancias del
problema en cuestién, para poder llegar a los parametros 6ptimos. Finalmente,
el articulo concluye que ambos métodos son aplicables al algoritmo de QAOA,
dado que tanto el modelo de RL como de KDE (en el entendido de que tienen
diferentes puntos aplicacion en QAOA) mejoraron la eficiencia y la obtencion de
los pardmetros para los operadores de fase y mezcladores, esto aunado a que el en-
trenamiento fue realizado con pequenos problemas y algunas instancias, permite
pensar en gran potencial para tratar el problema de optimizaciéon de parame-
tros para algoritmos de QAOA de mediana profundidad, sin embargo, tiene que
tomarse en cuenta que aun este método sea eficiente a pequenas y medianas es-
calas, debido al tipo de problema de optimizaciéon que presenta la busqueda de
pardmetros, se piensa como bastante improbable para poder ser usado en QAOA
de alta profundidad. [20]

1.5.3. Enfoques cuanticos para optimizar parametros

Actualmente, se siguen desarrollando distintos enfoques que utilizan algorit-
mos con métodos no tradicionales, que buscan resolver los problemas de optimi-
zacion (presentes en muchos algoritmos cuénticos), sin embargo, para propositos
de este trabajo, ahora se comenzaran a analizar las propuestas que hacen uso
especifico de un algoritmo cuéntico para resolver un problema de optimizacién
que sea aplicable al caso del algoritmo QAOA.

En el articulo realizado por Jordan, S. P. (2008) se describe un algoritmo
el cual busca obtener el gradiente, este gradiente tiene la caracteristica de que
es pensada como si fuese una “caja negra” (este término es ocupado en muchos
algoritmos cuanticos para referirse al mecanismo de accién de una funcién f sobre
una variable de entrada x que normalmente da un resultado y® f(x) donde y son
qubits ancilla). Este método es conocido para algoritmos clasicos, sin embargo,
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dado el funcionamiento del sistema clasico el método de utilizar funciones como
cajas negras resulta bastante costoso al realizar las funciones de evaluacién, pero
para el caso cuantico Jordan, S. P. muestra que es posible realizar esta evaluacion
partiendo de una sola caja negra. El funcionamiento del algoritmo de Jordan,
S. P. se asemeja al funcionamiento del algoritmo de Bernstein-Vazirani, otra
diferencia es que el algoritmo busca establecer los valores de algunas variables
enteras, esto es distinto a la aplicaciéon de la caja negra convencional, donde se
busca aproximar funciones. Finalmente, se concluye que el algoritmo se presenta
como una opcién viable para tratar cierto tipo de problemas de optimizacién o
basqueda de raices, donde el aporte principal del algoritmo de Jordan consiste
en transformar un problema de minimizaciéon de un funcional a un problema de
minimizacién una funcién de muchas variables, ademés, se menciona que puede
existir una mayor eficiencia en el proceso de obtencién de las derivadas parciales
haciendo uso de la ecuacion de Euler-Lagrange. [11]

Continuando con el algoritmo propuesto por Jordan, S. P. (2008), Gilyén,
A. et al. (2019) continuaron con el trabajo de Jordan, realizando un algoritmo
que mejora en eficiencia comparado con lo logrado anteriormente para el gradien-
te descendiente cuantico, este algoritmo también cuenta con la caracteristica de
ser multivariante, es decir, que puede utilizarse para optimizar multiples parame-
tros, esto es algo importante porque como se mencioné anteriormente el algoritmo
QAOA necesita de por lo menos dos parametros v y 3, pero ademas, segin la
profundidad requerida por el algoritmo (principalmente se relaciona a la cantidad
de operadores mezcladores) puede aumentar el nimero de pardmetros necesarios
para optimizar. Tomando esto en cuenta Gilyén, A. et al. prueba que se puede
obtener una buena aproximacion del gradiente con una mejor dependencia cua-
dratica de la precisién para la evaluacion de la funcion. Finalmente, el trabajo
concluye que si existe una mejora efectiva para una clase de funciones suaves,
podria decirse que es un método mas general y aplicable que el algoritmo inicial
de Jordan, sin embargo, para casos de funciones de bajo grado multivariantes se
puede generar una mejora en la velocidad de manera exponencial, esto resulta de
mucha importancia e interés debido a como se describe el problema de optimi-
zacion para el caso del QAOA donde posiblemente este enfoque puede resultar
bastante eficiente para ser aplicado en sustitucién del enfoque clasico visto de
forma tradicional. [15]

Los métodos que realizan el uso de un enfoque cuéntico para realizar las ta-
reas de optimizacion (haciendo énfasis en su aplicacion en el algoritmo QAOA)
esté el trabajo realizado por Patrick Rebentrost, et al. (2019) en el cual propo-
nen un algoritmo de optimizacién iterativa que funciona especificamente para
el gradiente descendiente y el método de Newton, el cual se postula como un
método capaz de resolver problemas no cuadratico convexo e incluso problemas
de optimizacion no convexos. La idea principal del algoritmo se ejecuta con las
multiples “copias” de un estado cuantico, en el entendido de que estas copias no
son precisamente exactas, ya que de lo contrario violaria el teorema de no clona-
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cién de la mecanica cudntica; pero pueden generarse estados muy similares donde
se conoce que diferencias tienen y con esto poder llegar a reproducirlos de ser
necesario (es decir, si ese estado resultara como el indicado en la optimizacion),
estas “copias” se utilizan para producir miltiples “copias” de otro estado cuin-
tico, esto se realiza considerando el vector gradiente y la matriz Hessiana de la
funcién objetivo. En el caso en que se trata este método del gradiente cuantico,
es especial para funciones de tipo polinomial con restriccion de normalizacion.
Sin embargo, Patrick Rebentrost comenta que debido al mecanismo de funciona-
miento del algoritmo (copias del estado que convergen en uno solo), este proceso
aumenta exponencialmente el nimero de operaciones necesarias, lo cual lo hace
poco feasible para problemas en los cuales se necesite de un alto nimero de ite-
raciones para llegar a un resultado, pero debido a sus caracteristicas este método
puede ser incorporado como una solucién en la busqueda de minimos locales, e
inclusive siendo combinado con otro método como el APOSMM podria resultar
en un algoritmo bastante robusto, considerando su aplicacién para el algoritmo
QAOA con alta profundidad. [19]

1.6. Computacién cuantica

Una computadora cuantica (que es el objeto de estudio de la Computacion
Cuéntica) se puede definir como: “A quantum computer is a device that leverages
specific properties described by quantum mechanics to perform computations” [1],
en pocas palabras, es un dispositivo que permite realizar procesos computables
usando los principios de la mecénica cudntica para evolucionar el estado interno
del sistema.

Todos los experimentos referentes a la mecanica cuantica (incluyendo al compu-
to cudntico) busca respuestas (de forma numérica o analitica) usando probabi-
lidad y estadistica para describir los procesos que siguen las particulas (como
fotones, protones, electrones, neutrones, etc.), estos procesos pueden o no tener
presencia en fenémenos macroscopicos. Una de las principales restricciones que
se presentan en la computacién cuantica de manera particular, es el concepto de
la medicién que se explicarda mas a detalle en secciones posteriores, esta medi-
cién se repite de manera igualitaria en los experimentos preparados de manera
repetitiva, esto genera que las mediciones tengan una “frecuencia relativa” (fr) y
que la distribucién de los valores cuénticos de las particulas se localice cerca del
“valor promedio” (vp). [1]

El coémputo cuéntico emplea los distintos principios presentes en la mecanica
cuéntica, siendo los méas ocupados los de superposicién, entrelazamiento, parale-
lismo cuéntico, efecto de tunel cuantico, entre otros. [3]

El diseno algoritmico cuantico es bastante diferente al del diseno de algoritmos
para una computadora clasica. Los algoritmos cuanticos tienen la caracteristica de
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ser mayormente basados en algebra lineal y teorfa de probabilidades, atin teniendo
en cuenta que las ideas basicas; la mecanica cuantica pueden ser bastante confusa.
La aplicacién de una teoria basada en algebra lineal y probabilidad hace que la
computacion cudntica sea mas “amigable” para entender los fendémenos cuénticos.

Como se mencion6 antes, el computo cuéntico se enfrenta de manera directa
con los elementos llamados observables que se relacionan con propiedades neta-
mente cudnticas, ya sea el spin o polarizacion (para el caso del foton), esto difiere
de la mecanica cuantica como disciplina de la fisica que busca también agrega un
peso de importancia a las variables de posicion y momento de una particula. [3]

= Una “medicion” esta asociada con una cantidad fisica llamada observable,
estos observables pueden ser vistos (de manera matemética) como operado-
res auto-adjuntos en su forma matricial, y que estan presentes en un espacio

de Hilbert. [3]

» La frecuencia relativa se expresa como una probabilidad de obtener (me-
dir) un estado durante un cierto niimero de mediciones.

= En mecanica cuantica se puede realizar una “predicciéon” que se obtiene del
valor promedio de la medicion de una cantidad fisica especifica (observable)
y se le conoce como valor esperado.

= Las mediciones y los valores promedio de los observables, tienen la tarea de
describir el estado del sistema. Los estados estan separados por dos clases,
estados puros que pueden ser expresados como un vector en un espacio
de Hilbert de una dimension especifica; y los estados mixtos que son
operadores de tipo positivo, auto-adjunto y con valor Tr(E,,) = 1 (valor
de la traza igual a 1).

El estado del sistema se entiende como un vector o un operador, estos ele-
mentos son en realidad una matriz (con caracteristicas especificas) que opera su
espacio de Hilbert, el espacio de Hilbert esta definido como un espacio vectorial
de numeros complejos, y la transformacion o evolucion del sistema (equivalentes
a procesos de computo) son debido a matrices unitarias (para el caso de esta-
dos puros) aplicadas al mismo espacio de Hilbert. En conjunto, los estados y
operadores, proveen un medio de calculo de probabilidades y valores esperados
para los distintos experimentos cuanticos realizados (circuitos computacionales
cuénticos).

Definition 1.1. Un espacio de Hilbert expresado por H es un espacio vectorial
complejo, con v,u € Hy a,b € C, donde a,by v,u = av,bpy € H también
av + by € H. El producto escalar (positivo-definido), (-|-) : H x H — C. El
producto escalar produce a la norma como ||-|| : H — R.
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Una computadora clésica también puede describir procesos cuanticos, esto se
logra cuando se aproximan datos mediante la simulacién de la mecénica cuantica,
pero las computadoras clasicas no utilizan las propiedades de la mecanica cuantica
para desarrollar los célculos de los procesos cuanticos simulados.

IBM tiene un servicio de computo a través de “cloud” que permite acceder
a computadoras cuanticas reales con fines de académicos o de investigacion, la
experiencia IBM Q se basa en Qiskit que es un paquete de funciones que permite
realizar, simular y medir circuitos cuanticos, el paquete Qiskit serd usado en el
presente trabajo para realizar la explicaciéon y prueba de los algoritmos cuénticos.
[5] [10]

En la computaciéon cuantica, el principio de superposicién es usado para re-
presentar a un “qubit” como una combinacion lineal de los estados base (también
conocidos como estados fundamentales) |0) y |1) (para la base computacional
canonica). El qubit es la unidad computacional basica en computo cuéntico, se
puede entender de forma similar al bit clasico, sin embargo, un qubit esté regido
por los principios de la mecanica cuéantica. [36]

0 0
¢
¢
1 1
Bit Bit Bit
clasico probabilistico cuantico

Figura 1.1: Representacion de un bit clasico, probabilistico y cuantico.

Una de las formas mas simples para entender el concepto de un qubit es
interpretarlo como el estado de energia de un electrén en el 4tomo de hidrégeno.

Partiendo de la representacion de la Figura 1.2 donde el electrén es visto
como un qubit, se tiene que:

Definition 1.2. Un qubit simple (visualizado en la Figura 1.2) est4 definido
por solo dos estados (en superposicion mayormente), posterior a una medicion
el estado toma el valor del estado base |0) o el valor del estado excitado |1)
(los estados |0) y |1) se escriben usando la notacion “bra-ket” de Dirac), estos
estados son conocidos por el nombre de la base candénica, estos estados son vistos
también como vectores que cumplen con las caracteristicas de ser: unitarios ||¢|| =
1 y ser ortogonales (¢|¢) = 0, es decir, que los estados base son ortonormales.
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Figura 1.2: Representacion cuéntica del &tomo de hidrégeno.

Con la Definicién 1.2 se puede establecer la representacién de la base ca-
noénica en su forma vectorial “comun”. Para el caso del estado base (estado no
excitado):

0 =g (1)

Para el estado excitado:

1) = m (1.2)

Como se mencion6 anteriormente, el computo cuéntico hace uso de los princi-
pios de la mecénica cuéntica para llevar a cabo procesos computacionales, estos
principios se resumen en:

= Superposicion

= Evolucién unitaria

= Principio de medicién

Teniendo en cuentas estos principios podemos llegar a establecer otros fenéme-

nos (no principios) como el entrelazamiento, teletransportacion cuantica,
paralelismo cuantico, entre otros.

Principios de superposicion

El principio de superposiciéon permite establecer una “combinacién lineal
de dos o mas estados base que generan otro vector de estado dentro del mismo
espacio de Hilbert, y este vector de estado describe el estado del sistema”. |2]
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En otras palabras, la superposicion es un principio que permite describir un
estado de sistema usando una combinacién de los vectores base, esta represen-
tacion esta relacionada con uno de los aspectos mas “contra intuitivos” de la
mecénica cudntica en general, porque la superposiciéon permite que el estado des-
crito se encuentre en mas de un estado base al mismo tiempo, esto se conoce de
manera popular como un estado que esté en “dos posiciones al mismo tiempo”.

Definition 1.3. Sea |¢)) la representacion de un estado de sistema. Sea aAf € C,
donde a y ( son las amplitudes (dadas como numeros complejos) asociadas a
los vectores base |0) y |1) respectivamente.

Usando la Definicion 1.3 sobre el principio de superposicion, el estado |1))
en la base canénica se puede representar como:

[¥) = al0) + B1) (1.3)

Y, agregando la notacién vectorial estandar, el vector de estado esta repre-
sentado de la siguiente manera:

o= (1.4

Max Born (1926) demostré que la magnitud al cuadrado de los valores «
y [ pueden entenderse como probabilidades, y en cumplimiento con una regla
importante en teoria de probabilidades los valores absolutos al cuadrado de « y
(5 deben sumar 1. Algunas veces los vectores de estado del sistema deben volverse
a normalizar para que cumplan con la condicién mencionada.

jaf* + 18" = 1 (1.5)

Este anélisis hecho por Max Born tiene una relacién directa con el segundo
principio de computaciéon cuantica que es la evolucién unitaria, debido a que
cualquier operador usado siempre serd unitario y esto permite garantizar que el
estado siempre sume a 1 independiente de la forma en cémo el estado evoluciona
con el tiempo.

1

+) = —Z=(10) + 1)) (1.6)

S

2

1
V2

Cuando dos estados tienen la “misma” combinacion lineal (como en las Ecua-
ciones 1.6 y 1.7) de vectores base y solo existe una diferencia en los signos

=) (10) —11)) (1.7)
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asociados (ya sea positivo o negativo), se dice que tienen una fase relativa di-
ferente. En computo cuéntico, la fase se puede interpretar como el angulo entre
el vector de estado hacia alguno de los ejes (y depende del inicio relativo del
vector de estado). Estas fases relativas tienen un gran impacto en los fenomenos
de interferencia constructiva y destructiva, este fenémeno es usado ampliamente
en distintos algoritmos cuanticos.

Un ejemplo de este fenémeno de interferencia se puede ver como:

1

1
2

V2

En el ejemplo de arriba, el estado |1) genera una interferencia destructiva
debido a que las fases tienen diferente signo, mientras que el estado |0) genera
interferencia constructiva porque las fases poseen signo igual. Algunas veces el
resultado de la suma de los estados de fase relativos puede cambiar la fase global,
la fase global representa la fase completa del sistema y cuando es modificada
usualmente existe un cambio de signo en el estado base.

() +1=) = S [(10) + 1) + (10) = [))] = 5 2[00 = [0)  (1.8)

| =

Principio de Medicion

El principio de medicién establece que cualquier medicién (o interaccion)
corrompe un sistema cuédntico. Dado que antes de la medicién del sistema, el
estado se considera “desconocido”, y este estado desconocido puede visualizarse
como una superposicion de los estados base del sistema.

De manera general, el operador de medicién se relaciona con un operador
Hermiciano que interactiia con un estado 1 para obtener una cantidad fisica
medible del sistema. El operador Hermiciano tiene muchas caracteristicas como
que el inverso del operador es su transpuesta O~! = OT y que sus eigenvalores
(valores propios) son ntimeros reales.

El proceso de mediciéon también puede interpretarse como una “proyeccién”
hacia uno de los vectores base.

En la Figura 1.3 explica de forma geometria el principio de medicion (usando
un sistema real de coordenadas), el estado del sistema denotado por 1, donde
esté representado como un estado en superposicion.

|1) = cos(0) ]0) + sin(0)|1) (1.9)

La idea de representar el principio de medicién como una proyecciéon es debido
al hecho de que después de la medicion la funcion de onda, que representa al
estado del sistema, colapsa en alguno de los estados base. En el ejemplo de la
Figura 1.3 el estado colapsa en [0) o |1) con una cierta probabilidad, esta
probabilidad se conecta con los valores de o y 3 (valores de amplitudes) en la
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|1>

Figura 1.3: Representacién geométrica del principio de medicién en un sistema
de coordenadas reales.

Definicién 1.3. Usando el ejemplo geométrico presentado, el resultado después
de la medicién es:

= |0) con probabilidad cos?(f)

= |1) con probabilidad sin?(6)

Después de la medicion del sistema, el nuevo estado del sistema se dice que se
conoce de forma determinista, en caso de que el estado colapse a |0) el nuevo
estado es [¢)') = |0) con probabilidad 1, por otro lado, si el estado colapsa a |1)
el nuevo estado |¢') = |1) con probabilidad de 1. Es importante mencionar que
después del evento de medicion (o cualquier otro tipo de perturbacion externa al
sistema) el estado cuantico pierde sus propiedades cuanticas. [4]

La medicién del sistema es calculada u operada por el producto interno
entre el vector de medicién y el vector de estado.

Definition 1.4. En un sistema de k niveles (un espacio de Hilbert de k niveles)
sea |[¢)) = ap|0)+aq [1)+...+ag—1 |k — 1) que sea la representacion del estado del
sistema y |p) = B0 ]0) + 81 |1) + ... + Br—1 |k — 1) la medicion base, la proyeccion
(probabilidad) de observar el vector [¢)) en |p) es el producto interno visto

como (|p),[9)) = (#|9)-

Con la Definicién 1.4 el producto interno tiene las propiedades (usando la
Interpretacion de Copenhague) de:
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» Las amplitudes complejas |p) son transformadas a sus correspondientes
complejos conjugados y operadores como vector fila.

» Las amplitudes complejas |¢) se mantienen iguales y se operan como vector
columna.

Usando estas propiedades, desarrollando los elementos de los vectores de las
siguientes ecuaciones, se tiene:

(Ig),|9)) = (pld) = Boao + Bran + ... + Br_10k1 (1.10)

En notacién vectorial estandar:

Qg
ai

{lg) = [Bo, By Br—1] | . (1.11)
Qg1

La probabilidad de obtener el resultado |¢) se obtiene con la siguiente ecua-
cion.

Prlg] = [{¢lo)[* (1.12)

Como se mencion6 anteriormente, después de la medicion el nuevo estado del
sistema es 1)) = |p).

El producto interno no es la tnica operacién bésica que se puede desarrollar
dentro del espacio de Hilbert, el producto externo también tiene una men-
cion importante, porque a diferencia del producto interno, el producto externo
no genera mapas a los escalares, el producto externo permite crear las formas
matriciales de los operadores.

Definition 1.5. Sea [¢) el vector de estado en un espacio de Hilbert H, y |¢)
un operador (posiblemente otro estado), el producto externo esta definido como
— |¢p) (¢| = operador.

Usando la Definicién 1.5 se mostrara un ejemplo de aplicacion del producto
externo. En general, el producto externo puede ser visto como el “kernel” de
las compuertas cuénticas, donde se trata de crear operadores unitarios a partir
de operadores basicos aplicando producto externo, suma de vectores y resta de

vectores.
0) (0] = ((1)) (1 0)= ((1) 8) (1.13)
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Principio de evolucién unitaria

La evolucién de un sistema cuéntico se puede interpretar como la rotaciéon
del espacio de Hilbert en el que se encuentra (para el caso del computo cuéntico)
esto se realiza usando principalmente las “compuertas cuanticas”. [4]

La rotacién del espacio es realmente una transformacion lineal y es similar
(hasta cierto punto) a la rotacion presente en el problema de cuerpo rigido, ya
que todos los angulos entre vectores de estado se preservan en la rotacién. La
transformacion lineal se representa como un operador matricial en el espacio de
Hilbert.

[1> up>

Figura 1.4: Evolucion unitaria del estado |¢)) en H

Como se muestra en la Figura 1.4 la compuerta cuantica U (vista como
una transformacion lineal) aplica una rotacion a todo el espacio de Hilbert, el
operador cuantico U = Ry puede describirse de la siguiente forma:

10) ="=5 cos(6) |0) + sin(6) 1) (1.14)

1) ="= —sin(6) |0) + cos(6) |1) (1.15)

Aplicando rotaciones individuales de Ry a la base |0) y [1), el operador cuan-
tico (rotaciéon matricial) se describe como:

~ [cos(0) —sin(8)
R = (sin(&) cos(0) > (1.16)

Y para el caso de la transpuesta de la matriz de Ry se denota:
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v ( cos(0) sin(8)
Ry = (—sin(ﬁ) 003(9)> (1.17)

Usando las Ecuaciones 1.16 y 1.17 llegamos a la Definicién 1.6 que re-
presenta la transformacién unitaria. Las transformaciones unitarias son el kernel
de las compuertas cuénticas para la mayoria de las computadoras cuanticas dis-
ponibles hoy en dia.

Definition 1.6. Sea I la representacion de la matriz identidad, una transfor-
macion lineal u operador cuantico (compuerta cuantica) es Unitaria < UUT =
Utu =1.

Un ejemplo de una transformacién unitaria de 2x2 es U = <Z ;) y el trans-

puesto conjugado de U es UT = <

ol Ql

b r s (10
J) generando UU* = U U_<O 1).

Paralelismo cuantico

Si bien el paralelismo cuantico no es un principio o postulado de la me-
cénica cuantica (y por ende, del computo cuantico) si es un fend6meno bastante
interesante y complejo que ocurre durante la operacién de un circuito cuéntico.
Este paralelismo se pretende explicar a continuacion (se utilizara de forma arbi-
traria la notaciéon de computo cuantico usando circuitos cuanticos, esta notacién
serd explicada méas a detalle en el transcurso del trabajo, por el momento solo
se debe saber que el circuito debe ser leido de izquierda a derecha y que la com-
puerta Uy es una compuerta cuantica que cumple con todos los requisitos que se
necesitan para su operacion). [§]

Uy
|0)———y  y& fz) —

Figura 1.5: Paralelismo cuantico

En la Figura 1.5 se tiene un esquema de un ejemplo del paralelismo cuéntico,
en el primer cable tenemos el estado |1) el cual entra como un estado en superpo-
sicién y corresponde a la entrada x, abajo de este estado tenemos la entrada y a
la cual ingresa el estado |0). Estos estados interactian con la compuerta Uy, esta
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compuerta mapea la salida (cable inferior derecho) al estado f(x) si la entrada
y = |0) y se tiene una operaciéon modulo 2 en caso de que la entrada y = |1).

Lo interesante de este ejemplo de paralelismo se muestra cuando desarrollamos
la aplicacion de la entrada [¢) y |0) con la compuerta Uy, esto nos da la siguiente
ecuacion:

10, £(0)) + 1, f(1))
V2

La Ecuacion 1.18 representa la superposicion de la entrada |¢) interactuan-
do con y y Uy, esta superposicion permite que en un mismo circuito (en un mismo
tiempo) se tengan las evaluaciones para ambos valores = € (0,1), y esto nos lleva
a la posibilidad de evaluar dos o mas condiciones (valores) de manera simultanea
o en “paralelo” para una funcion f(z) usando un solo circuito, esto es completa-
mente distinto al “paralelismo cléasico” ya que para evaluar una funciéon (en una
computadora clasica) se generan multiples circuitos que se encargan de evaluar
f(z) para cada valor permitido.

(1.18)

El paralelismo cuantico esta presente en muchos algoritmos cuanticos y resulta
una de las principales ventajas sobre la computacion clasica porque permite rea-
lizar evaluaciones de funciones con una mejora exponencial respecto a cualquier
algoritmo clasico conocido. Algunos algoritmos que cuentan con este elemento
de paralelizaciéon son: el algoritmo de Deutsch, el algoritmo Deutsch-Jozsa, el
algoritmo de Shor, entre otros.

1.7. Entrelazamiento cuantico

Los principios de mecénica cudntica derivan en otros fenémenos contra in-
tuitivos, el entrelazamiento es uno de los fendmenos mas interesantes que se
derivan de la teoria de la mecénica cuantica, el entrelazamiento puede verse co-
mo un caso especial del principio de superposicién donde el estado general del
sistema se describe por dos o méas qubits, estos qubits muestran importantes
caracteristicas que no se pueden obtener de dos o mas estados independientes.

“Quantum mechanical superposition called entanglement is when a measure-
ment of one system (particle) is correlated with the state of the other system
(other particle) in a way that is stronger than correlations in the classical world.”
2]

La propuesta EPR busca demostrar que particulas pueden estar entrelaza-
das, y que la relacién entre las particulas es instantanea, donde en principio la
distancia entre las particulas no es importante, y cualquier tipo de alteracion
en alguna particula (medicion, interaccion, etc.) afecta inmediatamente a la otra
particula. La paradoja EPR intenta explotar esta caracteristica extrana de los
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estados entrelazados para mostrar que la mecéanica cuantica era “al menos una
teoria incompleta”.

1.8. Computacién reversible

Casi todos los enfoques respecto a computo cuantico se basan en el computo
reversible (circuitos reversibles), la idea detras del uso de procesos de computo
reversibles es evitar la pérdida de informacién que se da en computo irreversible.
En computacion clasica, algunas de las compuertas que se usan son compuertas
irreversibles, como la compuerta NAND, OR inclusiva, OR exclusiva, etc. Estas
compuertas pierden informacién porque diferentes entradas dan resultados idén-
ticos, y al invertir el proceso no es posible recuperar la informaciéon completa de
las entradas al inicio de la compuerta.

X XVvY

>—~©»—k©..<

el Bl B=] K==}

[l B el K=

Las operaciones reversibles permiten aplicar cualquier cantidad de operadores
a los qubits mientras la coherencia del sistema se mantenga. En la presencia
de ruido cuéntico, la coherencia del sistema se puede perder. En computacion
cuantica reversible todos los operadores del circuito deben ser reversibles con la
tnica excepcién del operador mediciéon.

1.9. Compuertas cuanticas unitarias

Las compuertas cuanticas que se aplican para realizar una transformacion
unitaria a un solo estado o qubit son unitarias, estos operadores son también
Hermicianos, en otras palabras, los operadores son unitarios y reversibles (su
operador inverso es su transpuesto).

Compuerta cuantica X

Una de las compuertas cuanticas bésicas mas importantes es la compuerta
cambio de bit o compuerta NOT que se denota por el simbolo X y como su
nombre lo indica, se encarga de transformar el estado de un qubit en su opuesto

(ejemplo: |0) % 11)).
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|1//> —_— U 4’U|l/’>

Figura 1.6: Unitary gate U applied to |[¢) — U |¢)

X = <? é) (1.19)

Como una mencién interesante, cualquier compuerta u operador cuantico pue-
de ser obtenido usando el producto exterior (véase en Definicién 1.5), como un
ejemplo de esto se obtiene la compuerta X usando producto exterior de la si-
guiente manera.

x=pa+nol=(7 ;) (1.20)

Ahora, para entender mejor los efectos de la compuerta X se aplicara en los

estados base [0) v [1)
X10) = G é) (é) _ (2) — 1) (1.21)

j0)— x F—11)

Aplicando X al estado |1) tenemos que:

X|1) = <(1) é) (‘1)) _ (é) — o) (1.22)
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1)— x ——10)

También la compuerta cuantica X puede ser aplicada a superposiciones de
estados (no solo a estados base |0) o |1)), para este caso las amplitudes asociadas
a los estados base son intercambiadas después de la aplicacién del operador.

al0)+ 81 5 B10) + a1 (1.23)

Compuerta cuantica Y

La compuerta cuantica Y también forma parte de las matrices de Pauli, este
operador también es llamado o, su funcién es generar rotaciones en el eje Y.

Y =0,= (Q BZ> (1.24)

Como se puede observar en la Ecuacién 1.24, el operador actiia en la parte
imaginaria de las amplitudes de los estados, es decir, que el “eje Y’ realmente es
el eje imaginario.

Algunos ejemplos de aplicacion de esta matriz en la base de estados canonicos
se muestra a continuacion.

Y1) =0, 1) = (‘Z _OZ> (?) _ (‘02> — _i|0) (1.25)

Aplicando o, al estado |0).

Y |0) = 0, [0) = (? _OZ> (é) = (BZ> =il (1.26)

10) [y | i[1)
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Compuerta cuantica 7

La compuerta cuéntica de “cambio de fase” que se denota por Z o también
por o, es otra compuerta basica unaria (es decir, que actia sobre un qubit a la
vez) y se encarga de realizar un cambio de fase en el qubit que es usada.

Z - <é _01> (1.27)

De manera particular la compuerta Z solo afecta (en la base canénica) al
estado |1) (asi como el estado |1) en superposiciones), este fenémeno es diferente
comparado con la compuerta X que permite modificar ambos estados base (y
superposiciones) y esto es resultado de la forma en como la compuerta Z esté

definida.
Z10) = (é _01> (é) _ (é) — 0) (1.28)
o)) v

También, la compuerta Z puede actuar en superposiciones de estados, como
el estado |+) o el estado |—), donde para esta base en particular la compuerta Z
permite cambiar el estado |[+) — |—) y del estado |—) — |+).

-rgmen- 50 )06 DO

5050 F-go-p  on

Usando el operador X y el operador Z de manera conjunta podemos realizar
operaciones de cambio de fase global, este operador se puede denotar como
Y, =1iXZ.
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Compuerta de rotaciéon cuantica por angulo 6

El principio usado para la compuerta cuantica de Pauli Z puede ser extendido
a casos donde se busque realizar una rotacién de fase con un angulo en particular,
este operador se escribe como Ry.

Ry = (é e%) (1.32)

Se puede observar que Pauli Z es solo un caso especial del operador Ry donde
@ = m, usando las identidades de Euler llegamos a que e = —1 y con esto
llegamos al caso del operador Z.

Existen otros dos casos particulares de Ry que son importantes de mencionar.
El primer caso es el operador S donde se asume que 6 = /2, este operador rota
el estado 904 grados en el eje Z.

Ryp=5= (é Q) (1.33)

1

Otro operador llamado T realiza una rotacién sobre el eje Z por un angulo
de 454.

1 0
Repp=T = (0 em/4> (1.34)

En adicién, se puede observar que S = T2, esto establece que realizar una
operacion T sobre el vector de estado representa la aplicacion de 1/2 de rotacion
de un operador S.

Compuerta cuantica Hadamard
La compuerta de Hadamard es una de las compuertas cuanticas més im-
portantes porque permite que un qubit que se encuentra en un estado

definido |0) o |1) cambie a una superposiciéon de los estados base, la
representacion de la compuerta Hadamard es H.

"= \}i G _11) (1.35)
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Esta compuerta fue desarrollada por el matemético John Sylvester que llamo a
la compuerta en nombre de Jacques Hadamard. A continuacién se puede observar
la aplicaciéon del operador H sobre los estados base canénicos.

HI0) = \}i G _11) (é) - w = 4) (1.36)

am=—(; L) () -5 = (1.37)

Sl

Matriz identidad

Otra compuerta cuantica que es bastante importante dado su significado en
teoremas y resultados para garantizar las propiedades Hermeticidad de los ope-
radores cuanticos, es el operador identidad que se representa por I, este no
realiza ningtin cambio en el qubit en el que es aplicado, en otras palabras, man-
tiene el estado actual del qubit operado.

I= <(1) ?) (1.38)

Relaciones entre operadores para qubits simples

Una vez explicadas las compuertas basicas X, Y, Z, H y I, se pueden es-
tablecer relaciones bastante interesantes entre ellas. Estas relaciones permiten,
para el caso de aplicaciones fisicas de algoritmos cuénticos, tener una solucién
mas cercana a las compuertas fisicas disponibles en una computadora cuantica
determinada, es decir, que permiten aproximar una compuerta cuantica que no
se encuentra implementada fisicamente en el dispositivo usando un conjunto de
compuertas base que si existen internamente.

La primera relaciéon que se puede mostrar, es la relacién entre los operadores
Hadamard y las compuertas Pauli X y Z.

HXH=1Z (1.39)

Donde también se tiene una relaciéon inversa entre estas compuertas dada
como:
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HZH =X (1.40)

Una relaciéon interesante se da de la aplicacion de las compuertas H y Pauli

Y.

HYH =-Y (1.41)

En este caso observamos que la fase global (signo del operador Y) se ve
afectada, dando como resultado un operador Y con fase global rotada. Esta misma
teoria se puede aplicar para compuertas cuanticas mas especificas como las vistas
para las de tipo Ry.

1.10. Sistema de multiples qubits

Los sistemas de miultiples qubits permiten representar sistemas cuanticos de
mayor dimensionalidad que los qubits simples, en este caso cada estado del sis-
tema es un vector normalizado (con amplitudes complejas), la normalizacion del
vector de estado (en estados de multiples qubits) garantiza que siempre se man-
tenga la evolucién unitaria del sistema sin importar que compuerta sea aplicada,
y esto a su vez garantiza que la probabilidad total sume a 1. [5]

Los sistemas de miltiples qubits se arman usando qubits individuales que son
“‘juntados” usando producto tensorial denotado como ®, el producto tensorial
es equivalente al producto de Kronecker de dos vectores.

0= (5)s0=(3) (1.42)

el =(5)e(}) - %% (1.3
Bé

Cuando una medicién es aplicada a los sistemas de miltiples qubits, cualquie-
ra de los estados base (generados por el producto tensorial) son posibles como
estados posteriores a la medicién, donde cada estado tiene su probabilidad de
aparicién asociada a su amplitud compleja. Esta propiedad se relaciona con el
crecimiento exponencial de los estados posibles en sistemas de multiples qubits,
este crecimiento estd dado como 2™ donde n es el nimero de qubits del sistema.
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00) = ;101) = ;110) = P|11) = (1.44)

o O O
o O = O
o= OO
— o O O

En el ejemplo de la Ecuacién 1.44 se observa como el aumento de un qubit
(dando como resultado un sistema de dos qubits) se tienen 4 posibles estados
00), [01), [10) y [11).

1.10.1. Operadores para miultiples qubits

De igual forma que los operadores para qubits simples, los sistemas de multi-
ples qubits tienen operadores caracteristicos, en la mayoria de los casos este tipo
de operadores se pueden ver como operadores condicionales, ya que usualmente
relacionan la interaccién de estados entre qubits para llevar a cabo una cierta
operacion.

Operador SWAP

El operador SWAP permite realizar “cambios” entre estados “intermedios”,
donde los estados “extremos” no se ven afectados.

1 0 0O
0010

SWAP=14 | o ¢ (1.45)
0001

Usando los vectores base de la Ecuacion 1.44, el operador SWAP permite
que el estado |01) evolucione al estado [10).

100 0\ /0 0+0+0+0 0
001 0|1 0+0+0+0 0

SWAPIOL =10 1 o o] {o] = [o+1+0+0 g | =10 (1.46)
000 1) \0 0+0+0+0 0

Ahora, si probamos aplicar este operador SW AP al estado |00) veremos que
el estado posterior al operador se mantiene como |00).

1 0 0 0\ /1 1+04+0+0 1
oo 1 o]l0] _|0O+0+0+0] |Of _
SWAP|01) = 01 00][O0] [0+0+0+0 0 = [00) (1.47)
000 1/ \0 0+0+0+0 0
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La representacion cuantica del operador SW AP se da de la siguiente manera.

Operador CNOT

El operador CNOT es uno de los operadores criticos en cuanto a computado-
ras cuanticas basadas en compuertas cuénticas se refiere, C NOT permite realizar
una operacion NOT en algiun qubit (llamado qubit “objetivo”) usando otro qubit
como activador (llamado qubit “control”). Usualmente, el primer qubit es el qubit
de control y el segundo qubit es el qubit objetivo.

La compuerta CNOT funciona usando el estado del qubit control, en caso
de que el control se encuentre en |0) el qubit objetivo se queda inalterado por la
compuerta, si control se encuentra en |1) se aplica un operador NOT' de estado
al qubit objetivo.

Uno de los principales usos de la compuerta CNOT (en combinaciéon con H)
es generar estados entrelazados entre pares de qubits en un dispositivo cuantico.

1 0 0 O
0100

CNOT = | o o 1 (1.48)
0010

Teniendo la representacion de CNOT en la Ecuacién 1.48 se puede aplicar
esta compuerta a algunos estados para observar como se comporta.

1 00 0\ /1 1+0+040 1
(o1 00|10 [0+0+0+0]| O _
CNOT [00) = 000 1)(0] |O0+0+04+0] |[O = 100} (1.49)
0010/ \0 04+0+0+0 0

Como consenso general el qubit de la izquierda |0;) en |0;0;) es nuestro qubit
de control y el de la derecha |0;) es el objetivo, y se observa que dado el estado
|0) de i el estado objetivo no se ve alterado y se mantiene.

1 0 0 0\ /0 0+0+0+0 0
o1 o0 o0]f0O] JO+0+04+0]| [O] _
CNOT|11) = 000 1)(0)] fo+0+0+1)] |1 =10y (1.50)
0010/ \1 0+0+0+0 0
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Ahora, observamos que el qubit de control i se encuentra en |1) y da paso a la
aplicacion de la compuerta NOT (interna de CNOT') al qubit objetivo j que se
transforma como CNOT' |11) — |10), es decir, que el estado del objetivo cambia
de [0) — [1).

La representacion del operador CNOT en un diagrama de circuito cuantico
es de la siguiente manera.

——

_69_

En diagrama anterior, el qubit de control esta representado por el circulo en
color negro (alambre cuantico superior) y el qubit objetivo esta representado por
el simbolo @ que es el qubit objetivo.

Algo interesante que se presenta entre las compuertas SWAP y CNOT (al
igual que en las compuertas de Pauli y Hadamard), es que se puede generar una
igualdad entre estos operadores de la siguiente manera (el qubit control es i y el
qubit objetivo es j):

SWAP,; = CNOT,;CNOT;CNOT}; (1.51)

Operadores de control unitario

De manera general, cualquier operador unitario (X, Y, Z, etc.) puede ser
combinado con un elemento de control, esto da lugar a una compuerta de
control unitario que funciona de manera similar a la compuerta C NOT con una
diferencia en la evolucién que se realiza al qubit objetivo, donde puede aplicarse
un operador Z, Y, Ry, etcétera.

100 0
010 0

CY=10 00 —i (1:52)
00 i 0

En la Ecuacion 1.52 se observa un ejemplo de un operador de control uni-
tario donde se usa una matriz Pauli Y y se agrega el “control” denotado como

C.

100 0\ /0 0+0+0+0 0
010 0]]o 0+0+0+0 o .

Y =10 0 0 —i| 1]~ [o+os0s0| = |o] =D (153
00 i 0/)\0 0+04i+0 i
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Operador de Toffoli

El operador de Toffoli o CCNOT entra en la categoria de operadores ter-
narios, que realizan operaciones usando tres qubits, su operacién es similar a la
compuerta CNOT con la diferencia de agregar un qubit de control extra para
realizar la operacién NOT en el qubit objetivo, pero en CCNOT los dos qubits
de control deben estar en el estado |1).

CCNOT(z,y,2) — (x,y, (2 ® xy)) (1.54)

El operador CCNOT expresado en su forma matricial esta dado de la siguiente
manera.

CONOT = (1.55)

S OO OO OO
SO H O OO oo
_ O O O oo oo
O O O O o oo

[==iesiies el e el
[=lelelololNal e
(= ool al o]
OO oo RO OO

La representacion del operador de Toffoli en circuitos cuénticos se da de la
siguiente forma.

Operador de Fredkin

El operador o compuerta de Fredkin, también conocida como CSW AP se
puede interpretar como una compuerta SW AP controlada, donde existe un qubit
de control (que solo activa el operador SW AP si esta en [1)) y dos qubits objetivo,
estos qubit objetivo seran los que “intercambiaran” sus estados en lo que se refiere
a la activacion del control.
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CSWAP = (1.56)

(= el oNoNol S
(=N eleoleloNol e
(=l lollall S =N
[N elolNell el
S OO OO OO
O OO oo oo
SO Hr OO o oo
— O O O O o oo

1.10.2. Universalidad en computacién cuantica

Como se sabe, existe un conjunto de operadores en computacion clasica que
en conjunto generan un grupo de operadores universales, es decir, que usando
combinaciones de este grupo se pueden realizar cualquier tipo de operacién clasi-
ca. El caso més simple de un conjunto de operadores universales es la compuerta
clasica NAN D dado que estid compuerta por si sola es suficiente para reconstruir
todos los operadores clasicos.

Para el caso de la computaciéon cuantica también existen grupos de compuer-
tas que generan universalidad.

= Compuerta cuantica Toffoli junto con un operador unitario de cambio de
base con coeficientes reales (compuerta de Hadamard H).|6]

» La triada de compuertas CNOT, T, H. |7|[8]

= Etc.

Otra forma de visualizar la universalidad de los operadores cuanticos es usan-
do la Esfera de Bloch que se muestra en la Figura 1.7, esta esfera es usada
principalmente para representar las operaciones realizadas sobre un qubit, ya que
el estado del qubit se representa como un vector que parte del origen hasta un
punto de la superficie de la esfera (unitaria). Hablando de la universalidad de
las operaciones cuénticas, se pueden interpretar (para el caso de qubits simples
o individuales) como operadores que permitan cubrir en su totalidad la esfera de
Bloch.

1.11. Computadoras cuanticas

En lo que respecta a la implementacion fisica de una computadora cuéntica se
debe mencionar que existen varios modelos y enfoques para realizarlas. Pero en
este trabajo, se tomaran como referencia, en especifico, el modelo de computadora
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11>

Figura 1.7: Esfera de Bloch

cuéantica basada en compuertas (compuertas cuanticas) usando superconduc-
tores para la creaciéon de los qubits, este tipo de tecnologia es el que estudia IBM
Quantum principalmente.

De manera general, las computadoras cuanticas del modelo basado en com-
puertas estan conformadas por varios sistemas, el primer sistema es la etapa de
control (que usa una computadora clasica) para controlar y monitorizar todos los
procesos de preparaciéon del circuito cuantico, temperatura, mediciones y presen-
tacion de resultados; después, se tiene la parte “importante” de la computadora,
esta etapa se encuentran las herramientas para realizar la programacién de cir-
cuitos cuanticos para correr algin algoritmo cuéntico en especifico, donde al ser
un modelo basado en compuertas, cada qubit que se utiliza en el proceso se puede
operar mediante compuertas cuanticas que son activadas (o desactivadas segin
sea el caso) en la preparacion del circuito.

Ahora bien, dentro de este enfoque de compuertas cuanticas como base de
una computadora cuantica existen varios aspectos que deben analizarse dado que
existen muchas computadoras que utilizan este enfoque.

» Universalidad: Se refiere a que si la computadora cuéntica en cuestion
es universal o Turing-completa. Esta universalidad debe cumplir con varios
factores, por ejemplo, si cuenta con las compuertas cuénticas basicas para
considerarse universal, cumple con el criterio de DiVincenzo (relaciona la
medicion e interaccion con qubits de forma individual), etc.

» Fidelidad: Esta caracteristica se refiere a la capacidad que tiene la compu-
tadora de mantener la coherencia de los qubits (en operacién), usualmente
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se asocia con el resultado de 1 — ¢, donde ¢, es la frecuencia de error. Es
importante mencionar que la fidelidad puede variar dependiendo del tipo
de compuerta que se use para observar la decoherencia del sistema, ya que
una compuerta CNOT que expande dos qubits presenta una mayor facili-
dad en perder su coherencia, a diferencia de los operadores de compuertas
simples.

= Escalabilidad: Se refiere a que si la arquitectura permite un incremento
de la capacidad de elementos que se pueden operar (qubits o compuertas
cuénticas), sin perder su tolerancia de error.

= Qubits: En este rubro se prioriza el nimero de qubits que pueden ser
usados por el sistema, ademas, también se analiza coémo estan distribuidos
esos qubits, ya sea si son adyacentes o no, y qué limitaciones presentan en
distintas combinaciones u operaciones permitidas.

» Profundidad de circuito: Establece el niimero de operaciones posibles
que se pueden realizar en la computadora cuantica antes de perder la cohe-
rencia del sistema.

= Conectividad logica: La conectividad logica se refiere a la capacidad
de realizar operaciones entre qubits, dado que no todas las operaciones
entre qubits pueden realizarse debido a su localizacion fisica en el sistema,
esta conectividad se relaciona directamente con compuertas como CNOT),
SWAP, Tof foli, etc.

= Accesibilidad en CLOUD: Esta caracteristica es posiblemente la més im-
portante de todas, ya que en su estado actual, tener acceso a computadoras
cuénticas es bastante dificil, y por ello el acceso a dichos dispositivos (prin-
cipalmente a través de servicios de cloud) resulta de vital importancia para
considerar una implementacion fisica de un circuito cuantico.

1.12. Programacién cuantica

Las herramientas que permiten interactuar con hardware cuéantico en la ac-
tualidad estan basadas en programaciéon usando lenguajes de alto nivel como
Python, C/C++, Java, etc. Sin embargo, debido a su facilidad de aprendizaje y
aplicacion, en los ultimos anos la comunidad cientifica se ha enfocado més en el
desarrollo de paquetes de computo cuantico usando Python.

Los lenguajes de programacion cuanticos (QPL, Quantum Programming Lan-
guages) tienen como finalidad permitir la interaccion del usuario en la parte su-
perior de la Figura 1.8, esta interaccién se da a través de instrucciones de bajo
nivel que indican a la parte inferior (superconductores y compuertas) que com-
puertas cudnticas deben ser aplicadas a que qubits para implementar de forma
correcta un circuito cuantico particular.
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Figura 1.8: Idea general de una computadora cuantica

1.13. Modelo computacional cuantico

Existen varios modelos y vertientes de representaciéon de procesos compu-
taciones cuanticos. Actualmente, la representacion mas usada y tutil, debido al
nivel de desarrollo y estado tecnolégico actual de las computadoras cuanticas, es
el modelo de “circuito” computacional cuantico. Este modelo utiliza la nocién de
compuertas cuanticas (siendo estas reversibles y unitarias como se mencion6
anteriormente) las cuales son aplicadas usando cables, estos cables son la repre-
sentacion abstracta del trayecto de los qubits, estos qubits son transformados
con las compuertas cuanticas que pueden evolucionar el estado a uno o multiples
qubits, finalmente para poder obtener informacién comprensible y utilizable para
el usuario, en la parte final de los cables cuanticos (normalmente) se coloca una
compuerta especial que se encarga de realizar la medicién del qubit en cuestion,
es decir, que realiza mediciones uno a uno.

—— =

10) = [~

10)

D
Ay

Figura 1.9: Modelo de circuito cuantico.
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Observando la Figura 1.9 se muestra como son las consideraciones generales
para este modelo de computacién cuéntica. Inicialmente, se contemplan los qubits
(lado izquierdo) inicializados (en la base computacional estandar) a |0), después
cada qubit es transportado por su respectivo cable cuéntico a lo largo de una
serie de compuertas (leidas de izquierda a derecha) y finalmente, para extraer
la informacién observable del qubit se usa la compuerta de mediciéon (extrema
derecha), que si no se especifica, siempre se considerara que la medicion se realiza
en la base computacional estandar.



CAPITULO 2

Algoritmo de Aproximacién de
Optimizaciéon Cuantico

Los algoritmos cuanticos aplicados a problemas de “Inteligencia Artificial”,
“Optimizacion” o “Big Data” han tomado bastante interés en afios recientes. Ac-
tualmente, el hardware cuantico disponible se considera de capacidad baja o in-
termedia, donde la mayoria de los dispositivos presentan fallas (debido al ruido,
falta de control del sistema, etc.) y debido a estas fallas los algoritmos cuénticos
se consideran solo en su parte tedrica y no en su aplicacion. [5] [2]

El caso del Quantum Approximation Optimization Algorithm (QAOA)
presentado por Farhi, E., et al. (2014) [21], da una idea diferente, debido a que es-
te algoritmo (en su forma convencional) es considerado como un hibrido “clasico-
cuantico” que contiene etapas que se llevan a cabo desde el punto de vista de
un algoritmo cuantico y otras etapas que son efectuadas desde el punto de vista
clasico, pero esto no es lo dnico interesante de este algoritmo, y es que QAOA
también es un algoritmo de “baja profundidad”, es decir, que el algoritmo no
necesita de una gran cantidad de qubits (solo los necesarios para representar
el problema) y/o compuertas cuanticas para ser operado (esto conlleva que sea
también de bajo tiempo de operacion, lo que favorece su baja profundidad), estas
caracteristicas en conjunto permiten que QAOA sea un algoritmo con una buena
resistencia a fallas y con un bajo nivel de decoherencia. [1] [9]

La Figura 2.1 muestra la idea del funcionamiento del algoritmo QAOA a
través de cuatro etapas, la primera etapa se refiere al Estado inicial en el cual se
establece el niimero de qubits que representan al sistema donde todos estan en el
estado |0) (normalmente), después se tiene la etapa de Aplicacion de compuertas
Hadamard que modifica el estado original de los qubits dejandolos en un estado
|+) que tiene una probabilidad igual de estar en el estado |0) o [1). Posterior-
mente, se pasan a las dos etapas que se asocian al funcionamiento de QAOA,
la primera es la Aplicacion de Operador de Fase que se encarga de generar la
traduccién del problema en una secuencia de compuertas cuanticas que formarén
parte del circuito cuéntico, estas compuertas generar una pequena modificacién a
la probabilidad igualitaria de estados hecha por las compuertas Hadamard, pero

39
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Figura 2.1: Representacion ilustrativa del funcionamiento de QAOA.

més importante ain, el operador de fase genera las conexiones que existen entre
las particulas (o nodos) del problema planteado, ademas, agregan las restricciones
del problema (por ejemplo: para Modelo de Spin (Ising Spin Model) se tiene el
campo magnético externo); la tltima etapa corresponde la Aplicacion del Opera-
dor Mezclador, esta etapa genera en conjunto con el operador de fase los procesos
de interferencia constructiva o destructiva, esto hace que exista (posterior al
proceso de medicion) una mayor probabilidad de medir ciertos estados sobre otros
y se busca que al aplicar una combinaciéon de hiperparametros (parametros que
se usan para modificar a los operadores de fase y mezclador) correcta el estado
(o los estados) 6ptimo (6ptimos) tengan una mayor probabilidad de aparicion.

QAOA se ha propuesto con mayor entusiasmo para problemas de optimizacion
combinatoria, dichos problemas se presentan en distintas areas que van desde la
verificacién de hardware hasta inteligencia artificial, algunos problemas comunes
de optimizacion combinatoria son: el problema de la mochila (Knapsack problem),
agente viajero, rutas de vehiculos, etc. Estos problemas pueden ser clasificados
en alguna de las siguientes categorias: Max-Sat, Max-Cut y Max-Clique. Estas
categorias se generalizan con la siguiente representacion: [1] [9]

Sea:

= Existen n variables de decisi6n binaria z;.

» m funciones binarias (llamadas clausulas) de las variables contenidas en

Co(2).

= Y z €{0,1}Vie{1,2,..,n}.
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mazx : Z Co(2) (2.1)
a=1

El reto de estos problemas es encontrar una asignacién para z y que esta
asignacién maximice el niimero de clausulas satisfechas. Estos problemas son de
suma importancia para el computo cientifico, en especifico, el problema Max-Sat
se considera un problema NP-Duro (generalmente) que realmente es una variante
(visto como problema de optimizacion) del problema de satisfacibilidad que es
un problema NP-Completo.

Esta breve mencién sobre los tipos de problemas de optimizacién combinatoria
se da debido a que QAOA presenta su fuerte (hasta donde se conoce) en este
tipo de problemas, y de hecho, cualquier algoritmo cuéntico puede contar con
bastantes ventajas en problemas combinatorios debido al paralelismo cuantico
(algoritmo Deutsch-Jozsa, Transformada Cuantica de Fourier, etc.)

2.1. ;jPor qué el algoritmo QAOA?

QAOA se considera un algoritmo aplicable en un futuro cercano debido a sus
muchas virtudes ya mencionadas, donde dichos factores generan que QAOA pueda
ser usado en pequenias computadoras cuanticas disponibles actualmente (como
IBM Q, Google Quantum Computer, etc.), la aplicabilidad de QAOA permite
que sea un algoritmo bastante popular y que se estudie de manera importante
para resolver distintos problemas utiles, ya sea para observar la mejoria (o no) de
este método sobre los métodos clésicos o para descubrir problemas en los que solo
se puedan utilizar algoritmos cuénticos similares a QAOA para obtener soluciones
Optimas. [35]

QAOA al ser un algoritmo de baja profundidad permite utilizar los recursos
limitados que se tienen actualmente respecto a las computadoras cuéanticas, y
poder generar un resultado para un problema a escala (reducido) de un proble-
ma real, esto conlleva también que QAOA no necesite un tiempo prolongado de
coherencia durante su aplicacién, donde la coherencia se relaciona con la capa-
cidad de mantener el estado cuantico del sistema sin que este se vea afectado
por factores externos, y finalmente, existen resultados experimentales y teéricos
que demuestran que QAOA (debido a su funcionamiento) es bastante resistente
a errores por decoherencia y ruido dentro del sistema. [1] [9] [27]

Otro punto importante por el cual experimentar con QAOA, como una herra-
mienta para resolver problemas de optimizacion, es su uso reducido de qubits, ya
que en principio QAOA solo necesita un niamero de qubits equivalente al necesario
para representar la informaciéon del problema.
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2.2. Representacion de una funcién de costo C(z) para
ser usada en QAOA

Uno de los principales retos para la implementacién de algoritmos cuanticos
a problemas reales (cuando no se usan para problemas de mecanica cuéntica o
similares) es traducir la informacion del problema en algo que pueda ser ope-
rado por la computadora cuantica, usualmente esta traduccién se da como una
representacion de la informaciéon del problema en un operador cuéntico valido y
posteriormente a un circuito cuéntico, este operador cuantico debe contar con las
caracteristicas vistas en secciones anteriores. Una vez que la informacion del pro-
blema se convierte en un operador cuéntico, este problema puede ser explorado
usando distintos algoritmos cuanticos dependiendo de su naturaleza.

Usando el algoritmo QAOA se pueden resolver problemas que contengan un
conjunto de variables que generen un gran espacio de combinaciones (problemas
combinatorios), dentro del conjunto de combinaciones debe existir la combinacion
que de lugar al estado 6ptimo del sistema, y esta combinacién en particular es la
que optimiza algin criterio propuesto. Este criterio de optimizacién se relaciona
con la Funcion de Costo denotada por C(z), donde z contiene todo el conjunto
de variables hasta n del problema de optimizacién combinatorio.

z={z1,22,...,2n};2; {—1,+1} (2.2)

Entonces teniendo la Ecuaciéon 2.2 el problema es como traducir C(z) en
un problema cuantico vélido, esta “traducciéon” del problema consiste en crear un
operador C' que mapea la funciéon de costo a un valor cuantico representativo.
Este operador C' se entiende como una matriz diagonal de C(z), donde para
el caso de QAOA la diagonal principal de la matriz contienen los valores de
evaluacion combinatoria para C(z), es decir, los resultados de la aplicacion de las
combinaciones en la funcion del problema. [34] [35]

C(z) = Clz) = C|z129...2n) = C(2) |2122...21) (2.3)

La representacion de la variable z; puede ser expresada en computo cuéntico
usando el operador de Pauli Z, este operador cumple con la propiedad de que los
valores de z deben ser binarios de la forma {+1, —1}, la forma del operador Z y
el operador identidad I es de la siguiente manera:

Z - ((1) _01) - (é (1’) (2.4)

Con esta representacién de Z en mente, ahora podemos incorporarla a la
funcién de costo para obtener la nueva representacién usando el operador Z, el
operador identidad I y el producto tensorial de ellos.
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C(Z):Z1®ZQ®...®Zn®I (2.5)

Dependiendo del problema, la secuencia y como el producto tensorial de Z y
I son aplicados sera diferente.

C(Z):[é _01]1@)[(1) _01L®... (2.6)

oy O e[ 1) 2.7

Esta cadena de productos tensoriales entre los operadores Z e I resulta en la
matriz diagonal de C(z) de sus valores esperados.

(2.8)
0 0 0 C,

La Ecuacién 2.8 muestra la representacion matricial que permite identificar
donde aparecen los valores C(z), donde cada valor ¢ en C'(Z;) corresponde a un
valor de salida para la funcion de costo clasica. Una vez que la funcién de costo
estd representada como una matriz diagonal se procede a volverla una matriz
unitaria (que se veréd en la siguiente seccion), ya que esto garantizara que esta

sea un operador cuantico valido para poder ser optimizado mediante QAOA. 2]
3]

Teniendo lo anterior en cuenta, ahora se puede pasar a la aplicaciéon de QAOA
y explicar como se generan los operadores de fase y mezclador para cada tipo
de problema, con esto se busca que se pueda tener una nocién general de su
aplicaciéon y entender mejor estos operadores, su alcance y la teorfa de aplicaciéon
detras del funcionamiento de QAOA.



CAPITULO 3

Desarrollo

En este capitulo se estableceré la metodologia de implementacion del algorit-
mo QAOA, en la primera parte se explicard como se traducen de los problemas
de optimizacién combinatorios elegidos para este trabajo con una funcién de cos-
to C(z) a un operador cuantico, después se explicara de manera breve como los
operadores de fase y mezclador operan (dando por sentada la revision de la parte
introductoria donde se explico su funcionamiento méas a detalle) y también se
hablara de la profundidad planteada para estas implementaciones en especifico.
Posteriormente, se expresa como influye la variacion de los pardmetros v y 3 (de
los operadores de QAOA) y se hablara de los tres métodos que se implementaran,
simularan y analizaran en el resto del trabajo.

3.1. Implementaciéon de algoritmo QAOA

El primer paso a considerar para la implementacion de QAOA es establecer
el tipo de problema que se desea tratar, como se coment6 anteriormente QAOA
puede ser utilizado en problemas de optimizacién combinatoria, por ello para
este trabajo se abordan dos problemas que se consideran dentro del area de
los problemas combinatorios. El primer problema lleva por nombre Ising Spin
Model o Ising Energy Model, que en su traduccién al espaiiol se traduce como
Modelo de Ising (para efectos précticos se llamaré a este problema como ISM
por sus siglas en inglés), este problema consiste (de manera general) en establecer
la combinacién correcta de los spins o espines de las particulas del sistema de tal
forma que esta combinacion de lugar al estado (o estados segin sea el caso) de
minima energia del sistema. El segundo problema lleva por nombre Max-Cut,
que traducido al espanol se tiene el nombre de Corte-Maximo (de igual forma
que antes, se llamard Max-Cut a los problemas de este estilo), este problema
busca crear dos subconjuntos (a partir de un grafo que es el conjunto origen)
donde estos subconjuntos tengan el mayor ntimero de conexiones entre ellos, es
decir, encontrar la combinacién correcta para separar los nodos de un grafo en
dos conjuntos cuyas conexiones entre conjuntos sean maximas. [27] - [32]

44
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3.1.1. Descripcién para problema ISM

Empezando con la descripciéon del primer problema, se puede observar el
siguiente diagrama.

h

Campo de fuerza

/ externoﬁindividual) \

\ /
/
Interaccion

Figura 3.1: Representacion del problema ISM.

Desglosando lo que se muestra en la Figura 3.1 tenemos tres particulas re-
presentadas por los circulos color azul claro, estas particulas internamente se les
asocia con la letra Z, esta letra tiene indices asociados j,¢ que sirven para identi-
ficar el nimero de particula que se representa en el arreglo del sistema, ademas,
estas particulas internamente pueden estar en un estado |0) (flecha interna hacia
arriba) o |1) (flecha interna hacia abajo) este estado interno nos permite repre-
sentar los “valores” validos descritos en la Ecuacién 2.2 que se describen como
{+1, —1}. Otro elemento que se observa de esta imagen son las flechas color verde
o azul que se encuentran por detras de las particulas, estas flechas se entienden
como el campo de magnético (o fuerza) externo (individual) que tienen el simbolo
h, estos campos de fuerza externos pueden estar orientados en dos sentidos (al
igual que los spines de las particulas) por ello pueden ser de color verde o azul
para diferenciar el sentido que estos tienen, usualmente este “sentido” se asocia
al signo del campo externo. El ultimo elemento de la figura Figura 3.1 es la “in-
teraccion”, esta interaccién se presenta como la comunicacion o dependencia de
la conexién entre particulas vecinas, en otras palabras, que el Hamiltoniano que
representa este problema también depende de la interaccién entre las particulas
vecinas.

La representacion de la Funcion de Costo (como funcién de costo magnética
de interaccion y campo magnético externo) para el problema de ISM se muestra
en la siguiente ecuacién.
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C(Z)== Y ZiZj=) hZ (3.1)

<i,j> 7

El tipo de problemas que describe la Figura 3.1 y la Ecuacién 3.1 se pre-
sentan con bastante frecuencia en la naturaleza (principalmente en el estudio de
configuraciones de particulas), estos sistemas buscan encontrar una configuracion
de particulas que permita alcanzar el estado de minima energia del sistema, este
estado se puede alcanzar cuando las particulas se encuentran en la combinacién
adecuada de spines {+1,—1} (que corresponden a tener los estados |0) o |1)).
Esta descripcion se puede entender como un hibrido entre la funcién de costo
tradicional y una referencia (usando los operadores Z) a las matrices de Pauli
tipo o, (pero estas atn no son implementadas como tal), esta descripcion conside-
ra la interaccion entre particulas (primer termino de la ecuacion — 3, ;- Z;Z;)
y el aporte del campo magnético externo por particula (segundo término de la
ecuacion — Y . h;Z;). Ademas, esta ecuacion es el primer paso para traducir esta
descripcién al operador de fase de QAOA. El trabajo de QAOA es predecir esta
configuracion de minima energia del sistema. [30]

Seguido de la Ecuacién 3.1 se deriva la siguiente representacion, esta forma
de la funcién C(Z) se relaciona con la etapa del operador de fase dentro de

QAOA.

C(U,) = e 2cij> ZiZ giv 3o hiZi (3.2)

CU) = ] "%% [[ "% (3.3)

<1,7> 7

Ahora con la Ecuacién 3.3 vemos como se transforma la funcion de costo
C(Z) (de la Ecuacion 3.1) en un operador de fase valido para ser utilizado
dentro de QAOA.

aam:ILﬁ& (3.4)

En la Ecuacién 3.4 tenemos establecida la segunda etapa del QAOA que
corresponde al operador mezclador. Este operador, a diferencia del operador de
fase, busca crear la interferencia constructiva y destructiva, ya que el problema
inicialmente cuando pasa por el operador fase se puede considerar solo como
la traduccién de la funcién de costo al operador fase, mientras que el operador
mezclador permite que ciertos estados prevalezcan sobre otros, es decir, aumentar
o disminuir las probabilidades de ocurrencia de algtin estado (u estados). [28]
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3.1.2. Descripcion del problema Max-Cut

El problema de Max-Cut se puede definir como un problema de particién
combinatorio, la idea del problema es generar dos conjuntos (o subconjuntos
dependiendo de como se aborde el problema) de nodos que contengan a los ele-
mentos de un grafo, estos conjuntos deben buscan cumplir la condicién de que
las conexiones entre nodos de diferentes conjuntos sean maximas. [27] [29] [31]
32]

Tomando como ejemplo un grafo de cuatro elementos, donde sus elementos
estan conectados de la siguiente forma (ninguna conexion tiene un peso asociado).

conexion

conexion

Figura 3.2: Problema Max-Cut para un grafo de 4 nodos con dos conexiones
entre conjuntos.

En la Figura 3.2 se tiene la representacion del grafo ejemplo para entender
Max-Cut, en la figura se aprecian dos grupos de nodos dados por el color verde
para el grupo A y el color rojo para el grupo B, en este ejemplo se contempla
que solo el nodo superior izquierdo {A;} pertenece al grupo A y los demés nodos
{B1, Bs, B3} pertenecen a B, esto genera que solo existan dos conexiones entre
los elementos de A a los elementos de B (estas conexiones estan escritas en la
figura).

Continuando con el ejemplo, ahora tenemos la Figura 3.3 que muestra otra
configuracion posible para separar el grafo en los conjuntos A y B, el conjunto A
ahora contiene los elementos {A;, A2} y B contiene {Bj, B2}, sin embargo vemos
que al igual que en caso anterior las conexiones que existen entre el conjunto A
y B siguen siendo solo dos.

Finalmente en la Figura 3.4 se aprecia una de las combinaciones correctas
que nos garantizan el maximo de conexiones posibles entre los conjuntos A y B,
igual que en la figura anterior cada conjunto tiene dos elementos, sin embargo,
estos elementos se encuentran “intercalados” dentro de la distribucién del gra-
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o] =
conexion
conexion
R S
W

Figura 3.3: Problema Max-Cut para un grafo de 4 nodos con dos conexiones.

conexion

conexion

¢ -
conexion
conexion

R =

Figura 3.4: Problema Max-Cut para un grafo de 4 nodos con cuatro conexiones.

fo, en otras palabras, no se tienen nodos vecinos en un mismo conjunto, esto
permite que en el ejemplo presentado se tenga el mayor nimero de conexiones
posibles. La representacion de como se observan estas conexiones dentro de un
algoritmo pueden variar, pero debido a que se usard QAOA para poder realizar
la basqueda del estado 6ptimo de un problema similar, el estado que se asocia
a esta configuracion puede ser descrito como [|¢)) = |0101) donde los elementos
en 1 corresponden a un conjunto y los elementos en 0 corresponden a otro, y
como se mencion6 anteriormente, existe otra configuraciéon posible que garantiza
el méximo de conexiones y es el inverso dado por |1/;> = NOT |0101) = |1010).

De igual forma que el problema de ISM, el problema de Max-Cut utiliza
QAOA vy su evolucion dada por el operador U(v, ), y de igual forma QAOA
busca los pardametros 6ptimos para este operador denotados como (Yopt, Bopt)-
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[¥(v, ) = (Z U(ﬁi)U(%)) |¢bo) (3.5)
=0

La Ecuacién 3.5 nos da otra forma de representar la aplicaciéon de los opera-
dores de fase U(7y;) y mezcladores U(f;) a nuestro estado inicial |1g). El operador
de fase o también conocido como Hamiltoniano Problema Hp se utiliza para
poder realizar la traduccion del problema Max-Cut (igual que para ISM).

U(Hp) = e P = [[ e %% (3.6)
<i,j>

En la Ecuacién 3.6 se muestra la descripcion del Hamiltoniano como el ope-
rador de fase (o Hamiltoniano Problema), esta descripcion es bastante similar a la
vista en la Ecuacién 3.1, pero con la diferencia de que no existe un elemento que
aporte un campo externo al sistema, para este tipo de problema Max-Cut donde
no se consideran los pesos de las conexiones entre los nodos, el Hamiltoniano solo
describe la interaccion (conexioén) entre los nodos vecinos.

U(Hp) = e PHB = JJe (3.7)

Y al igual que en el caso del problema anterior, Max-Cut también necesita de
un operador mezclador Hp dado por la Ecuacién 3.7 el cual funciona de manera
idéntica al aplicado para el problema ISM, dado que este operador aplica una
matriz X (operador NOT cuantico) para generar los procesos de interferencia
constructiva o destructiva de los estados generados por el operador de fase. [28]

3.2. Instancias de los problemas para usar QAOA

Como una etapa previa a la descripcion de los métodos de optimizacion que
se probaran junto con QAOA es necesario especificar las caracteristicas de los
problemas a tratar.

Los problemas que se abordaran se mencionaron en la seccién anterior, estos
problemas son llamados ISM (o Modelo de Ising) y Max-Cut. Iniciando con
el problema de ISM, se abordaran los problemas con 3, 4 y 5 particulas con las
configuraciones (en términos de grafos) lineal, ciclico y completo. Estos problemas
tendran un campo magnético externo asociado a cada particula con un valor
elegido (incluido su signo, que representa la orientacion del campo) de forma
arbitraria.
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3.2.1. Configuracién lineal para ISM

Los problemas de tipo lineal se definen como una configuracién de particulas
en la que existen conexiones de particulas uno a uno, donde la primera y ultima
particula no tienen conexién més que con su vecino interno (para el caso de la
primera particula) y su vecino previo (para el caso de la ultima particula).

Figura 3.5: Problema ISM para un arreglo lineal de 3 particulas.

Observando la Figura 3.5 se muestra la representacion de la primera configu-
racién lineal para el caso de 3 particulas, en esta figura se muestran las conexiones
(interacciones) que existen entre las particulas P1 a P2 y P2 a P3, los campos
magnéticos externos por particula h se muestran con las flechas en color rojo o
color verde, el color depende de la orientaciéon que siente cada particula, para el
caso de P1 su campo es de hy = 0.7, para P2 su campo es de hg = 1.2 y para
P3 su campo es hy = —1.6.

Dada la simplicidad del problema se puede establecer una tabla de estados en
donde se colocan todos los posibles resultados segiin las combinaciones presentes
en el spin de las particulas (recordando que solo pueden orientarse hacia |0) o |1)),
la energfa del estado se puede calcular usando la Ecuacién 3.1 que béasicamente
establece la suma de las interacciones entre vecinos que serd +1 si particulas
vecinas tienen diferente spin, por ejemplo: si el estado de P1 es |0), el estado de
P2 es |0) y el estado de P3 tiene estado |1) que se resume como |0); ® |0), =
|00),5; ¥ serd —1 si las particulas vecinas tienen mismo spin, que se resume como
|0),®[1)5 = |01),5. Esto solo afecta a particulas que tengan una conexién directa
y sean vecinas (existe interacciéon), y para el caso del campo magnético externo
este se divide en dos casos, para el caso cuando la particula esta en |0) si el campo
es positivo (flecha color rojo) la particula aporta (—1) x (h;) * (Z;) y si el campo
es negativo (flecha color verde) la particula aporta (—1) x (—h;) * (Z;), para el
caso de la particula en estado |1) si el campo es positivo (flecha roja) la particula
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P1 | P2 | P3 | Costo
0 0 0 -2.3
0 0 1 -3.5
0 1 0 4.1

0 1 1 -1.1

1 0 0 1.1

1 0 1 -0.1

1 1 0 3.5

1 1 1 -1.7

Tabla 3.1: Combinaciones para problema ISM lineal para 3 particulas.

aporta (—1) x (—h;) x (Z;) y si el campo es negativo aporta (—1) * (h;) * (Z;).

Como se muestra en la Tabla 3.1 el estado que tiene la minima energia
es |001) con un costo lineal de —3.5 (en negrillas), este estado también es el
considerado 6ptimo para minimizar la funcién de costo original del sistema.

Fl siguiente paso es establecer cuél seria la ecuaciéon que describe el problema
mostrado (operador de fase), esta ecuacion se deriva del uso de la Ecuacion 3.3
tomando en cuenta de los valores asignados para h; asi como las interacciones
entre particulas.

U(C,~) = (ei’yZ1Z2 emZQZg) (emhlzl ivhaZs e’i’yh3Z3> (3.8)

De igual forma usando la Ecuaciéon 3.4 podemos obtener la ecuacién que
representaré al operador mezclador para el problema de 3 particulas.

U(C, B) = e#X110X2i8Xs (3.9)

Y con el operador mezclador desarrollado en la ecuacién anterior, se pue-
de continuar con los pasos de diseno del circuito cuantico y posteriormente las
simulaciones locales y cuanticas para extraer y analizar los resultados obtenidos.

3.2.2. Configuracion ciclica para ISM

Los problemas de tipo ciclico son bastante similares a los lineales con la
diferencia que la tultima conexiéon se da entre la ultima particula y la primera, y
con esto se logra “cerrar” el ciclo. De igual forma que en el caso lineal, se comienza
con la descripcién del problema con 4 particulas.

El problema se muestra en la Figura 3.6, en la imagen se puede apreciar la
configuracién con 4 particulas llamadas P1, P2, P3y P4, las cuales se encuentran
conectadas a través de un ciclo donde P1 se conecta con P2, después P2 se
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5

‘
,B '

Figura 3.6: Problema ISM para un arreglo ciclico de 4 particulas.

conecta con P3, P3 se une a P4 y finalmente P4 se conecta con P1 para cerrar el
ciclo. Los campos magnéticos externos asociados a cada particula tienen valores
asignados que van para P1 un campo es de 1.5, para P2 su campo es de —1.8,
para P3 su campo es de 2.6 y para P4 su campo es de —3.0.

Usando la Tabla 3.2 se observan las combinaciones y costos (de energia)
de cada configuraciéon posible, donde el estado de minima energia esta dado por
|1101) con valor de —5.9.

También usando la Ecuaciéon 3.3 podemos describir la seccidén que corres-
ponde al operador de fase del circuito cuantico del problema.

U(C, 7) _ (ez’yZlZz ez’YZzZ3 ez’YZgZ4ez'yZ1Z4) (ewfuZl ewthz ez'ythg eryh4Z4> (3_10)

La Ecuacion 3.10 es muy similar a la obtenida en la Ecuaciéon 3.8, donde
ambas ecuaciones solo difieren por la interaccion de la particula extra P4 y la
conexién entre las particulas P1 a P4 que estd presente solo para el problema
ciclico. Para la seccién que describe el operador mezclador, tenemos la siguiente
forma:

U(C, B) = eX118X2i8Xs5i8Xs (3.11)

La Ecuacién 3.9 y la Ecuacién 3.11 son bastante similares con la excepcién
del ingreso de la particula P4, esto debido a que los procesos de interferencia se
dan de forma similar entre el problema lineal y el ciclico.
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P1 | P2 | P3| P4 | Costo
0 0 0 0 -3.3
0 0 0 1 -5.3
0 0 1 0 5.9
0 0 1 1 -0.1
0 1 0 0 -2.9
0 1 0 1 -4.9
0 1 1 0 2.3
0 1 1 1 -3.7
1 0 0 0 3.7
1 0 0 1 -2.3
1 0 1 0 12.9
1 0 1 1 2.9
1 1 0 0 0.1
1 1 0 1 -5.9
1 1 1 0 5.3
1 1 1 1 -4.7

Tabla 3.2: Combinaciones para problema ISM ciclico para 4 particulas.

3.2.3. Configuraciéon completa para ISM

La instancia del problema de configuraciéon completa se refiere al término
dentro de teoria de grafos donde todos los nodos (en este caso particulas) se
encuentran conectadas unas con otras, es decir, que en el problema de ISM todas
las particulas tienen interaccién unas con otras.

El problema para configuraciéon completa se aprecia en la Figura 3.7, esta
configuraciéon presenta 5 particulas que son P1, P2, P3, P4 y P5, ademés cada
particula esta conectada con las otras cuatro, tomando como ejemplo la particula
P2 que tiene conexiones hacia P1, P3, P4 y P5. Al igual que en los problemas
anteriores, cada particula cuenta con su campo magnético externo asociado, para
el caso de P1 su campo es 0.7, para P2 es de —0.8, P3 tiene 4.4, P4 tiene —1.3
y P5 tiene un campo de —2.1.

La tabla de posibles estados (dadas las combinaciones posibles) del sistema
se muestra a continuacion.

En la Tabla 3.3 se muestran las combinaciones posibles para los estados
del sistema, en este problema el estado de minima energia es |00000) con costo
de —10.9, este estado en particular es bastante interesante debido a que es el
que “maximiza”’ (o minimiza) la ganancia (o pérdida) de energia con base en las
interacciones o conexiones de las particulas.

Aligual que en los casos anteriores se puede establecer la ecuacion que describe
al operador de fase (o el Hamiltoniano del problema) de la siguiente forma.
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-10.9
-7.1

-9.5

-0.7

5.9
9.7

7.3

3.1

-4.5

-4.7

-3.1

-7.3

8.3
4.1

5.7
-2.5

-1.5
-1.7

-0.1

-4.3

11.3

7.1

8.7
0.5
0.9

-3.3

-1.7
-9.9

9.7

1.5
3.1

-9.1

0

P2 | P3| P4 | P5 | Costo

P1

Tabla 3.3: Combinaciones para problema ISM completo para 5 particulas.
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Figura 3.7: Problema ISM para un arreglo completo de 5 particulas.

U(C, ,.Y) — (ei'yZlZg ei'yZlZg ei’yZ124e’i’yZ1Z5 e’i’yZngei’yZQZ4ei’yZQZ5 .

. ei’yZ3Z4 ei’yZ3Z5 ei’yZ4Z5)(ei’yh1 A ei’ythz ei’yh3Z3 ei’yh4Z4 e’i’yhs,Zs) (312)

Y para el operador mezclador se tiene la siguiente ecuacién para describirlo.

Uuc,p) = ¢BX1618X2 18X 1 X4 18 X5 (3.13)

Como se puede observar en los distintos operadores que describen a cada pro-
blema de ISM vemos que realmente las ecuaciones son bastante similares, donde
la diferencia entre una instancia de problema y otra es el nimero de interac-
ciones (conexiones entre nodos) y el niimero de particulas, esto resulta bastante
interesante porque plantea un esquema que permite abordar problemas de esta
naturaleza (que estan presentes en muchos sistemas fisicos) con bastante facili-
dad, solo variando los pardmetros y el ntiimero de particulas de cada problema.

3.2.4. Configuracién lineal para Max-Cut

El problema de Max-Cut (como se explicé anteriormente) consiste en generar
dos sub-grupos a partir de un grafo principal, y estos sub-grupos buscan maxi-
mizar el nimero de conexiones entre ellos. El tipo de problemas Max-Cut que se
analizaran en este documento son los mas simples, donde se tendré un grafo que
tendra un cierto nimero de nodos y dicho grafo tendra también conexiones entre
nodos con configuraciéon lineal, ciclica o completa, estas conexiones no tendrin
peso asociado, y solo importard si existe o no una conexién entre los nodos.

Pasando a las instancias de problema para Max-Cut se inicia con la configu-
racion lineal para el caso de 3 nodos.
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Figura 3.8: Problema Max-Cut para un arreglo lineal de 3 nodos.

P1 | P2 | P3 | Conexiones
0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 2
0 1 1 1
1 0 0 1
1 0 1 2
1 1 0 1
1 1 1 0

Tabla 3.4: Combinaciones para problema Max-Cut lineal de 3 nodos.

Observando la Figura 3.8 se tiene el grafo para el problema lineal de 3 nodos,
este problema es bastante sencillo en términos de Max-Cut, donde existen solo
conexiones entre Pl a P2y de P2 a P3.

Los resultados presentados en la Tabla 3.4 se interpretan de la siguiente
manera, cada nodo puede tener uno de dos estados posibles denotados como
|0) o |1), el conjunto de nodos que se encuentran en el estado |0) se consideran
parte de un sub-grupo (se podria interpretar como el subconjunto A mostrado
anteriormente) del grafo del problema, y el conjunto de nodos que estéan en el
estado |1) se encuentran en el otro sub-grupo (llamese subconjunto B mostrado
anteriormente). Si los nodos vecinos se encuentran en subconjuntos opuestos esto
aportard una conexién al total de conexiones, en caso contrario no se aporta
conexion al total. Si tomamos como ejemplo las configuraciones 6ptimas para el
problema Max-Cut lineal de 3 nodos presentes en la tabla anterior, para el primer
caso (renglon cuatro de la tabla) se tiene un valor total de 2 conexiones que tiene
asociado un estado [¢); = |010), esto nos dice (debido a la instancia del problema)
que los nodos P1y P3 pertenecen al subconjunto A con estados |0) y que el nodo
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P2 pertenece al subconjunto B con estados |1), esto se traduce en que P1y P2 son
vecinos y se encuentran en distintos subconjuntos esto aporta una unidad al valor
total de conexiones, y dado que también P2 y P3 son vecinos y se encuentran en
subconjuntos distintos esto aporta otra unidad al total, dando como resultado el
valor de 2. La otra configuracion que nos da el resultado maximo de conexiones es
el inverso (o el negado) de |010) que se puede escribir como [¢), = NOT |010) =
|101) que tiene un resultado igual a 2 en total de conexiones, en otras palabras, que
el segundo estado 6ptimo corresponde al cambio de “pertenencia” de subconjunto
entre P1 y P3 (como segundo subconjunto) y P2 (como primer subconjunto).

Siguiendo la secuencia de los problemas para ISM, se tiene la descripcion del
operador fase (el Hamiltoniano del problema) en la siguiente ecuacion.

U(Hp) = U(C,7) = e 1720 %27% (3.14)

La Ecuacién 3.14 es bastante similar a las ecuaciones planteadas para los
problemas de ISM, sin embargo, para Max-Cut no existe aporte externo (campo
magnético externo) en el Hamiltoniano y este solo es influenciado por las cone-
xiones entre los nodos. Otra diferencia que se observa es el signo de la unidad
imaginaria, en este caso se maneja como —i pero esto solo afecta a la fase global
del sistema, y no al problema como tal, este signo se considera por convencion al
tratar este tipo de problemas con QAOA.

U(HB) — U(C’ ﬁ) — ¢ BX1 X2 ,—iBX3 (3.15)

El operador mezclador U(Hpg) = U(C, ) se describe en la Ecuacién 3.15,
y de igual forma que en el caso del operador de fase, es muy similar al de los
problemas de ISM que solo tienen un signo de fase diferente presente en la unidad
imaginaria —%.

3.2.5. Configuracién ciclica para Max-Cut

De manera similar a lo planteado en el problema de ISM con configuracién
ciclica, en el problema para Max-Cut también se establecen 4 nodos que corres-
ponden a P1, P2, P3 y PA4.

Como se aprecia en la Figura 3.9 la configuraciéon del problema ciclico es
muy similar al tipo de problemas de ISM, con la diferencia de que en este caso
no existe el campo magnético externo, esto se podria relacionar con que solo las
“conexiones” tienen aporte al Hamiltoniano del sistema.

En la Tabla 3.5 se muestran las posibles combinaciones para los subconjuntos
del grafo para el problema de 4 nodos en configuraciéon ciclica, en este caso los
estados que presentan el resultado 6ptimo son |[0101) y su inverso |1010) con un
total de conexiones de 4, el primer estado establece el primer subconjunto para
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Figura 3.9: Problema Max-Cut para un arreglo ciclico de 4 nodos.

P1y P3, y para el segundo subconjunto se tiene a P2 y P4 (y de forma inversa
para el estado [1010)).

Después de obtener los resultados posibles mostrados en la tabla anterior se
puede transitar a establecer los modelos de los Hamiltonianos de problema y
mezclador (operador de fase y operador mezclador).

U(Hp) =U(C,v) = e~ %122 ,—ivZaZy ,—ivZ3 24 172124 (3.16)

El operador de fase para este problema se muestra en la Ecuaciéon 3.16, este
operador solo nos describe las conexiones existentes entre los diferentes nodos del
grafo. Este operador muestra el camino que se tiene entre los nodos del grafo, es
decir, como estos estan conectados de tal manera que generan un ciclo usando 4
nodos.

U(Hp) =U(C, B) = e FX17i8X2=i8Xs o i Xa (3.17)

La Ecuaciéon 3.17 define al operador mezclador de este problema, la tnica
diferencia que se tiene con el problema lineal es que en este problema se estable-
cieron 4 nodos en el grafo.

3.2.6. Configuracion completa para Max-Cut

Para la instancia de problema con configuraciéon completa de Max-Cut se
tiene un grafo de 5 nodos conectados de manera “completa’; esto significa que
cada nodo tiene una conexién directa con cualquier otro nodo del grafo.
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P1 | P2 | P3 | P4 | Conexiones
0 0 0 0 0
0 0 0 1 2
0 0 1 0 2
0 0 1 1 2
0 1 0 0 2
0 1 0 1 4
0 1 1 0 2
0 1 1 1 2
1 0 0 0 2
1 0 0 1 2
1 0 1 0 4
1 0 1 1 2
1 1 0 0 2
1 1 0 1 2
1 1 1 0 2
1 1 1 1 0

Tabla 3.5: Combinaciones para problema Max-Cut ciclico de 4 nodos.

Para esta instancia se tiene un grafo de 5 nodos que se muestra en la Figura
3.10, esta configuracion establece una conexiéon directa entre cada uno de los
nodos P1, P2, P3, P4y P5 del grafo.

Los datos generados para el caso completo de Max-Cut se pueden observar en
la Tabla 3.6, los resultados obtenidos son bastante interesantes, ya que en este
caso se tienen miltiples configuraciones que representan la configuracién 6ptima
del problema, el niimero de conexiones esperado para tener como 6ptimo es de
6, este resultado previo serd importante para analizar en las simulaciones que
se llevaran a cabo posteriormente en este texto y con ello observar tal vez otros
comportamientos interesantes de este problema.

La forma del operador de fase para esta instancia se muestra en la siguiente
ecuacion.

U(Hp) — U(C, ,7) — e—WZlZ2e—i’YZ1Z3e—ivle4e—i7Z1Z5 L.

L efi'ngZg efi'ngZ4efi'yZ2Z5efi'yZ3Z467i'yZ325 efi'yZ4Z5 (318)
De igual forma como en casos anteriores la Ecuacién 3.18 es muy similar

a los problemas planteados en ISM, donde la dnica diferencia tangible es que la
ecuacion de arriba solo contempla las uniones entre nodos del grafo completo.

U(Hg) = U(C, ) = e #BX1718X2=i8Xs =i Xs ,—iBXs (3.19)
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P2 | P3| P4 | P5 | Conexiones

P1

Tabla 3.6: Combinaciones para problema Max-Cut completo de 5 nodos.



3. DESARROLLO 61

Figura 3.10: Problema Max-Cut para un arreglo completo de 5 nodos.

Y por ultimo, en la Ecuacién 3.19 se tiene la forma del operador mezclador
del problema con configuracién completa a 5 nodos.

3.3. Descripcion del método de optimizacion

QAOA permite obtener el estado éptimo para un problema dado, siempre y
cuando los parametros v y B usados séanlos “ideales”, estos parametros pueden
tratarse de miltiples s y multiples fs, si este es el caso, se tienen que encon-
trar multiples parametros ideales, sin embargo, para las instancias de problema
descritas anteriormente solo existe un pardmetro § y un parametro «. La etapa
que se encarga de encontrar estos valores ideales para los parametros es la etapa
de optimizacién que se realiza por un algoritmo clasico dentro de QAOA, es por
ello que a continuacién se hablaran de los métodos que se buscan incorporar a
QAOA con la finalidad de conocer las ventajas y desventajas (y con ello lograr
una comparativa entre ellos) que estos presentan en problemas de tipo ISM y
Max-Cut.

3.3.1. Meétodo usando bisqueda exhaustiva

El primer método de optimizacion es llamado Basqueda Exhaustiva (BE),
este método es tal vez el més simple y conocido para resolver una gran cantidad
de problemas, este método también es conocido como Btisqueda de Fuerza
Bruta ya que la forma en como funciona es enumerando y probando cada una
de las posibilidades de solucién para un problema, funcién o condicién a cumplir.
[22]

Este método es considerado por la mayoria de los textos y autores como una
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forma de busqueda poco efectiva, ya que el algoritmo explora sobre todo el espacio
de bisqueda la solucién de un problema. El costo de usar este algoritmo para
optimizar un problema puede ser muy elevado, pero también conlleva que este
algoritmo pueda garantizar obtener el 6ptimo global del espacio de busqueda,
teniendo en cuenta que existe una limitante en precisién de la respuesta que se
puede obtener, la busqueda exhaustiva estara atada a la precisiéon que se desee
para la respuesta. [22] [23]

Debido a que la limitante de obtener la solucién 6ptima solo se encuentra en la
precision que se desea para la respuesta, la estrategia de BE es usada ampliamente
como una primera aproximacién al uso del algoritmo QAOA, para este trabajo si
bien aplicar BE no representa una invocacion, si presenta un estandar para probar
otros métodos con respecto a la solucién obtenida con el algoritmo biisqueda
exhaustiva porque este método nos dara la solucion (o soluciones) éptima con un
rango de error (debido a la precision disponible) y podré ser comparada con los
siguientes métodos de optimizacién para observar mejoras o carencias de otras
técnicas. [33] [34]

Para la aplicacion de BE en QAOA para las instancias de problema planteadas
en este trabajo se considera de la siguiente manera:

Figura 3.11: Parametros v y 8 para QAOA.

Lo que se muestra en la Figura 3.11 es como se realiza el proceso de prueba de
valores para los parametros -y (operador de fase) y 8 (operador mezclador) usando
BE, lo que se trata de representar en la figura es como existen dos parametros
independientes que “rotan”, es decir, cambian de valores de forma independiente
uno del otro. Los valores que pueden tomar ambos pardmetros se encuentran
contenidos entre [0, 27], este rango de valores si bien se considera en teoria como
continuo, pero al implementarlo en un programa y en un circuito cuéntico es
necesario limitar el namero de partes que se pueden adquirir de esta gama de
valores, esto se debe principalmente a que en el circuito cuéntico cada compuerta
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debe ser generada para cumplir las necesidades de los valores elegidos para v o
. Cuando el valor de 3 es elegido para un cierta iteracion de BE se debe probar
cada uno de los valores posibles para -, este proceso se repite hasta que se prueba
cada una de las combinaciones posibles, durante el proceso se van evaluando los
resultados obtenidos con cada una de las combinaciones de pardmetros y se va
almacenando el mejor pardmetro v y el mejor parametro 5 que al final de la
aplicaciéon de BE seran los pardametros que prevaleceran como respuesta final.

3.3.2. Meétodo usando Busqueda Local Iterativa

El siguiente método de optimizaciéon para obtener los parametros de v y 8
de QAOA es llamado Basqueda Local Iterativa (BLI), este método es consi-
derablemente més técnico y complejo que el caso de BE. El algoritmo BLI surge
de la evolucién del “Algoritmo de Ascenso en la Montana Estocastico con Inicios
Aleatorios” (AMEIA), la mejora se da con respecto a los inicios aleatorios, don-
de para el caso de AMEIA el inicio aleatorio puede darse en todo el espacio de
busqueda y en el caso de BLI existe un hiperpardmetro que permite realizar un
salto aleatorio con relacion al mejor punto (o estado) alcanzado hasta el momen-
to, en otras palabras, realiza una variacion del altimo mejor punto (generar una
area local) pero no es tan drastica como un inicio aleatorio en todo el espacio de
busqueda. [24]

BLI (2)

) /
< \Espacio de bisqueda =~

Figura 3.12: Representacion ilustrativa para Biisqueda Local Iterativa.

En la Figura 3.12 se busca ejemplificar el funcionamiento de BLI. Como
primer paso el algoritmo genera un punto de inicio aleatorio en el espacio de
busqueda llamese “BLI (1)”, este punto sera el inicio de la busqueda local, poste-
riormente se procede a implementar el AME (algoritmo de Ascenso en la Montana
Estocéastico) que nos generara la busqueda aleatoria en torno al punto elegido,
después de encontrar nuestra mejor solucion (actual) se genera un salto usando
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el hiperparametro de BLI y pasamos a “BLI (2)” que consiste en tomar como
referencia la mejor solucién actual y agregarle un factor de salto para transitar
a otra zona relativamente cercana, este proceso se repite buscando cada vez una
mejor solucién a la anterior; si la solucién nueva no es mejor a la anterior esta
se descarta y el salto de BLI se realiza tomando en cuenta la mejor solucién
guardada.

Dependiendo del tipo de problema, BLI permite lograr encontrar el éptimo
global del sistema teniendo en cuenta que se debe de proporcionar un ntmero
adecuando de iteraciones de buisqueda, esta soluciéon 6ptima también dependera
del tipo de problema, ya que BLI al ser una heuristica, no puede garantizar un
funcionamiento perfecto para cada escenario.



CAPITULO 4

Resultados y Analisis

En este capitulo se expondran, analizaran y explicaran los resultados obteni-
dos para las distintas instancias de los problemas ISM y Max-Cut.

Los resultados obtenidos se separan en dos categorias, la primera categoria
consiste en simulaciones de tipo local, simulaciones hechas en una computado-
ra personal de baja capacidad, estos resultados normalmente se muestran como
aproximaciones a los obtenidos en la realidad debido a la simulacidn de compor-
tamientos cudnticos para asemejar al circuito cuéntico que se esté simulando.

Por otro lado, la segunda categoria de simulaciones son realizadas de manera
real, estos programas son enviados y ejecutados en la nube usando los servicios
de IBM Quantum Computing los cuales brindan distintos tipos de computadoras
cuénticas para ejecutar los circuitos cuénticos, estas computadoras pueden variar
en calidad, capacidad y tecnologia. Por el momento las simulaciones reales solo se
pueden llevar a cabo en computadoras de maximo 5 qubits (donde actualmente
IBM cuanta con computadoras de hasta 65 qubits), lo interesante de las simula-
ciones en hardware cuantico es observar que fenémenos se pueden extraer debido
al estado actual de las computadoras cuanticas, y analizar si existen diferencias
sustanciales entre las simulaciones locales y las reales. Estas simulaciones pueden
también poseer un nimero elevado de errores dependiendo de la calibracién y
calidad del equipo cuantico que se esté usando para simular.

4.1. Simulaciones locales

El primer bloque de simulaciones se realizé usando una computadora personal
de baja capacidad, debido a la baja complejidad de los problemas abordados la
necesidad de un equipo mas robusto no fue necesaria. Las caracteristicas basicas
del equipo son las siguientes:

» Sistema operativo (SO): Ubuntu 20.04.2 LTS.

= Tipo de SO: 64-Bits.

65



4. RESULTADOS Y ANALISIS 66

= Procesador: AMD A8-7410.

= Tarjeta grafica: Radeon R5 Graphics.

= Memoria RAM: 4 GB.

Todos los programas fueron implementados usando Python 3, ya que los pa-
quetes de Qiskit (paqueteria para circuitos cuanticos de IBM) se encuentran
disponibles solo para este lenguaje. Las caracteristicas de la versiéon de Python
usada, asi como del paquete Qiskit se muestran a continuacion.

» Lenguaje de programacion: Python 3.8.10

= Version de Qiskit: Qiskit 0.16.1

Especificaciones para simulaciones locales

Con estos aspectos mencionados ahora pasamos a hablar de las especificacio-
nes que se aplicaran a las simulaciones locales. La lista de estas caracteristicas se
encuentran a continuacion.

Tipo de simulador: “gasm _simulator”

Niamero de experimentos: 1000

Resultado final: Mejor resultado guardado.

Tipo de visualizacién: Histograma del mejor resultado guardado.

El primer elemento de la lista corresponde al tipo de simulador llamado
gasm_simulator que es posiblemente una de las caracteristicas mas impor-
tantes, este tipo de simulador se encarga de ejecutar de manera “fisica” (para el
caso local, simula el comportamiento de las compuertas y qubits del circuito) el
circuito cudntico programado, es decir, que se generan todos los elementos que
corresponden a los qubits, compuertas cuanticas y mediciones del circuito, esto
se realiza tomando en cuenta el niimero de experimentos, esto hace que todo
el experimento (todo el circuito cuantico) sea corrido 1000 veces y en cada si-
mulacién se generen datos a partir de las mediciones realizadas, estos datos son
plasmados en el registro de bits (clasicos) del circuito y posterior a ello se realiza
la estadistica en relacién con el ntimero de experimentos realizados del circuito
cuantico.

Es importante mencionar que existen otro tipo de simuladores disponibles en
Qiskit, algunos de ellos incluyen: simulador de funciéon de onda, simulador de
aproximaciones, y uno que se usara mas adelante llamado proveedor cuantico,
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este dltimo es el que se encarga del envio del programa al servicio de nube y que
posteriormente sea implementado en la computadora cuéntica elegida.

Algo mas a tomar en cuenta para el método de Busqueda Exhaustiva y Bis-
queda Local Iterativa (o Iterada) es que la precision dependera del namero de
“pasos” (partes en las que se pueda dividir) que puedan tomarse dentro del ran-
go [0,27] que son los valores permitidos para 7 y /3. Las primeras simulaciones
se realizardn con numeros distintos de divisiones con la finalidad de observar
comportamientos no visibles con una sola simulacién, ademés, dependiendo del
tipo de problema se podra proponer una modificacion al algoritmo QAOA para
observar su comportamiento.

Los valores que se obtendrén de los resultados serén:

Costo total de apariciones (CTA).

Estado obtenido (con mayor probabilidad).

Ntamero de apariciones (NA).

Valores ¢ptimos de v y 8.

El costo total de apariciones utiliza el costo de la evaluacion (CE), que nos
da el costo cléasico de alguna combinacién dada por el estado de los qubits, y esto
se multiplica con el nimero de apariciones (NA) de la siguiente manera:

CTA=CEx NA (4.1)

El nimero de apariciones corresponde al niimero de ocurrencias de un estado
en especifico dado un experimento, esto se realiza por cada combinacién de valo-
res para 7 y 8. Debido a su naturaleza cuantica existe la posibilidad de que otros
estados sean observados en las mediciones de cada experimento. QAOA busca
generar la combinacién de pardmetros que permita tener con una mayor proba-
bilidad de aparicién al estado 6ptimo del sistema, visto de otra forma, elegir los
parametros que aumenten el ntiimero de apariciones del estado 6ptimo. El valor
de CTA junto con la busqueda del estado 6ptimo (dependiendo del problema)
seran los factores que determinen la eleccion de una combinacion sobre otra (para
el primer método de evaluacion).

El siguiente método para evaluar una cierta combinaciéon de parametros de
los operadores de fase y mezclador es Valor de Energia Esperado (VEE), esta
forma de evaluacién es el estdndar cuando se habla de QAOA.

L Ai 42
Ve NE (4.2)
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Como puede verse, la Ecuaciéon 4.2 es muy similar al valor C'T' A, sin em-
bargo, aqui aparece también el ntimero de experimentos (NE), ademas, este valor
se calcula para cada uno de los estados del sistema, los cuales se van sumando
y el resultado final (en caso de que los parametros de los operadores sean los
correctos) nos dara el resultado 6ptimo (o un resultado muy cercano a este), este
resultado denotado como V EF se tiene en la Ecuaciéon 4.3.

VEE =) Ve, (4.3)
=1

Este método es mas tutil en problemas reales debido a que no es necesario
conocer el estado 6ptimo previamente a diferencia del método de evaluaciéon an-
terior, la evaluacion por busqueda directa del estado 6ptimo y CTA solo seréd
usado para el primer bloque de problemas de ISM usando BE, esto se realizara
para identificar ventajas y desventajas de ambos métodos, pero sin perder de
vista que son problemas bastante simples en los que se conocen muchas caracte-
risticas verificables para comprobar el funcionamiento correcto de QAOA con los
métodos de optimizacion.

4.1.1. Algoritmo QAOA usando Buisqueda Exhaustiva

El primer método de optimizacion simulado fue el de Biisqueda Exhaustiva
(BE) para las dos clases de problemas que se abordaran: ISM y Max-Cut. El
método de optimizaciéon por BE se ocupara en las tres instancias de problemas
planteados (tanto para ISM como para Max-Cut) que son: configuracion lineal
de 3 particulas, configuracion ciclica para 4 particulas y configuraciéon completa
para 5 particulas.

Simulaciones usando BE para ISM

El ISM es uno de los problemas mas estudiados para implementar QAOA, y
esto se debe a que es un problema que relaciona un modelo cuéntico (aproximado
usando Modelo de Ising) con un algoritmo cuantico como lo es QAOA, ademas, es
bastante simple en su estructura porque solo existen dos elementos que aportan
al operador de fase (Hamiltoniano del problema), estos elementos son las inter-
acciones (o conexiones) entre particulas vecinas y el campo magnético externo
asociado de forma individual a cada una de estas particulas.

A continuacion se estudiaran los problemas de 3 particulas en configuracién
lineal, 4 particulas en configuracion ciclica, y 5 particulas en configuraciéon com-
pleta. Estos problemas se simularan probando diferentes aspectos iniciando con
el nimero de divisiones, que interviene directamente con la precision de los ele-
mentos que pueden ser alcanzados en la gama de valores permitidos para los
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parametros v y 8 que van de 0 a 2w, después se modifica el modelo base de
QAOA aumentado a dos pardmetros 8 para el caso de 4 y 5 particulas; y final-
mente para el problema de 5 particulas se agregara también un nuevo pardmetro
~ teniendo en total cuatro pardmetros llamese 71, v2, 81 y B2, esta es una técnica
que se aplica para problemas con un mayor grado de complejidad, por ello es
que en las primeras instancias no es necesario explorar esta vertiente para ser
analizada.

También se analizara el efecto que tiene el tipo de método de evaluacioén, el
primer método sera la bisqueda directa del estado 6ptimo y el valor de CTA, y
el segundo método sera implementar el Valor de Energia Esperado (VEE). Estas
pruebas solo se haran para esta primera etapa de las simulaciones y resultados,
para los siguientes problemas como Max-Cut usando Bisqueda Exhaustiva, ISM
usando Biisqueda Local Iterativa, etcétera; solo se hara uso del método por VEE,
ya que es mas practico en aplicaciones reales.

Simulacién usando BE para configuracién lineal de 3 particulas

Este problema se plantedé como una configuracion lineal de 3 particulas, es-
tas particulas estan etiquetadas como P1, P2 y P3 siendo P2 la particula del
centro que tiene conexiones con P1 y una conexién con P3. Ademés, los campos
magnéticos individuales asociados para cada particula son h; = 0.7 (para P1),
he =1.2 (P2) y hs = —1.6 (P3).

1 @) (3)
0), - #] H R.(h17)
i D i Rz(hQV)

fany
W

10)o—H # H-— R-(27) |4
| R.(27) | R-(hs) |-

En la Figura 4.1 se observa el circuito cuantico que corresponde a la des-
cripcion de QAOA para el problema, la primera etapa (1) (las etapas se leen de
punto de inicio a la derecha) es la inicializacion de los estados a una superposi-
cion de los tres qubits (que representan a cada particula del sistema), la segunda
etapa (2) muestra la primera parte del operador de fase que identifica las cone-
xiones que existen entre las particulas, la tercera etapa (3) es la segunda parte
del operador de fase donde se adjuntan los campos de magnéticos externos por
particula, después se tiene la cuarta etapa (4) que es el operador mezclador (ge-
nera las rotaciones simples dado el pardametro £3), y finalmente en la quinta etapa
(5) se tienen los operadores de medicion, estos operadores estan conectados a los
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Figura 4.1: Circuito cuantico para el problema ISM de 3 particulas en configura-
cioén lineal.

Estado obtenido |001)
Niimero de apariciones 771
CTA -2698.5
Valor de vy 1.508802 w
Valor de 3 1.508802

Tabla 4.1: Resultados de problema ISM con configuracion lineal de 3 particulas
con 25 divisiones.

registros clasicos que en este caso son de 3 bits (uno para cada qubit).

El orden de los estados generados de los qubits sera de izquierda a derecha,
siendo que el elemento més a la izquierda corresponderda a P1 y él mas a la
derecha sera P3, por lo tanto, el elemento interno sera P2.

En la Tabla 4.1 se muestran los resultados obtenidos para el problema de 3
particulas en configuracion lineal, estos resultados corresponden a 25 divisiones
del rango de valores [0, 27]. Como se tenia planteado desde la tabla de resultados
del Capitulo 3 el estado de minima energia corresponde al estado |001), sin
embargo, debido a que es un tipo de simulaciéon local se esperaba que el ntmero
de apariciones fuese més alto, casi llegando a las 1000 apariciones, esto refleja
que Qiskit tiene ya incorporados métodos para tratar de simular la aleatoriedad
de las mediciones a un estado cuantico, las cuales debido a distintos factores
no seran completamente correctas en muchos casos. En cuanto al costo total
por apariciones o CTA es bastante normal dado el costo del estado 6ptimo y el
numero de veces que este ocurrid, este resultado nos sirve también de manera
interna para buscar el estado de minima energfa tomando en cuenta el costo
del estado que aparezca y el ntmero de apariciones, esto hace que los estados
que aporten menor CTA sean almacenados como mejores candidatos para estado
optimo. Finalmente, es también interesante ver que los pardmetros v y (8 tiene
el mismo valor de 1.5088027 (radianes), ya que la mayoria de las ocasiones este
tipo de parametros tienden a ser diferentes entre ellos.
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0.771
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Figura 4.2: Histograma de mejor combinacién de parametros v = 1.5088027 y
£ = 1.5088027 del problema de 3 particulas en configuracion lineal.

Estado obtenido |001)
VEE -2.8496
Valor de vy 1.507964
Valor de g 1.507964

Tabla 4.2: Resultados de problema ISM con configuracién lineal de 3 particulas
con 25 divisiones usando VEE.

El namero de apariciones por estado (del estado que presento el menor valor
de CTA, la mejor combinacion de parametros) se grafican en el histograma de
la Figura 4.2, esto concuerda con lo mencionado anteriormente donde a pesar
de ser un simulador local que solo aproxima el comportamiento cuéntico real, no
se puede garantizar que la mejor combinacion de parametros sea efectiva para
generar el estado de minima energia en cada experimento, esto solo se podria si
existiera una forma de generar una precision infinitesimal para los parametros
vy B, ademas, posiblemente incluso teniendo una precisiéon muy alta, debido al
tipo de problema, podria ser necesario aumentar la profundidad de QAOA para
mejorar la respuesta generada con relacion al NA.

Implementando el método de Valor de Energia Esperado se obtuvieron
los resultados que se observan en la Tabla 4.2, estos datos son muy similares a
los obtenidos usando el método de evaluacién con CTA.

Vemos que al igual que la tabla anterior, la Figura 4.3 muestra practicamente
los mismos resultados que en el método de evaluacién anterior.

Continuando con las simulaciones locales de este problema, ahora se plantea
el uso de 50 fracciones para el rango de valores de v y .

Con la informacién obtenida de la Tabla 4.3 vemos que el aumentar el nimero
de divisiones ayudo a tener una mejor precision en los pardmetros, y con esto tener
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Figura 4.3: Histograma de mejor combinacién de parametros v = 1.5079647 y
B = 1.5079647 del problema de 3 particulas en configuracién lineal usando VEE.

Estado obtenido |001)
Niamero de apariciones 785
CTA -2747.5
Valor de vy 1.382300 ©
Valor de g 1.759291 w

Tabla 4.3: Resultados de problema ISM con configuracién lineal de 3 particulas
con 50 divisiones.

una mejor probabilidad de medir el estado 6ptimo usando QAOA, con un ntimero
de apariciones de 785 que es mayor al logrado por las 25 divisiones anteriores,
y ahora también se observa que los valores de v y B son distintos entre si, =y
teniendo un valor de 1.382300 y 8 un valor de 1.759291.

La representacién de la mejor combinacién de pardmetros se muestra en la
Figura 4.4, donde se ve el aumento del namero de apariciones para el estado
optimo [001) y como los otros estados no deseados también disminuyeron en
probabilidad de aparicién.

De igual forma que en la simulacién para 25 divisiones, se volvié a aplicar el
método de evaluacion con el VEE para el caso de 50 divisiones.

Estado optimo |001)
VEE -2.8165
Valor de vy 1.507964
Valor de 1.507964 7

Tabla 4.4: Resultados de problema ISM con configuraciéon lineal de 3 particulas
con 50 divisiones usando VEE.
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Figura 4.4: Histograma de mejor combinacién de parametros v = 1.3823007 y
B = 1.7592917 del problema de 3 particulas en configuraciéon lineal.

Algo bastante interesante se tiene en los resultados de la Tabla 4.4, y es que
a diferencia del método de CTA con biisqueda de estado 6ptimo, aqui la precision
del estado se mantuvo, e incluso los valores de v y 8 permanecieron idénticos,
caso contrario al método de evaluaciéon anterior donde se presenté una diferencia
entre dichos parametros.
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Figura 4.5: Histograma de mejor combinacién de pardmetros v = 1.5079647 y
£ = 1.5079647 del problema de 3 particulas en configuracion lineal usando VEE.

Los resultados para el caso de 100 divisiones se pueden consultar en el Apén-
dice, presentes en la Tabla C.1 y en la Figura C.1.
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Simulaciéon usando BE para configuracion ciclica de 4 particulas

Para el problema de ISM de configuracién ciclica de 4 particulas primero se
describe el circuito cuantico programado, este circuito incluye cuatro qubits que
representan a cada particula, ademas, a diferencia del circuito anterior en este
caso existe una conexién entre la primera y tltima particula, se debe mencionar
que esta tltima interaccién entre P; y P, puede expresarse de dos formas, usando
la primera particula como el “controlador” y la tiltima como “objetivo” o de forma
inversa, esto ocurre, ya que el proceso de entrelazamiento que se genera entre
ambas puede verse en cualquier sentido. Las etapas que se explicaron para el
circuito cuantico anterior funcionan también para este circuito, considerando solo
los cambios mencionados.

Las simulaciones generadas usando 25 divisiones para el rango de pardmetros
de los operadores de fase y mezclador.
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——{ R.(27) }—e—;—{ R.(h4) |H R.(8)

Figura 4.6: Circuito cuantico para el problema ISM de 4 particulas en configura-
cion ciclica.

Analizando los datos obtenidos en la Tabla 4.5 se tiene que el estado obtenido
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Estado obtenido [1101)
Nuamero de apariciones 262
CTA -1545.8
Valor de vy 1.256637 7
Valor de 3 0.753982 7

Tabla 4.5: Resultados de problema ISM con configuracion ciclica de 4 particulas
con 25 divisiones.

coincide con la combinacién predicha que proporciona el estado de minima energia
siendo [1101), sin embargo, aqui se tiene también que el namero de apariciones
(la probabilidad de observar el resultado midiendo QAOA) es bastante baja con
262 apariciones, esto representa solo % del total de experimentos generados.
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Figura 4.7: Histograma de mejor combinacién de pardmetros v = 1.2566377 y
B = 0.7539827 del problema de 4 particulas en configuracién ciclica.

En la grafica que se muestra en la Figura 4.7 vemos con mas detalle como
afecta que el nimero de apariciones para el estado éptimo sea bajo, ya que esto
propicia que la probabilidad de medir estados no 6ptimos también aumente como
el caso del estado |1111), este fenémeno puede generarse debido a diferentes
factores, pero normalmente se relaciona con una mala eleccién de pardmetros de
los operadores de fase y mezclador de QAOA o un modelo incorrecto de QAOA
(falta de profundidad en los operadores).

Cambiando el método de evaluacion a usar VEE, los resultados que se obtu-
vieron fueron los siguientes.

Ahora, los datos de la Tabla 4.6 muestran resultados bastante interesantes,
el primero es que el estado con mayor probabilidad de aparicién es el estado
|0101) que no es el estado de minima energia del sistema, sin embargo se puede
decir que esté relativamente cerca de este, ya que su calculo a la funciéon de costo
es de —4.9.
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Estado obtenido |0101)

VEE -4.8044
Valor de vy 5.026548 T
Valor de 3 1.759291 =«

Tabla 4.6: Resultados de problema ISM con configuracion ciclica de 4 particulas
con 25 divisiones usando VEE.

0.818
0.8
0
g 0.6
=
=
o
o
2 0.4
(=
0.2
0.056 0.059
%223 0.003 - 0.002 9237 o004
0.001 X . 0.001 X
0.0 |
< ~ (=] ~ < ~ ~ f~} ~ ~
S & £ & &F &F & <2 2 ZF
S S S S [S) [S) ~ ~ ~ ~

Figura 4.8: Histograma de mejor combinacién de pardametros v = 5.0265487 y
£ = 1.7592917 del problema de 4 particulas en configuracion ciclica usando VEE.

El siguiente resultado interesante se aprecia en la Figura 4.8, y es que si bien
no se obtuvo el estado 6éptimo con los parametros elegidos, si gener6 que existiera
un estado predominante con poco mas del 80 % de apariciones con respecto a
los experimentos realizados, esto indica que posiblemente el problema se encuen-
tre en que no se tenga una combinaciéon adecuada de rotaciones (aplicacion de
operadores) que permita alcanzar el estado 6ptimo con mayor probabilidad, por
ello ahora se contintia a aumentar la precision (aumentar divisiones a 50) para
analizar si existe una mejora o no en el resultado.

Con los resultados de la Tabla 4.7 se puede inferir que atin aumentando el
namero de divisiones del rango [0, 27] de los parametros no mejord la respuesta,
existe un aumento en el nimero de apariciones de 294 o un 30 % (con respecto al

Estado obtenido 11101)
Numero de apariciones 294
CTA -1734.6
Valor de vy 1.256637 7
Valor de g 0.753982 7

Tabla 4.7: Resultados de problema ISM con configuracion ciclica de 4 particulas
con 50 divisiones.
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Estado obtenido |0101)

VEE -4.8082
Valor de vy 4.900884
Valor de 3 1.507964

Tabla 4.8: Resultados de problema ISM con configuracion ciclica de 4 particulas
con 50 divisiones usando VEE.

pasado de 262) y lo que conlleva un aumento en CTA, vemos que los valores de
vy B (con precision de seis decimales) se mantienen iguales, con esto podemos
esperar que ain aumentando las divisiones a 100 como en el problema anterior,
no existird una mejoria considerable en la respuesta.

032 0294

0.24

Probabilities

0.16

0.08

0,022 0021 0020
0006

0.00-
Iy
S

S

S

1010
1100

)

~
IS
P

012,
200,
20z,
20,
1111

S N O
S J 5
§ & ¢

00z,
00z,

S N
s §
S <

Figura 4.9: Histograma de mejor combinacién de pardametros v = 1.2566377 y
B = 0.7539827 (50 divisiones) del problema de 4 particulas en configuracion
ciclica.

Agregando lo que muestra la Figura 4.9 a los resultados de la tabla anterior,
vemos que existe una pequena mejora con respecto al resultado anterior de 25
divisiones, pero los valores de los operadores se mantienen practicamente iguales.

Como podemos ver en la Tabla 4.8 existe una minima mejora en el valor de
VEE atn relacionado al estado |0101) (estado no 6ptimo), y existe también una
pequena variacion en el valor de v y S comparado con el caso de 25 divisiones.

En la Figura 4.10 se puede observar que la probabilidad de medicién del
estado |0101) decrecio, y la probabilidad de aparicion del estado [0001) aumentd
a poco més de 20 %, este resultado es interesante porque el segundo mejor estado
optimo es el estado |0001) el cual no habia tenido una buena probabilidad en
la simulaciéon para 25 divisiones, pero ahora vemos que existe un aumento de su
aparicion sobre otros estados.

Vemos que independientemente del método de evaluacién implementado, exis-
te una probabilidad muy baja de aparicion del estado 6ptimo |1101), lo cual no
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Figura 4.10: Histograma de mejor combinacién de parametros v = 4.9008847 y
B = 1.5079647 del problema de 4 particulas en configuracién ciclica usando VEE.

es favorable para la correcta aplicacion del algoritmo QAOA, ya que al menos
(dependiendo de la aplicacion) se busca tener una probabilidad de mediciéon por
encima del 70 % en el entendido que puede aumentarse esta precisién de manera
“natural” (para el caso de Busqueda Exhaustiva) usando un mayor nimero de
divisiones si es que el algoritmo de QAOA esta planteado de manera correcta
para el problema en cuestion.

Estos resultados nos indican que tal vez el problema no pueda abordarse con
solo una pareja de parametros de v y 8. Para tratar estos inconvenientes al usar
QAOA existen dos estrategias que son:

» Aumentar la complejidad del operador mezclador (agregar un nuevo hiper-
parametro [3;).

= Agregar mas parejas de valores v; v ;.

El hecho de aumentar la complejidad (o el nimero) del operador mezclador se
hace pensando en expandir el espacio de busqueda del operador, ya que al tener
solo un tipo de 8 se puede decir que solo existe una variable de rotacion desde el
punto de vista de la esfera de Bloch, entonces el agregar més variables de § per-
mite al algoritmo explorar con mayor efectividad la superficie de la esfera, donde
se encuentran todos los estados posibles para un qubit en particular. Para poder
agregar este nuevo elemento de B2 es necesario utilizar entrelazamiento entre el
primer parametro (31, esto se realiza con miras a garantizar que pueda existir la
generacion de estados con maximo entrelazamiento, ya que sin agregar, por
ejemplo, compuertas tipo CNOT para lograr el entrelazamiento, podria darse el
caso de que no podamos alcanzar los estados con entrelazamiento maximo debido
a que las rotaciones que haria nuestro operador mezclador solo serian de forma
individual y no de manera entrelazada.
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Por otro lado, si el aumentar la complejidad del operador mezclador no es
suficiente, se puede optar por aumentar las etapas de ambos operadores (fase y
mezclador), esto se puede repetir las veces que sean necesarias a fin de poder
garantizar que la exploracion de estados cubra “completamente” el espacio de
busqueda. Este método es mas demandante que el anterior porque al aumentar
el nimero de parametros también se aumenta la complejidad del algoritmo de
optimizacion clasico necesario para encontrar los pardmetros 6ptimos.

Aumento de complejidad de operador mezclador usando dos parame-
tros f1y f2

Contemplando lo anterior, pasamos a el aumenté de complejidad del operador
mezclador, esto se realizé agregando otro hiperparametro s con la misma gama
de valores [0, 27|, este parametro se incluye al circuito usando entrelazamiento
con compuertas tipo CNOT. El circuito cuantico resultante se muestra en la
siguiente figura.
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Figura 4.11: Circuito cuantico para el problema ISM de 4 particulas en configu-
racién ciclica con dos parametros 51 y Sa.

En el circuito cuantico de la Figura 4.11 se agrega la extension del operador
mezclador con el parametro 2 (que corresponde a la etapa (4)), aqui podemos ver
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Estado obtenido |1101)
Niimero de apariciones 479
CTA -2826.1
Valor de vy 4.523893 7
Valor de 1 1.507964 ©
Valor de (35 0.0 7

Tabla 4.9: Resultados de problema ISM con configuracién ciclica de 4 particulas
con 25 divisiones y dos pardmetros 51 y [o.

como posterior al primer parametro 31 se ejecuta el entrelazamiento de los cuatro
qubits y se aplica el segundo parametro By terminando el operador mezclador y
pasando después a la etapa (5) con los operadores de medicion.

Ya que el aumentar una nueva variable para realizar la Biisqueda Exhaustiva
crea una mayor demanda de recursos de la computadora, el nimero de divisiones
se plante6 en 25 (para los tres hiperparametros 7, 81 y f2) esto con miras en
mantener un bajo aumento en la complejidad.

Con los datos que se observan en la Tabla 4.9 vemos que existe una me-
joria considerable respecto a los resultados anteriores, el nimero de aparicio-
nes ahora es de 479 con un valor de CTA —2826.1 y valores de los parametros
v = 4.523893m, 51 = 1.5079647 y P2 = 0.07. Estos resultados nos proporcionan
dos aspectos importantes para mencionar, el primero es que la estrategia de au-
mentar la complejidad del operador de fase incorporando un nuevo paridmetro
(B9 entrelazado funciona de manera adecuada para aumentar la probabilidad de
mediciéon del estado objetivo, el otro aspecto se relaciona con el primero y es
que debido a que el aumento del pardametro fue efectivo, esto nos indica que el
estado 6ptimo buscado no se encontraba en el rango de busqueda de una sola
variable, no se encontraba en ese “grado de libertad” de la esfera de Bloch, por
ello al agregar el nuevo parametro es posible alcanzar el estado 6ptimo de manera
natural y con esto se aumenta la probabilidad de apariciéon del mismo.

Incorporando la Figura 4.12 a los resultados de la tabla vemos que el aumen-
to de probabilidad de mediciéon es cercano al 50 % y vemos también un aumento
del estado |0000) (estado no 6ptimo), con esto podemos deducir que la estrategia
de agregar un pardmetro extra al operador mezclador aument6 la probabilidad
de aparicién del estado 6ptimo, pero atin no con una probabilidad aceptable.

Usando VEE como método de evaluacién, se obtuvieron resultados bastan-
te interesantes, la simulacion se realizd usando 25 divisiones para el rango de
parametros de v, 51y Bo.

Los resultados de la Tabla 4.10 nos muestran que por primera vez usando
VEE para el problema de 4 particulas ciclico se obtuvo el estado 6ptimo [1101)
con mayor probabilidad, y este resultado es mejor que el alcanzado con el método
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Figura 4.12: Histograma de mejor combinaciéon de parametros v = 3.839724m,
b1 = 4.8869217 y By = 3.1415927 (dos parametros mezcladores) del problema de
4 particulas en configuracion ciclica.

Estado obtenido |1101)

VEE -3.8814
Valor de vy 3.769911 w
Valor de S 4.775220 7
Valor de (35 3.518583

Tabla 4.10: Resultados de problema ISM con configuracion ciclica de 4 particulas
con 25 divisiones y dos pardmetros 51 y [2 usando VEE.

de evaluaciéon usando CTA. Ya que si bien el valor esperado no esta “tan” cerca
del costo del estado 6éptimo como en otros casos, se puede ver en la grafica si-
guiente como la probabilidad de medicion para [1101) es del 50 % practicamente,
y ademas, el siguiente estado mas probable es el estado [0001) que es el segundo
mejor estado del sistema.

En la Figura 4.13 vemos que la probabilidad de aparicion del estado 6ptimo
es similar a la obtenida en el otro método de evaluacion, sin embargo, el segun-
do mejor estado también esta presente con 16 %, con esto podemos tener una
probabilidad cercana al 70 % entre el estado 6ptimo y el segundo mejor estado.

En el Apéndice se puede encontrar los resultados para el método de evaluacion
usando CTA con 35 divisiones, el cual tuvo una pequefia mejora con un nimero
de apariciones de 536, sin embargo, atn no fue suficiente para considerarlo una
respuesta 6ptima. Los resultados se tienen en la Tabla C.2 y en la grafica de la
Figura C.2.
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Figura 4.13: Histograma de mejor combinaciéon de parametros v = 3.769911m,
B1 = 4.7752207 y [ = 3.5185837 (dos parametros mezcladores) del problema de
4 particulas en configuracién ciclica usando VEE.

Simulacién usando BE para configuraciéon completa de 5 particulas

La configuracién completa usando 5 particulas es la mas complicada en tér-
minos de interacciones entre particulas, ya que todas las particulas interactiian
entre si, lo cual genera un ntimero elevado de conexiones comparado con las confi-
guraciones pasadas. De forma similar al caso anterior se comprobaré si el modelo
simple (usando solo dos parametros) de QAOA sirve para poder llegar a una so-
lucién aceptable del problema en términos del niimero de apariciones del estado
o6ptimo, o si es necesario agregar uno o mas parametros al operador mezclador
para mejorar la respuesta del algoritmo.

n @

0 +{z}:
10, H |- Ra(29) <

A2

©— R:(27) l—@

El circuito cuantico de la Figura 4.14 muestra como se establece la configu-
racion completa del problema, donde en este caso el principal factor es que cada
particula tiene relacion con todas las otras. Todas las etapas son las mismas que
se vieron en los casos anteriores en la version més simple del algoritmo QAOA,
en este circuito solo existe un par de parametros llamados v y 5.
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Figura 4.14: Circuito cuantico para el problema ISM de 5 particulas en configu-
racién completa.

Iniciando con las simulaciones para el problema de 5 particulas se tienen los
siguientes resultados generados usando 25 divisiones.

Con los datos de la Tabla 4.11 vemos que a diferencia del caso anterior de 4
particulas, para este problema la probabilidad de aparicion es casi del 50 % atn
usando la version mas simple del algoritmo QAOA. El hecho de que el problema
sea en principio mas complejo que el anterior (relacionando el ntimero de par-
ticulas y conexiones con la complejidad del problema); no es del todo correcto
porque la complejidad del problema también se relaciona en gran medida con el
estado 6ptimo que es necesario alcanzar, el estado 6ptimo para este problema es
|00000) el cual no es un estado tan dificil de alcanzar con una correcta aplicacion

Estado obtenido |00000)
Ntumero de apariciones 419
CTA -4567.1
Valor de vy 5.026548 7
Valor de 4.775220 7

Tabla 4.11: Resultados de problema ISM con configuracién completa de 5 parti-
culas con 25 divisiones.
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Estado obtenido |00000)

VEE -7.9012
Valor de vy 5.026548 7
Valor de 4.775220 7

Tabla 4.12: Resultados de problema ISM con configuraciéon completa de 5 parti-
culas con 25 divisiones usando VEE.

de compuertas, sin embargo, ain es necesario mejorar la respuesta con miras de
obtener una mayor probabilidad de medicién del estado éptimo.
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Figura 4.15: Histograma de mejor combinacién de parametros v = 5.0265487 y
B = 4.7752207 del problema de 5 particulas en configuraciéon completa.

Viendo la Figura 4.15 vemos que para la mejor combinacién de parametros
vy B el estado 6ptimo es el que se presenta con mayor probabilidad, pero existen
también otros estados que aparecen con una probabilidad considerable que no
son cercanos al estado 6ptimo, y se consideran estados no deseables.

Repitiendo el experimento anterior, pero ahora usado VEE como método de
evaluacién, se obtuvieron los siguientes resultados.

Analizando los resultados de la Tabla 4.12 se puede observar que son muy
similares a los obtenidos usando otro método de evaluacién, la tnica diferencia
es que en este caso VEE nos indica que el costo de evaluacién del estado 6pti-
mo (considerando una ocurrencia del 100 %) atn no llega a ser —10.9 como se
esperaba de la Tabla 3.3.

En el caso de la Figura 4.16 vemos que los resultados son practicamente
idénticos al caso anterior, esto es de esperarse porque los valores de los parametros
son iguales para ambos métodos de evaluacion.

Los resultados obtenidos para los casos de 50 divisiones usando el método
de evaluacién con CTA, que se pueden encontrar en la Tabla C.3 y la Figura
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Figura 4.16: Histograma de mejor combinacién de parametros v = 5.0265487 y
B8 = 4.7752207 del problema de 5 particulas en configuraciéon completa usando
VEE.

Estado obtenido |00000)
Numero de apariciones 481
CTA -5242.9
Valor de vy 5.780530 7
Valor de 4 1.507964 w
Valor de 5 3.267256 7

Tabla 4.13: Resultados de problema ISM con configuracién completa de 5 parti-
culas con 25 divisiones (dos parametros f3).

C.3; y para el caso de Valor de Energia Esperado (VEE) se encuentran en la
Tabla C.4 y en la Figura C.4. Estos resultados no fueron tan relevantes para
discutirlos en esta seccién.

Ya que los resultados en principio son adecuados dada la simplicidad del
modelo usando en QAOA, pero que aun tienen una probabilidad baja para el
estado 6ptimo (comparado con los casos anteriores), surge la pregunta al igual
que en problema de 4 particulas, si existe alguna forma de mejorar la respuesta
(aumentar probabilidad de aparicion del estado 6ptimo) del algoritmo QAOA
haciendo algunas modificaciones para aumentar su efectividad de exploracién.

Aumento de complejidad de operador mezclador usando dos parame-
tros f1y B2

La primera modificacién del modelo de QAOA fue aumentar la complejidad
del operador mezclador usando dos pardmetros .

Los resultados de la Tabla 4.13 muestran que existe una pequeilia mejoria
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Estado 6ptimo |00000)
VEE -6.709200
Valor de 5.026548 T
Valor de 1 4.523893 7

Valor de (35 0.0

Tabla 4.14: Resultados de problema ISM con configuraciéon completa de 5 parti-
culas con 25 divisiones (dos pardmetros ) usando VEE.

con respecto al caso anterior de 25 divisiones, ya que el ntimero de apariciones
es casi del 50 %, asi mismo el valor de CTA mejor6 con respecto a la simulacion
con solo dos pardmetros del algoritmo QAOA.

0481

0.45

Probabilities
=3
w
=3

0173

0.15

0.00

Figura 4.17: Histograma de mejor combinaciéon de pardametros v = 5.780530m,
B1 = 1.5079647 y By = 3.2672567 del problema de 5 particulas en configuracién
completa.

En el histograma que se muestra en la Figura 4.17 se aprecia una mejoria,
ya que el estado 6ptimo se muestra con una mayor probabilidad que cualquier
otro estado, pero aun no se tiene una probabilidad cercana al 70 % que seria
considerado como aceptable.

Usando el método de evaluacién con VEE y aplicando el segundo parametro
de B2 con 25 divisiones se extrajeron los siguientes resultados presentes en la
Tabla 4.14, la tabla nos muestra que los resultados correspondientes al VEE
fueron peores a los obtenidos con el modelo simple de QAOA, esto es interesante,
ya que se esperaba que al aumentar a dos parametros en el operador mezclador
existiera una mejor posibilidad de alcanzar el estado éptimo, sin embargo, esto
puede indicar que el problema no pueda ser tratado solamente como un operador
mezclador complejo.

Agregando la informacion estadistica de la Figura 4.18 se tiene que defini-
tivamente no existe una mejora notable en cuanto a la probabilidad de medicién
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Figura 4.18: Histograma de mejor combinaciéon de parametros v = 5.026548,
B1 = 4.5238931 y B2 = 0.0m del problema de 5 particulas en configuracién
completa usando VEE.

del estado 6ptimo se refiere, esto es distinto a lo encontrado con el otro método
de evaluacion.

Aumento a dos parejas de parametros 7, y 72, con 31 y B2

Los resultados anteriores (usando el modelo simple y modificado de QAOA
con dos fs) sugieren que posiblemente se necesite aumentar la complejidad del
algoritmo QAQOA, esto se logra mediante dos estrategias, la primera es agregan-
do méas parametros al operador mezclador; que corresponde a la estrategia ya
simulada en estos resultados, y la segunda manera es aumentando la aplicacién
de operadores fase y mezcladores de manera consecutiva, como se muestra en la
siguiente ecuacion.

) = U(B, Bp)U(C, ) ... U(B, B2)U(C,7)U(B, 1)U (C,m) |s)  (4.4)

El segundo método no es tan recomendable como el primero ya que incrementa
el nimero de parametros en proporciéon 2p donde p es el “nivel” o profundidad del
algoritmo QAOA (cuantos pares de parametros v y ), y esto se resume en un
aumento en la cantidad de pardmetros a optimizar. Con lo anterior mencionado,
se puede experimentar con un incremento a 2 parametros v y 2 pardametros (8
para ambos métodos de evaluacion.

Usando el método de evaluacion con CTA se tienen los datos de la Tabla
4.15 que nos muestran como existe una pequeifia mejoria con respecto a los casos
pasados teniendo poco mas del 50 % de probabilidad de medicion.



4. RESULTADOS Y ANALISIS 88

Estado obtenido |00000)
Nuamero de apariciones 506
CTA -5515.4
Valor de 7, 5.780530 7
Valor de v, 2.010619 7
Valor de S 1.507964 w
Valor de (35 3.015928 7

Tabla 4.15: Resultados de problema ISM con configuraciéon completa de 5 parti-
culas con 25 divisiones con dos parametros v y dos parametros 5.
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Figura 4.19: Histograma de mejor combinaciéon de parametros v; = 5.780530m,
vo = 2.0106197, 51 = 1.5079647 y [o = 3.0159287 del problema de 5 particulas
en configuraciéon completa.

Y agregando la representacion visual de la Figura 4.19 vemos como la pro-
babilidad de aparicién del estado 6ptimo aumento en comparaciéon a las otras
simulaciones, ademés se tiene una disminucién de las probabilidades para los
estados no deseados.

Pasando al método de evaluacion por VEE se tienen los resultados de la Tabla
4.16 donde vemos que el estado con mayor probabilidad de aparicién es el estado
|00000) que es el estado 6ptimo del sistema, comparado con el modelo anterior
de QAOA con solo dos s, vemos que existe una mejoria bastante significativa
en el valor VEE.

El histograma de la Figura 4.20 muestra al estado éptimo con mayor proba-
bilidad de aparicion, sin embargo, atn existen estados no deseados como [00010)
y |00011) que no tienen un costo de evaluacion cercano al 6ptimo, esto podria
indicar que se necesite mejorar la precisién de la respuesta agregando més divi-
siones al rango de valores de los parametros, o inclusive que sea necesario agregar
un parametro extra para el operador mezclador y combinar ambas estrategias
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Estado obtenido |00000)
VEE -8.1286
Valor de 7, 0.0 7
Valor de v 5.026548 T
Valor de 1 1.005309 7
Valor de (35 4.775220 7

Tabla 4.16: Resultados de problema ISM con configuraciéon completa de 5 parti-
culas con 25 divisiones con dos parametros v y dos pardmetros 5 usando VEE.
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Figura 4.20: Histograma de mejor combinaciéon de parametros v; = 1.507964m,
vo = 3.0159287, 51 = 4.52389371 y B2 = 5.7805307 del problema de 5 particulas
en configuracion completa usando VEE.

en una; pero debido a la demanda que estos experimentos representan no se
abordaran en este trabajo.

Es interesante que para el caso del problema de ISM de configuraciéon com-
pleta, el estado con minima energia es una de las dos configuraciones posibles
que maximizan (o minimizan) la perdida (o ganancia) de energia debido a las
interacciones (conexiones) entre particulas, y esto lo podemos relacionar direc-
tamente con tipo de configuracion completa, es decir, un grafo completo; donde
las interacciones se presentan en mayor niimero que en los casos lineales y cicli-
cos, esto conlleva a que el estado tienda a generar una menor energia (que es el
objetivo) en configuraciones donde las conexiones entre particulas aporten una
mayor perdida.

Simulaciones usando BE para Max-Cut

La siguiente clase de problemas para simular son los de tipo Max-Cut, como
se menciono, este tipo de problemas buscan formar dos subconjuntos a partir de
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un grafo principal donde los subconjuntos tengan el méximo niimero de conexio-
nes entre ellos. Esta clase de problemas es similar a la anterior (en planteamiento)
con la diferencia que no existe un campo magnético externo y solo existe un aporte
de la conexién entre nodos que influye en el operador de fase.

Simulaciones usando BE para configuracién lineal de 3 nodos

Iniciando con las simulaciones de Max-Cut se tiene el problema de 3 nodos
en configuracién lineal, el diagrama de circuito cuéntico que representa este pro-
blema es muy similar al de ISM, pero tiene la diferencia de que no existen las
compuertas R, (h;7y).

0),- 11 - R.(27) [

fan)
A\
oy
n
[N}
D

Figura 4.21: Circuito cuéntico para el problema Max-Cut de 3 nodos en confi-
guracioén lineal.

Revisando el circuito de la Figura 4.21 vemos como solo se pueden identificar
cuatro etapas, que inician con la seccion de la etapa (1) (1éase de numero de etapa
hacia la derecha) que se tiene la aplicacion de las compuertas Hadamard H que
se encargan de generar la superposicion de los estados base para los qubits del
circuito; la etapa (2) es el operador de fase con el parametro -, el cual solo
contiene las conexiones entre nodos; la etapa (3) contiene al operador mezclador
con el parametro 3, y por ultimo se tiene la etapa (4) que corresponde a los
operadores de medicién, estos operadores al igual que en los circuitos anteriores,
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Estado obtenido [101)

VEE 1.658
Valor de vy 0.502654 7
Valor de 2.261946 7

Tabla 4.17: Resultados de problema Max-Cut con configuracion lineal de 3 nodos
con 25 divisiones.

conectan los observables (posterior a su medicion) del registro cuantico al registro
clasico para poder ser interpretados por la computadora.

Para la primera simulaciéon aplicando BE con 25 divisiones, los resultados
generados son los siguientes.

Los datos que contiene la Tabla 4.17 muestran que el valor esperado VEE =
1.658 se encuentra relativamente cerca del valor éptimo de 2, esto se puede re-
lacionar a que existen dos estados 6ptimos que son [010) y |101), y ademas los
estados no deseados tienen un valor cercano a estos lo que hace mas dificil generar
una “separacion” aceptable entre estos.
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Figura 4.22: Histograma de mejor combinacién de parametros v = 0.5026547 y
B = 2.2619467 del problema de 3 nodos en configuracion lineal.

La Figura 4.22 muestra los resultados para la mejor combinaciéon de para-
metros, aqui se puede ver que los estados 6ptimos |010) y [101) tienen casi el
70 % de probabilidad de aparicion de los 1000 experimentos realizados. También
se aprecia algo interesante con los estados no deseados, y es que los estados |000)
y |111) son los que tiene las probabilidades méas bajas de aparicion debido a que
su costo de evaluacion es el menor con 0 y el resto de los estados (exceptuando
los 6ptimos) tienen relativamente la misma probabilidad de medicion dado su
valor de costo que es de 1 (entiéndase que el “costo” hace referencia al namero de
conexiones entre los subconjuntos generados).

Después al aumentar el nimero de divisiones a 50 no se encontrd una mejoria
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significativa, por ello los resultados son ingresados al Apéndice 2. Estos resultados
se pueden comprobar en la Tabla C.5 y en la Figura C.5.

Es importante recordar que esta subseccion y las siguientes solo usaran el
método de evaluaciéon por VEE, esto se hard para mantener un tamano razonable
en la seccion de resultados y debido a que VEE es el método de evaluaciéon
estandar en QAOA (véase la introduccion a la seccion de Resultados).

Simulaciones usando BE para configuracion ciclica de 4 nodos

Pasando a la siguiente instancia, tenemos el problema de configuracion ciclica
de Max-Cut para 4 nodos, el circuito cuantico para este problema es el siguiente.

|O>3_E—@i O— R(2) |-
|0>4‘§‘|E§ D— R:(27) —O
) @
Gk
{EFH—]
é R.(p) i
-—@— R.(27)

Figura 4.23: Circuito cuéntico para el problema Max-Cut de 4 nodos en confi-
guracioén ciclica.

Las primeras simulaciones generadas para este problema son usando 25 di-
visiones para el rango de valores de los parametros de los operadores de fase y
mezclador, los resultados se muestran a continuacion.
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Estado obtenido |1010)

VEE 2.08800
Valor de vy 1.507964 =
Valor de 2.764601 w

Tabla 4.18: Resultados de problema Max-Cut con configuracion ciclica de 4 nodos
con 25 divisiones.

Los datos de la Tabla 4.18 muestran que el VEE esta muy alejado del valor
6ptimo que es 4, esto a pesar de que el estado con mayor ntimero de apariciones
fue uno de los dos estados 6ptimos, estos resultados pueden analizarse de mejor
forma con el histograma siguiente.
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Figura 4.24: Histograma de mejor combinacién de pardmetros v = 1.507964n y
B = 2.7646017 del problema de 4 particulas en configuracién ciclica.

Observando la Figura 4.24 vemos que todos los estados tienen casi la misma
probabilidad de medicién, esto indica que nuestro modelo no es adecuado para
atacar el problema planteado, ademas al no tener un estado predominante (un es-
tado con mayor probabilidad de aparicion sobre el resto de estados) puede indicar
que el problema esté en el operador mezclador y aunque busquemos aumentar el
numero de divisiones podriamos no tener un mejor resultado. Ahora se procede
a aumentar a dos pardmetros el operador mezclador de forma similar al caso de
ISM de 4 particulas.

Aumento de complejidad de operador mezclador usando dos parame-
tros b1y B2

Al igual que en el experimento de ISM si la respuesta del modelo simple (solo
un par de parametros) no es adecuada, el primer paso es optar por aumentar
la complejidad del operador mezclador, esto se hace debido a que el problema
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Estado obtenido |1010)

VEE 2.618
Valor de vy 5.780530 7
Valor de 1 4.775220 7
Valor de s 1.507964

Tabla 4.19: Resultados de problema Max-Cut con configuracion ciclica de 4 nodos
con 25 divisiones y dos pardmetros 51 y [o.

puede recaer en que el estado 6ptimo del sistema no se pueda alcanzar realizando
rotaciones en un solo eje, entonces debido a que el operador de fase “prepara” los
qubits en lo que se refiere al Hamiltoniano del problema, y el operador encargado
de establecer un estado de forma predominante es el operador mezclador, por ello
aumentar las variables en las que se puede rotar el estado de QAOA mejora la
respuesta final del algoritmo.

Al aumentar tan solo una variable cuando se habla de BE es sinénimo de
incrementar el tiempo de ejecuciéon y la cantidad de recursos que se necesitan
para optimizar dichas variables, por ello las simulaciones realizadas siempre son
con una cantidad reducida de divisiones para mantener este aumento dentro de
los margenes computables del dispositivo.

El diagrama de circuito es muy similar a los anteriores con la diferencia del
aumento del pardmetro 5 de manera similar al caso del circuito de la Figura
4.11.

Las simulaciones generadas para este operador mezclador con dos variables
se hicieron con 25 divisiones para el rango de valores de los parametros.

La Tabla 4.19 nos ensena que el valor VEE tuvo un aumento a 2.618 lo cual
es bastante positivo, pero atn esta muy lejos del valor evaluado para los estados
Optimos.

En la Figura 4.25 vemos que efectivamente existe un aumento en la proba-
bilidad de aparicién de los estados 6ptimos, pero aun sumando ambas probabili-
dades no llegamos ni al 50 %, lo cual indica que también este modelo pueda no
ser suficiente para abordar el problema y obtener una solucién 6ptima con una
probabilidad suficiente.

Aumento a dos parejas de parametros v; y 72, con 51y B2

Esta estrategia es muy similar a la empleada para el caso de 5 particulas de
ISM, pero ahora se busca aplicarla para el problema de 4 nodos en configuraciéon
ciclica, con miras a mejorar la solucién generada por los otros modelos.

Ahora vemos como el valor esperado VEE de la Figura 4.20 es practicamente
el valor de costo evaluado para cualquiera de los dos estados 6ptimos, ademas, el
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Figura 4.25: Histograma de mejor combinaciéon de parametros v = 5.780530m,
b1 = 4.7752207 y o = 1.5079647 del problema de 4 nodos en configuracién
ciclica.

Estado obtenido |0101)

VEE 3.9819
Valor de 7, 1.507964 7
Valor de o 0.753982 7
Valor de 4 4.775220 7
Valor de B3 4.775220 7

Tabla 4.20: Resultados de problema Max-Cut con configuracién ciclica de 4 nodos
con 25 divisiones y dos pardmetros 71, v2, y dos parametros S1 y Ba.

estado con mayor apariciones es uno de los estados 6ptimos que es [0101).

La grafica que vemos en la Figura 4.26 muestra claramente una tendencia de
mas del 95 % de probabilidad de medicion sobre el estado 6ptimo |[0101) lo cual
es (hasta el momento) la mejor respuesta generada de todas las simulaciones e
instancias de problema investigadas. Esto nos indica que el aumentar el niimero de
operadores con sus respectivos parametros fue la mejor estrategia para garantizar
la prevalencia del estado 6ptimo, y a su vez decrementar la apariciéon de los estados
no deseados.

Simulaciones usando BE para configuracién completa de 5 nodos

Pasando al problema de 5 nodos en configuracion completa se tiene que el
circuito cuantico que lo representa es bastante similar al usado en el caso de 5
particulas de ISM, la tinica modificacion que se tiene con respecto a ese modelo
es que no existe la etapa de las compuertas R, (h;7y) (véase la Figura 4.14 entre
etapa (3) y (4)), debido a esta similitud no es necesario presentar el diagrama
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Figura 4.26: Histograma de mejor combinaciéon de parametros v; = 1.507964m,
vo = 0.7539827, By = 4.775220m y By = 4.7752207 del problema de 4 nodos en

configuracién ciclica.

Estado obtenido |01010)

VEE 3.514
Valor de vy 1.256637
Valor de 4.775220 7

Tabla 4.21: Resultados de problema Max-Cut con configuracién completa de 5
nodos con 25 divisiones.

para esta subseccion.

Los primeros resultados generados para esta instancia corresponden a 25 di-
visiones usando el modelo simple de QAOA con solo un parametro de operador
de fase y un parametro de operador mezclador.

Los resultados de la Tabla 4.21 muestran que el valor VEE de 3.514 se en-
cuentra bastante lejos del valor 6ptimo esperado (usando funcion de costo) de 6,
sin embargo, el estado obtenido (el estado que se presenté con mayor probabili-
dad) es uno de los estados 6ptimos del sistema.

Viendo la representacion de la mejor combinaciéon de parametros en la Figura
4.27 se tienen dos estados 6ptimos con probabilidad de 31 % para [01010) y
28 % para |01011) que en conjunto tienen una probabilidad cercana al 50 %. Este
problema en especifico tiene multiples respuestas “correctas”’, estados que son
6ptimos debido a que presentan el mayor niimero de conexiones que es 6, esto
da bastantes respuestas que pueden ser buenas dado que no es necesario obtener
un estado en concreto porque se pueden obtener miiltiples estados mientras que
estos sean los estados 6ptimos.
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Figura 4.27: Histograma de mejor combinacién de parametros v = 1.2566377 y
B = 4.7752207 del problema de 5 nodos en configuracién completa.

Estado obtenido |01101)

VEE 3.634
Valor de vy 5.529203 w
Valor de f3; 4.775220 7

Valor de 5 0.0

Tabla 4.22: Resultados de problema Max-Cut con configuracién completa de 5
nodos con 25 divisiones (dos parametros f3).

Aumento de complejidad de operador mezclador usando dos parame-
tros f1y o

Con lo mencionado anteriormente, se propone aumentar la complejidad del
operador mezclador y registrar si existe o no una mejora a la respuesta del sistema
generada previamente.

Los resultados obtenidos son usando 25 divisiones para el rango de valores de
los tres parametros.

En la Tabla 4.22 tenemos un pequenio aumento del valor de VEE, el estado
con mayor nimero de apariciones es |01101) que es distinto al estado anterior,
pero sigue siendo uno de los estados 6ptimos del problema.

Con la informacion de la Figura 4.28 podemos ver que no existe un estado
predominante en el sentido de que se presente con una probabilidad de medicién
considerablemente superior a los demas estado, sin embargo, todos los estados
que se presentan por encima del 5% son estados Optimos, si sumamos todas
las probabilidades de estos estamos tenemos poco mas del 98 % con respecto a
los 1000 experimentos realizados, esto nos garantiza que a pesar de no tener un
estado predominante cualquiera de los estados obtenidos (mayores al 5%) son
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Figura 4.28: Histograma de mejor combinaciéon de parametros v = 5.529203,
61 = 4.7752207 y B2 = 0.07 del problema de 5 nodos en configuracién completa.

Estado obtenido | ]01101)
VEE 3.65
Valor de v; 0.753982 7
Valor de v 6.031857 w
Valor de 31 1.507964
Valor de 5 0.0

Tabla 4.23: Resultados de problema Max-Cut con configuracién completa de 5
nodos con 25 divisiones (dos pardmetros v y dos parametros f3).

estados 6ptimos.

Aumento a dos parejas de parametros v, y 72, con 31y Bs

Ahora se usard modelo més complejo de QAOA en el problema de 5 nodos
en configuracion completa usando dos operadores de fase y dos operadores mez-
cladores (cuatro parametros de QAOA).

De igual forma que las simulaciones anteriores se usaran 25 divisiones para el
rango de valores de los cuatro pardmetros.

Los resultados de la Tabla 4.23 nos muestran una pequena mejora del VEFE,
pero el factor mas interesante es la prevalencia del mismo estado |01101) como
estado 6ptimo, ya que al existir mas estados 6ptimos es curioso que el mismo
estado aparezca con mayor probabilidad.

Al igual que en la gréafica anterior, la Figura 4.29 nos muestra que todos
los estados con alta probabilidad (por encima del 5 %) son estados 6ptimos del
sistema, con una probabilidad total del 99 %. Realmente no existe una diferencia
sustancial entre la solucién anterior con solo dos parametros 5 y esta solucion,
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Figura 4.29: Histograma de mejor combinaciéon de parametros v; = 0.753982,
Yo = 6.0318577, B1 = 1.5079647 y B2 = 0.0m del problema de 5 nodos en
configuraciéon completa.

por lo que para esta instancia podemos argumentar que con el solo aumento
de complejidad del operador mezclador se tiene una respuesta 6ptima y no es
necesario agregar un parametro extra de ~y.

4.1.2. Algoritmo QAOA usando Busqueda Local Iterativa

La heuristica de Basqueda Local Iterativa o Iterada (BLI) representa una
alternativa al método de optimizacion de parametros en QAOA, este método
consiste en establecer “saltos” de diferentes magnitudes, empezando con un pun-
to aleatorio dentro del espacio de busqueda, pasando a un salto “mediano” (en
este salto se toma en cuenta el mejor punto guardado més una perturbacién, es
aqui donde se asocia el término de local) y por ultimo se realizan pequenios saltos
aleatorios que corresponden a la implementaciéon del Ascenso en la Montana Es-
tocdstico (AME) que genera una respuesta con respecto a los valores explorados
de esa pequena zona; este proceso se repite con un nimero de reinicios prede-
terminado (saltos medianos) done se va evaltia cada respuesta generada de AME
(saltos pequenos) y se almacena la mejor respuesta en cada etapa con respec-
to a la mejor respuesta conocida (mejor respuesta previa a esa iteracion) hasta
terminar todos los reinicios.

Ademas de las estrategias basicas de BLI, se incorpord una estrategia méas para
buscar hacer més efectiva la heuristica. La estrategia consiste en evaluar si existe
una convergencia temprana de la zona de busqueda, esto se hace preguntando
cada cierto ntimero de evaluaciones de la BLI si existe una varianza de los datos,
en caso de que esta varianza este por debajo de un valor gatillo se realiza un
reinicio aleatorio de la busqueda (si la varianza es mayor al valor gatillo no se
realiza reinicio alguno), este reinicio se da evaluando una combinacion aleatoria de
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Estado obtenido |001)
VEE -2.9734
Valor de vy 1.403145 7
Valor de 1.480049 7

Tabla 4.24: Resultados de problema ISM con configuracién lineal de 3 particulas
(para BLI).

parametros para los operadores de fase y mezclador, si este nuevo valor aleatorio
es mejor al anterior entonces se vuelve el nuevo mejor punto para reiniciar la
exploraciéon junto con su valor de evaluacién y valores de mediciones, y en caso
contrario se mantiene la mejor evaluacion global (anterior) y solo se considera el
mejor punto aleatorio encontrado para reiniciar la exploracién; esto nos asegura
mantener el mejor valor global mientras se evita que la biisqueda converja de
manera temprana.

Simulaciones usando BLI para ISM

El método de BLI serda usando para optimizar los parametros del algoritmo
QAOA en las instancias de ISM, estos resultados podran ser comparados con los
generados mediante BE y entender las ventajas y desventajas de ambos métodos.

Simulacién usando BLI para configuraciéon lineal de 3 particulas

El primer problema simulado usando BLI es el de 3 particulas en configura-
cion lineal, los parametros usados para BLI son: 100 reinicios, con un rango de
perturbacion de [0, 1.0] con distribucién uniforme, con un tamano de paso para
AME de [—0.05, 0.05] con distribucion uniforme y 1000 iteraciones. Para la estra-
tegia adicional dentro de BLI se tienen un célculo de varianza para 10 reinicios,
con un valor gatillo de 1.0 y con 1000 posibles saltos aleatorios de biisqueda como
nuevo inicio posible.

Los primeros resultados de BLI se aprecian en la Tabla 4.24, donde el valor
de energia esperado fue de —2.9734 que no estd muy cerca del valor esperado
optimo, sin embargo, el estado con mayor nimero de apariciones fue el estado
|001) que corresponde al estado éptimo de este problema.

Viendo los datos estadisticos generados de la mejor combinacion de parame-
tros en la Figura 4.30 vemos que existe una probabilidad por encima del 80 %
de medicion del estado 6ptimo con respecto de los 1000 experimentos generados,
estos resultados comparados con los obtenidos en para las Figuras 4.4 y 4.5
(mejores resultados para BE de ISM 3 particulas) muestran una pequetia mejora
usando BLI lo cual es un buen indicador para siguientes simulaciones.
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Figura 4.30: Histograma de mejor combinacién de parametros v = 1.4031457 y
B = 1.4800497 del problema de 3 particulas en configuracion lineal (para BLI).

Estado obtenido |0101)

VEE -4.8908
Valor de vy 4.933719 7
Valor de 1.615047 w

Tabla 4.25: Resultados de problema ISM con configuracion ciclica de 4 particulas
(para BLI).

Simulaciéon usando BLI para configuraciéon ciclica de 4 particulas

Para esta instancia del problema ISM para 4 particulas usando BLI se usaron
los mismos valores de referencia de BLI que en la simulacién anterior.

Los resultados de la Tabla 4.25 se muestran con diferencias notables con
respecto a los casos contemplando solo un parametro v y un parametro 8 de las
simulaciones usando BE (véase en las Figuras 4.7 y 4.8). En este caso vemos
que existe un estado predominante |0101), este estado no es el 6ptimo, pero tiene
un valor cercano de —4.9 (que corresponderia al tercer mejor estado en relacion
con su costo).

Complementando la tabla anterior se tiene la grafica de la Figura 4.31 que
nos muestra las probabilidades de medicién de los estados para la mejor combina-
cion de parametros, se tiene una probabilidad muy baja de aparicion del estado
6ptimo |1101) con apenas el 1.3 %, esto nos indica que se necesita modificar el
modelo de QAOA para aumentar esta probabilidad de medicion para el estado
Optimo.
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Figura 4.31: Histograma de mejor combinacién de parametros v = 4.9337197 y
B = 1.6150477 del problema de 4 particulas en configuracion ciclica (para BLI).

Estado obtenido |1101)

VEE -4.0956
Valor de y 3.809228 w
Valor de S 4.577415 7
Valor de 5 3.074400 7

Tabla 4.26: Resultados de problema ISM con configuracion ciclica de 4 particulas
(para BLI) con 1 y fo.

Aumento de complejidad de operador mezclador usando dos parame-
tros 01y B2

Al igual que en las estrategias anteriores de modificacion de QAOA el primer
paso (después de buscar aumentar la precision de los valores de los parametros)
es agregar un parametro extra dentro del operador mezclador.

La siguiente tabla muestra los resultados generados para la primera simulacién
modificando el algoritmo QAQOA, los pardmetros correspondientes a BLI son los
mismos que para las simulaciones anteriores, esto se hace para mantener una
relacién comparable entre las diferentes simulaciones.

Ahora al ver los datos de la Tabla 4.26 vemos que el valor de VEE se
acerca bastante a un resultado adecuado, ya que el estado con mayor probabilidad
de aparicion es el estado 6ptimo |1101) con una probabilidad superior al 60 %,
también es bastante bueno que el siguiente estado con mayor probabilidad de
medicion es el estado |0001) que es el estado més cercano al 6ptimo del sistema.

Otro aspecto importante a senalar es que el aumento de un nuevo parametro
no hizo que aumentara el costo computacional del algoritmo de forma conside-
rable porque BLI genera una elecciéon aleatoria de la variable que sera alterada
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(7, B1 0 B2) y esta variable se modifica con una cierta distribuciéon para generar
tanto la Busqueda Local como la etapa de Ascenso en la Montana Estocéastico,
entonces debido a que la calibraciéon de BLI se mantiene entre simulaciones, el
hecho de agregar una nueva variable para explorar solo representa un valor de
eleccién posible para el algoritmo a diferencia de Busqueda Exhaustiva donde
representaba un aumento de las posibles combinaciones de resultados.
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Figura 4.32: Histograma de mejor combinaciéon de pardmetros v = 4.985547m,
B1 = 4.6376507 y P2 = 0.0124787 del problema de 4 particulas en configuracion
ciclica (para BLI).

La grafica de la Figura 4.32 nos muestra como el aumento del pardmetro [
aumento la probabilidad de medicion del estado |1101), pero este resultado ain
puede ser mejorado modificando el modelo de QAOA.

Estos resultados comparados con los obtenidos en el método de BE son sig-
nificativamente peores en lo que se refiere al estado con mayor probabilidad de
medicién, pero también son mas eficientes en el tiempo y recursos necesarios para
alcanzarlos, y dado que el aumento de una variable no representa un aumento
exorbitante en recursos para simular en el método BLI ahora podemos analizar el
caso del aumento a dos operadores de fase y dos operadores mezcladores dentro

de QAOA.

Aumento a dos parejas de parametros v; y 72, con 51y B2

El aumento para dos parejas de operadores de fase y mezclador se realiza como
un método para garantizar que QAOA sea capaz explorar la mayor cantidad de
combinaciones de estados dentro del espacio de busqueda. La simulacién para
esta modificacion de QAOA utilizan los mismos parametros para BLI que en los
experimentos anteriores.

En este caso, los resultados de la Tabla 4.27 nos muestran que de nuevo se
obtuvo como estado con mayor probabilidad a |[1101) que es el estado 6ptimo,
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Estado obtenido |1101)

VEE -4.7374
Valor de 7, 3.737709 7
Valor de v 5.034290 7
Valor de 1 4.652072 7
Valor de 5 3.813496 7

Tabla 4.27: Resultados de problema ISM con configuracion ciclica de 4 particulas
(para BLI) con v1 y 71, B1y Be-

ademas se tiene un de VEE de —4.7374 se encuentra mas cerca del valor VEE
evaluado con el estado 6ptimo (teniendo una probabilidad del 100 %), esto ya
muestra una mejora con respecto del método anterior.
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Figura 4.33: Histograma de mejor combinaciéon de parametros v; = 3.737709m,
vo = 5.0342907, 51 = 4.6520727 y B2 = 3.8134967 del problema de 4 particulas
en configuracion ciclica (para BLI).

En la gréfica de la Figura 4.33 vemos que existe un decremento de la apari-
cion del estado 6ptimo con un cercano 50 % si se compara con el método anterior,
también se ve un aumento en la probabilidad de aparicién del segundo mejor es-
tado |0001), si tomamos la probabilidad total de apariciones de ambos estados
es de mas del 75 %. Algo importante resaltar es que el VEE mejord y esto nos
indica que la distribucién de probabilidades de medicién de los estados es mejor,
esto se interpreta con que existe menos probabilidad de medicién de estados no
deseados y se tiene una prevalencia del estado 6éptimo y los cercanos a este, esto es
lo que se busca debido a que QAOA pretende dar una soluciéon donde se obtenga
el resultado 6ptimo con alta probabilidad, pero debido a que es un algoritmo de
aproximacioén no se descarta la existencia de mediciones hacia otros estados, y
entre més cercano sea el valor de VEE al del estado 6ptimo esto garantizara que
las observaciones se mantengan en los mejores estados del sistema.



4. RESULTADOS Y ANALISIS 105

Estado obtenido |00000)

VEE -8.3734
Valor de vy 5.048866 7
Valor de 4.685957

Tabla 4.28: Resultados de problema ISM con configuraciéon completa de 5 parti-
culas (para BLI).

Simulaciéon usando BLI para configuraciéon completa de 5 particulas

Para esta instancia se usaron los mismos valores de configuracién para BLI que
en casos anteriores. El primer experimento realizado fue usando la configuracién
basica de QAOA con un parametro v y uno S.

Viendo los resultados de la Tabla 4.28 existe una gran similitud con los
generados por BE en las Tablas 4.11 y 4.12, pero en este caso tenemos un
mejor valor de VEE con —8.3734 que se encuentra més cercano al valor de costo
evaluado para el estado 6ptimo.
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Figura 4.34: Histograma de mejor combinacién de parametros v = 5.0488667
y 8 = 4.6859577 del problema de 5 particulas en configuracién completa (para
BLI).

En adicién a los datos de la tabla, la Figura 4.34 coincide con los resultados
observados en las simulaciones anteriores de BE.

Aumento de complejidad de operador mezclador usando dos parame-
tros 01y B2

Ahora como siguiente paso para mejorar la respuesta de QAOA es necesario
modificar el modelo del algoritmo, el primer experimento se realiza aumentando la
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Estado obtenido |00000)

VEE -7.3026
Valor de vy 5.031833 7
Valor de 1 4.710976 7
Valor de (35 6.245924 w

Tabla 4.29: Resultados de problema ISM con configuraciéon completa de 5 parti-
culas con dos fs (para BLI).

complejidad del operador mezclador, y se usaran los mismos valores de calibracién

para BLIL.

Los resultados de esta simulacién se muestran en la Tabla 4.29, en primera
instancia vemos que el estado con mayor probabilidad es el estado 6ptimo [00000)
pero con un valor de VEE maés alejado del valor para el estado 6ptimo, lo cual es
bastante interesante porque se esperaria que el resultado de VEE estuviera més

cercano al 6éptimo.
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Figura 4.35: Histograma de mejor combinaciéon de pardmetros v = 5.031833m,
B1 = 4.7109767 vy By = 6.2459247 del problema de 5 particulas en configuracién

completa con dos fs (para BLI).

Agregando el histograma de la Figura 4.35 vemos que existe un deterioro
en la calidad de la respuesta con relacién a la simulacién anterior con solo un par
de pardmetros, ya que si bien la probabilidad de medicién del estado éptimo es
casi la misma que en la simulacién anterior, la probabilidad de medicién de los
estados no deseados es peor, ya que los estados presentan una probabilidad de
mediciéon por encima del 10 % y son estados muy alejados del 6ptimo.
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Estado obtenido |00000)

VEE -7.3473
Valor de 7, 5.744897 T
Valor de v 0.217068 m
Valor de 1 1.552818 7
Valor de 5 3.193465 7

Tabla 4.30: Resultados de problema ISM con configuraciéon completa de 5 parti-
culas con dos s y dos (s (para BLI).

Aumento a dos parejas de parametros v; y 2, con 31y (s

Como siguiente prueba se tiene el aumento a dos parejas de parametros para
el modelo de QAOA, esta estrategia sigue los mismos valores usados para BLI.

La Tabla 4.30 nos muestra una pequena mejora en el valor VEE que se
encuentra més cercano al valor 6ptimo comparado con el caso anterior, de igual
forma el estado con mayor probabilidad de se mantiene como el estado 6ptimo.
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Figura 4.36: Histograma de mejor combinaciéon de parametros v; = 5.744897m,
Yo = 0.2170687, 51 = 1.55281871 y B2 = 3.1934657 del problema de 5 particulas
en configuracion completa con dos 7s y dos s (para BLI).

Anexando al anélisis los datos de la Figura 4.36 podemos observar que
existe una mejora en la probabilidad de mediciéon del estado 6ptimo con casi
60 %, sin embargo, vemos que alin no existe una respuesta que pueda considerarse
aceptable, esto es bastante extrafio dadas las simulaciones anteriores, aunque esto
se puede relacionar con el aumento de dimensiones de los posibles parametros
que genera que la BLI sea menos eficiente debido al ntimero de iteraciones que
se permiten tanto de reinicios como de pasos dentro del AME. Esto podria ser
uno de los resultados mas interesantes, ya que cada parametro correspondiente a
un operador de fase u operador mezclador es (en teoria) continuo en el espectro
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Estado obtenido |010)

VEE 1.716
Valor de vy 0.573760 7
Valor de 3 4.298174 7

Tabla 4.31: Resultados de problema Max-Cut con configuracion lineal de 3 nodos
(para BLI).

de 0 a 27, entonces al ir aumentando mas dimensiones al espacio de bisqueda es
necesario contemplar el aumento de iteraciones para que BLI sea mas eficiente y
pueda cubrir una mayor area de busqueda.

Simulaciones usando BLI para Max-Cut

Para el siguiente bloque de simulaciones se tienen las de Max-Cut, este mo-
delo de problemas es bastante similar a los de ISM, sin embargo, dado que es
un problema bastante estudiado es interesante explorarlo y analizarlo con una
combinacién de BLI y la implementacién de QAOA.

Simulacién usando BLI para configuracién lineal de 3 nodos

El primer problema abordado sera la configuraciéon lineal de 3 nodos para
Max-Cut, este problema usarad los mismos valores para BLI que en las simula-
ciones de ISM, estos valores son: 100 reinicios, con un rango de perturbaciéon de
[0, 1.0] con distribucion uniforme, tamano de paso para AME de [—0.05, 0.05] con
distribucién uniforme y 1000 iteraciones. Para la estrategia adicional dentro de
BLI se tienen un célculo de varianza para 10 reinicios, con un valor gatillo de 1.0
y con 1000 posibles saltos aleatorios de bisqueda como nuevo inicio posible.

Los resultados de la Tabla 4.31 nos muestran que existe una pequena mejoria
con respecto al resultado obtenido para el método de BE en la Tabla 4.17,
también se tiene un cambio en lo que respecta al valor del parametro 8 que es de
esperarse debido al aumento del valor VEE.

Ahora con el histograma de la Figura 4.37 vemos que efectivamente existe
una pequena mejoria con respecto al planteamiento del problema con BE, esto
resulta en una probabilidad total de medicién para los estados 6ptimos |010) y
|101) de 74.5 % del total de experimentos.

Simulaciéon usando BLI para configuraciéon ciclica de 4 nodos

La siguiente instancia simulada es el problema de 4 nodos en configuracién
ciclica, esta simulacién usa los mismos parametros de calibracién para BLI y
QAOA que se usaron en los casos anteriores.
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Figura 4.37: Histograma de mejor combinacién de parametros v = 0.5737607 y
B = 4.2981747 del problema de 3 nodos en configuracion lineal (para BLI).

Estado obtenido |1010)

VEE 2.144
Valor de y 6.255068 T
Valor de 3 0.098935

Tabla 4.32: Resultados de problema Max-Cut con configuracién ciclica de 4 nodos
(para BLI).

Analizando los datos presentes en la Tabla 4.32 vemos que el valor de VEE
es bastante similar al obtenido para el método de Busqueda Exhaustiva (que
puede verse en la Tabla 4.18), VEE tiene un incremento leve usando BLI, pero
aun el valor estd muy lejos de la evaluaciéon para el estado 6ptimo.

Vemos que el patréon de distribucion aleatorio relativamente uniforme se re-
pite en la Figura 4.38 que se presenté también en BE para el mismo problema,
esto nos indica que a pesar del cambio de método de optimizacién no es posi-
ble alcanzar un estado 6ptimo del sistema con este modelo de QAOA con dos
pardmetros, uno para el operador de fase y uno para el operador mezclador.

Aumento de complejidad de operador mezclador usando dos parame-
tros Sy B2

La primera modificacion probada en QAOA fue aumentar la complejidad del
operador mezclador, al igual que en las simulaciones anteriores los valores de
calibracion para QAOA y BLI son los mismos.

Los resultados de la Tabla 4.33 muestran un aumento considerable (més
cercanos al 6ptimo) con respecto al modelo basico de QAOA, pero estos resultados
también son muy similares a los del método por BE.
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Figura 4.38: Histograma de mejor combinacién de parametros v = 6.2550687 y
B = 0.0989357 del problema de 4 nodos en configuracion ciclica (para BLI).

Estado obtenido |0101)

VEE 2.6919
Valor de y 2.698002 m
Valor de S 5.458207 w
Valor de 5 5.488248 w

Tabla 4.33: Resultados de problema Max-Cut con configuracién ciclica de 4 nodos
con dos parametros ( (para BLI).

Para los datos de la Figura 4.39 vemos que empieza a presentarse un au-
mento en la probabilidad de medicion de los estados 6ptimos |0101) y [1010) con
respecto de los otros estados, y de nueva forma vemos que los resultados de BE y
estos usando BLI son practicamente idénticos, lo que nos puede sugerir que usar
BLI para este problema es mas eficiente que BE tomando en cuenta los recursos
computacionales y la complejidad de ambos métodos.

Aumento a dos parejas de parametros v, y 72, con 31y B

El dltimo modelo simulado para el problema de 4 nodos se realiz6 con dos
parejas de pardmetros, este modelo para el caso de BE era el mas costoso en
términos computacionales, pero como se comentd anteriormente, para BLI real-
mente no representa un aumento considerable de complejidad debido a que los
valores de calibraciéon para BLI se mantienen.

La Tabla 4.34 tiene como resultado para VEE el valor exacto de la evaluacion
para cualquiera de los dos estados 6ptimos con 4, esto es algo bastante importante
y significativo, ya que es el primer resultado (simulandolo de manera local) que
tiene como Valor de Energia Esperado el costo exacto 6ptimo esperado.
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Figura 4.39: Histograma de mejor combinaciéon de parametros v = 2.698002,
B1 = 5.4582077 y [ = 5.4882487 del problema de 4 nodos en configuracién

ciclica (para BLI).

Estado obtenido |0101)
VEE 4
Valor de v; 1.564337
Valor de v, 3.939548 w
Valor de f3; 5.315979 w
Valor de 2.370957 7

Tabla 4.34: Resultados de problema Max-Cut con configuracion ciclica de 4 nodos
con dos parametros § y dos pardametros 7 (para BLI).

La gréfica de la Figura 4.40 muestra que el estado 6ptimo [0101) se presenta
con el 100 % de probabilidad, este es el primer resultado que nos garantiza que
la combinacién de pardmetros 1 = 1.5643377, vo = 3.939548~w, 51 = 5.3159797
y B2 = 2.3709577 genera una respuesta Optima exacta. Este resultado debe ser
analizado para su simulacién en un ordenador cuéntico, ya que en el estado
actual del hardware cuantico existe una gran cantidad de elementos que pueden
generar ruido y generar estados erréneos en el proceso de medicién. Otro resultado
relevante es que al generar esta simulacién existieron muchas combinaciones de
resultados que generaban el estado 6ptimo |0101) o [1010), esto nos dice que
existe una “coleccion” de valores que mapean desde el espacio de biisqueda de los
parametros al espacio de Hilbert donde existen los estados del sistema.

Simulacién usando BLI para configuracién completa de 5 nodos

El dltimo problema a simular localmente usando BLI en Max-Cut es el caso
de 5 nodos en configuracion completa, y en donde se usaron los mismos valores
de calibracion para BLI y QAOA.
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Figura 4.40: Histograma de mejor combinacién de pardmetros v; = 1.564337,
Yo = 3.9395487, 51 = 5.3159797 y B = 2.3709577 del problema de 4 nodos en
configuracion ciclica (para BLI).

Estado obtenido |10101)

VEE 3.6879
Valor de vy 4.968460 7
Valor de g 4.724006 7

Tabla 4.35: Resultados de problema Max-Cut con configuracién completa de 5
nodos (para BLI).

La Tabla 4.35 nos muestra datos relativamente similares a los resultantes
usando el método de BE, aunque el valor de VEE estd un poco mas cercano al
optimo (valor de evaluacion para alguno de los estados 6ptimos es de 6) y existe
una diferencia notable respecto al valor de =y con respecto al establecido para BE.

La Figura 4.41 nos muestra resultados diferentes y a la vez similares al caso
de BE, son diferentes porque el estado con mayor probabilidad es diferente al de
caso de BE, pero también se sabe que este problema, debido a la configuracién
completa, posee muchos estados 6ptimos los cuales se presentan para este caso
en los estados [10100), [10101) y |10110) (que es un comportamiento parecido
al de los resultados de BE), siendo solo el estado [10111) uno de los estados no
deseados que se tienen con una probabilidad de medicién por encima del 8 %.

Aumento de complejidad de operador mezclador usando dos parame-
tros f1 y P2

El siguiente paso que puede probarse para este problema es modificar el mode-
lo de QAOA, ya que esto puede generar que se tenga un mejor respuesta, donde
se pretende aumentar la probabilidad de apariciéon para los estados 6ptimos y



4. RESULTADOS Y ANALISIS 113

0.4 0375
0345

Probabilities

o012 0018 0016
00010002 0003 0003

0.0

S S N
§ & ¢

Figura 4.41: Histograma de mejor combinacién de parametros v = 4.9684607 y
B = 4.7240067 del problema de 5 nodos en configuraciéon completa (para BLI).

Estado obtenido |01011)

VEE 3.7499
Valor de vy 5.586943 m
Valor de 1 4.693765 T
Valor de 3.122219 7

Tabla 4.36: Resultados de problema Max-Cut con configuracién completa de 5
nodos para dos parametros 3 (para BLI).

decrementar la probabilidad para los estados no deseados.

Revisando la Tabla 4.36 vemos que el aumento a dos parametros para el
operador mezclador genera un pequeno incremento para VEE, comparando este
resultado con el caso de BE de la Tabla 4.22 se tienen valores similares en cuanto
VEE, sin embargo, los demés elementos como el estado 6ptimo y los parametros
de los operadores difieren bastante.

El histograma de la Figura 4.42 nos confirma que al igual que para BE si
sumamos los estados con una probabilidad de 2 % o méas tenemos que los estados
optimos (estados que evalian a 6 como el nimero méaximo de conexiones entre
los dos subconjuntos) nos dan una probabilidad total de mediciéon de aproxima-
damente el 95 %.

Aumento a dos parejas de parametros y; y 2, con 31y (s

Finalmente, como ultima simulaciéon para el problema de 5 nodos (y de la
subseccion de simulaciones locales) se altera de nueva forma a QAOA agregando
dos parametros (dos operadores fase y dos mezcladores) uno v y uno f.

La informacién mostrada en la Tabla 4.37 nos expone un valor de VEE
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Figura 4.42: Histograma de mejor combinaciéon de parametros v = 5.586943m,
B1 = 4.6937657 v B = 3.1222197 del problema de 5 nodos en configuracién
completa (para BLI).

Estado obtenido |01011)

VEE 3.758
Valor de v; 3.849325 w
Valor de v, 2.737281
Valor de f3; 1.601462
Valor de 3.103111 7

Tabla 4.37: Resultados de problema Max-Cut con configuracién completa de 5
nodos para dos parametros v y dos parametros [ (para BLI).

practicamente idéntico en relacion con la modificacion anterior de QAOA (con
dos parametros  solamente), en comparacion con el método de BE vemos que
los resultados de ambas tablas tiene valores cercanos de VEE siendo el método
por BLI el que presenta un mejor valor, el estado éptimo y los parametros de los
operadores tienen valores completamente distintos entre si.

Y finalmente, en la Figura 4.43 se observa una distribucién de la proba-
bilidad de medicién de los estados 6ptimos bastante parecida a la del modelo
anterior de dos (s, las diferencias que se presentan son con relacién al aumento
o disminucién de aparicién sobre un estado contra otro, pero en general se tiene
un histograma bastante similar con una pequeiia ventaja para BLI. Analizando
este resultado contra el método de BE vemos que la probabilidad total de medi-
cién de ambos respecto a los estados 6ptimos es bastante cercana, pero, por otro
lado, el método de BE presenta una mejor distribucién porque existen estados
no deseados con probabilidades menores al 1% e incluso estados no deseados que
no presentan probabilidad de medicién alguna.
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Figura 4.43: Histograma de mejor combinaciéon de parametros v; = 3.849325m,
Yo = 2.737281m, B = 1.6014627 y B2 = 3.1031117 del problema de 5 nodos en
configuracion completa (para BLI).

4.2. Simulaciones usando IBMQ

El siguiente factor experimentado se refiere al uso de una computadora cuanti-
ca real y los efectos que esta tiene en comparaciéon con los resultados simulados en
una computadora clasica que solo puede aproximar el comportamiento cuéntico.
Esto es de relevancia para cualquier estudio de computo cuantico experimental,
yva que nos muestra en que estado se encuentra el hardware cuantico actual, es-
te hardware cuéntico puede presentar problemas de ruido, decoherencia y otros
fenémenos que pueden afectar al resultado, generando variaciones entre las simu-
laciones locales y las realizadas en el dispositivo fisico.

Debido al tipo de cuenta que se posee actualmente en IBM Q solo es posible
emplear computadoras cuanticas de hasta 5 qubits, estas computadoras pueden
variar en el ntmero de compuertas cuanticas que permiten implementar, este
nimero puede ser 8, 16 0 32 que tiene una relaciéon directa con el nimero de com-
puertas (que puede encontrarse como volumen cuantico) que pueden usarse,
por lo anterior mencionado se optara por solo usar computadoras de 5 qubits con
32 de volumen cuantico, esto se hara acorde a su disponibilidad porque puede
que algunas estén ocupadas al momento de buscar simular un programa. Las
computadoras que cuentan con estas caracteristicas son:

= tbmg_manila

e Volumen cuéantico: 32

e Tipo de procesador: Falcon r5.11L

= jbmq_bogota
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e Volumen cuéantico: 32

e Tipo de procesador: Falcon r4L
= 1bmgq_santiago

e Volumen cuantico: 32

e Tipo de procesador: Falcon r4L

También, debido a la disponibilidad de tiempo y recursos que se permiten a
cada usuario (ya que es un servicio libre y sin costo para fines académicos por
parte de IBM) no es factible probar el desarrollo del proceso de optimizacion
tanto para BE como para BLI, y simular cada combinacién generada por estos
métodos en QAOA, ademas, dado que es un proceso de optimizacion que se realiza
de manera clasica no existe mucha diferencia si se realiza en otra computadora
clasica. Entonces lo que se simularé para cada instancia de los problemas de ISM y
Max-Cut en las simulaciones reales sera usando la mejor combinacién encontrada
de los métodos BE y BLI en las simulaciones locales, esto nos mostrara si existen
o no diferencias respecto a las simulaciones locales. Debe considerarse que no se
podra comprobar la ventaja mas relevante del equipo cuantico que se muestra en
el uso de varios qubits (problemas méas completos), ya que para estos problemas a
escala las simulaciones locales no tuvieron muchos problemas en completarse, por
ello las diferencias que se esperan obtener seran directamente en los resultados y
no en el desempeiio del algoritmo.

4.2.1. Algoritmo QAOA usando Busqueda Exhaustiva

De igual forma que en las simulaciones locales, se inicia simulando las mejores
combinaciones de parametros usando el método de Busqueda Exhaustiva (BE)
para los distintos problemas en las simulaciones reales.

Simulaciones usando BE para ISM

El método de BE en combinacién con QAOA sera usado para ISM donde se
tratardn los problemas con los mismos valores y caracteristicas que en el caso
de las simulaciones locales. Los problemas que seran abordados son 3 particulas
en configuracion lineal, 4 particulas en configuracion ciclica y 5 particulas en
configuraciéon completa.

Todas las simulaciones se haran usando solo la evaluacion por VEE (Valor de
Energia Esperado).
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Estado obtenido |001)
VEE -2.64919
Valor de vy 1.507946 =
Valor de 1.507946 7

Tabla 4.38: Resultados de problema ISM con configuracién lineal de 3 particulas
usando IBM Q.

Simulacién usando BE para configuraciéon lineal de 3 particulas

La primera instancia simulada seré para 3 particulas en configuracion lineal,
usando BE (en las simulaciones locales) se obtuvieron los siguientes valores para
los parametros: 1.507946 para v y 1.507946 para [, estos son los parametros
generados para la simulacion de 25 divisiones (el rango de 25 divisiones se usaréa
para todas las simulaciones reales de BE).

El valor VEE que se muestra en la Tabla 4.38 es cercano a lo generado
por la simulacion local (obsérvese la Tabla 4.17) sin embargo, el valor de la
simulacion local es un poco més cercano al valor de evaluacion esperado para el
estado 6ptimo.

0.8

0696

Probabilities

Figura 4.44: Histograma de mejor combinacién de parametros v = 1.5079467 y
B = 1.5079467 problema de 3 particulas en configuraciéon lineal usando IBM Q.

Incluyendo los datos de la Figura 4.44 vemos que la probabilidad de medicién
para ese estado optimo |001) es cercana al 70% pero con un decremento de
la calidad de respuesta con respecto al 77 % generado en la simulaciéon local,
ademas se aprecia un incremento en la probabilidad de medicién de los estados
no deseados incluyendo al estado [101).



4. RESULTADOS Y ANALISIS 118

Estado obtenido |0101)

VEE -4.0834
Valor de vy 5.026548 7
Valor de 3 1.759291 =«

Tabla 4.39: Resultados de problema ISM con configuracion ciclica de 4 particulas
usando IBM Q.

Simulacién usando BE para configuracién ciclica de 4 particulas

De igual forma que en el caso anterior ahora tomamos la instancia para el
problema de 4 particulas usando la mejor combinacién de parametros generada
en la simulacion local usando 25 divisiones.

La Tabla 4.39 para el caso de 4 particulas nos muestra un deterioro en la
respuesta para el valor de VEE comparado con la simulacién local, en este caso
se tiene un valor de —4.0834 que estd muy lejano al valor de —4.8044 obtenido
de manera local (dadas las escalas de valores que se estan analizando).

0495

0.45

Probabilities
o
w
3

0.15

0.00

Figura 4.45: Histograma de mejor combinacién de pardmetros v = 5.0265487 y
B = 1.7592917 problema de 4 particulas en configuracién ciclica usando IBM Q.

Incorporando el histograma presente en la Figura 4.45 vemos que el estado
con mayor probabilidad de aparicion es |0101) (que no es el estado 6ptimo, pero
se encuentra cerca del valor de evaluacion para el estado 6ptimo) pero tiene una
probabilidad muy baja con casi 50 % que es mucho menor a la obtenida de manera
local, algo curioso es que existe un aumento de apariciones para el estado [0001)
que es un mejor estado (respecto a su evaluacion) que [0101).
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Estado obtenido |1101)

VEE -1.7432
Valor de vy 3.769911 7
Valor de 4.77522 w
Valor de (35 3.518583

Tabla 4.40: Resultados de problema ISM con configuracion ciclica de 4 particulas
con dos pardmetros 5 usando IBM Q.

Aumento de complejidad de operador mezclador usando dos parame-
tros S1y B2

Modificando el modelo original de QAOA agregando un parametro extra al
operador mezclador (se adhiere usando entrelazamiento cuéntico), los parametros
usados para 7, 81 v P2 son 3.769911, 4.775220 y 3.518583 respectivamente.

La Tabla 4.40 muestra un valor de VEE peor al obtenido en la simulacién
local para la misma instancia con esa misma combinaciéon de parametros, sin
embargo, atn se tiene el estado [1101) como el estado con mayor probabilidad de
medicién. Estos resultados fueron inicialmente simulados usando la computadora
cudntica de IBM llamada ibmq_lima, pero se obtuvieron valores para VEE
mucho més lejanos que el de la tabla anterior con respecto al valor de evaluaciéon
para el estado 6ptimo, después, al cambiar a la computadora ibmq__santiago se
obtuvieron mejores resultados que se muestran en la tabla pasada; investigando
un poco mas sobre ambos dispositivos se tiene que para el estado actual (fecha:
6/10/21) de ibmq_ lima se tiene un error de compuerta CNOT de 1.931 x e~ 2 y
para la computadora ibmqg__santiago un error de 7.585 x e =3 (fecha: 6/10,/21) lo
cual se relaciona con la mejora en los resultados usando esta computadora de IBM
Q, esto nos muestra diferencias entre los dispositivos donde se corre el programa
cuéntico, los cuales pueden inferir en la calidad del resultado segin la calibracion
(el error respecto a CNOT, tiempo de ejecucion sin decoherencia, etc.) y el
modelo de la computadora cuantica (tipo de procesador cuantico principalmente).

Si comparamos los datos de la Figura 4.46 con los obtenidos de la Figura
4.13 existe un detrimento respecto a la probabilidad de medicién del estado
optimo, ya que en este caso se presenta con solo 25 % y para la simulacion local
se presento con casi 50 % que es el doble de probabilidad sobre la simulacién en
la computadora cuéntica, ademas vemos que existe un aumento importante en
los estados no deseados (excepto [0001) que es el estado méas cercano al 6ptimo).

Simulaciéon usando BE para configuraciéon completa de 5 particulas

Pasando al problema de 5 particulas en configuracién completa se usarén los
valores de y con 5.026548 y 3 con 4.775220, que son obtenidos del primer modelo
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Figura 4.46: Histograma de mejor combinaciéon de parametros v = 3.769911m,
B1 = 4.775227 v [Py = 3.5185837 problema de 4 particulas en configuracién
ciclica usando IBM Q.

Estado obtenido |00000)

VEE -3.3192
Valor de vy 5.026548 ©
Valor de 4.775220 7

Tabla 4.41: Resultados de problema ISM con configuraciéon completa de 5 parti-
culas usando IBM Q.

de QAOA usando 25 divisiones.

Los resultados de la Tabla 4.41 nos muestran un decremento bastante sig-
nificativo en el valor de VEE con respecto a la simulacion local (que tuvo un
resultado de —7.9012), pero atn se mantiene el estado 6ptimo |00000) como el
estado con mayor probabilidad de aparicion.

Con la informacién del histograma de la Figura 4.47 vemos que efectiva-
mente existe una respuesta muy lejana a la deseada, y aun comparandola con
la grafica de la simulacion local vemos que no existe una relacion entre ambos
resultados a pesar de que en ambas simulaciones presentan al estado 6ptimo con
mayor probabilidad de mediciéon. Aqui también podemos entender porque existe
un deterioro en VEE y es porque existe un aumento en la apariciéon de estados
no deseados, esto incluye al peor estado |10100) que tiene una probabilidad de
casi el 3% pero tiene un aporte de costo de evaluacion de 11.3.
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Figura 4.47: Histograma de mejor combinacién de parametros v = 5.0265487 y
B = 4.7752207 problema de 5 particulas en configuracién completa usando IBM

Q.

Estado obtenido |00011)
VEE -2.1216
Valor de vy 5.026548 ©
Valor de 1 4.523893 7
Valor de (35 0.0 7

Tabla 4.42: Resultados de problema ISM con configuraciéon completa de 5 parti-
culas con dos parametros § usando IBM Q.

Aumento de complejidad de operador mezclador usando dos parame-
tros S1y o

Con la modificacion del operador mezclador usando dos parametros 3 se usa-
ron los siguientes valores para « con 5.026548, para (51 tenemos 4.523893 y para
B2 es 0.0

El valor obtenido de VEE de —2.1216 que se tiene en la Tabla 4.42 nos
presenta un valor mas lejano (que en el caso anterior) del valor de evaluacion
para estado 6ptimo, esto muestra ademas una peor respuesta comparada con el
método simple de QAOA usando solo dos parametros y también es una respuesta
muy alejada del valor generado para el mismo modelo con un parametro v y dos
parametros 3 en las simulaciones locales. También es importante mencionar que
el estado con mayor probabilidad de aparicién ya no es el estado 6ptimo como
en el caso anterior y ahora es el estado [00011) que tiene VEE para la evaluacion
de —5.7 que difiere mucho del valor para el estado 6ptimo.

Incluyendo la grafica de la Figura 4.48 vemos que existe un decremento en
la depuraciéon de estados, en otras palabras, que en lugar de comenzar a tener una



4. RESULTADOS Y ANALISIS 122

0159
0.16

0.12

Probabilities

0,056

0,045 0040043 0,0

0.04 0033 0.035
0026
3
0018 0.01 0.019-018.018018;
0.014 19 0,01 0:

I a,uln 0iw Iécn I I loclgm I I gul&m’gomnu

NONO ~ ) NONO o~

NN

Figura 4.48: Histograma de mejor combinaciéon de parametros v = 5.026548,
B1 = 4.52389371 y B2 = 0.0 problema de 5 particulas en configuraciéon completa
usando IBM Q.

Estado obtenido |10010)
VEE -0.2806
Valor de 7, 0.0 7
Valor de v, 5.026548 T
Valor de 1 1.005309
Valor de f35 4.775220 7

Tabla 4.43: Resultados de problema ISM con configuracién completa de 5 parti-
culas con dos pardmetros v y dos parametros § usando IBM Q.

menor cantidad de estados (que en concreto seria el estado 6ptimo y los estados
cercanos a este) ain se siguen midiendo estados no deseados, esto contrasta con
la Figura 4.17 donde existe una probabilidad de mediciéon del estado 6ptimo
mucho mayor a la de los otros estados, y ademés solo se tienen pequenos picos de
mediciones hacia ciertos estados en concreto y la mayoria de estados no deseados
se presentan con una probabilidad casi nula.

Aumento a dos parejas de parametros 71 y 72, con 31 y (s

Como ultima experimento se tiene el modelo de QAOA con cuatro parametros
(o dos operadores de fase y dos operadores mezcladores) aplicado al problema
de 5 particulas usando los valores: v = 0.0, v9 = 5.026548, 81 = 1.005309 y
Bo = 4.775220.

La Tabla 4.43 contiene los datos para el tltimo modelo probado en IBM Q
para el problema de 5 particulas usando BE, en este caso vemos que este modelo
nos presenta el peor resultado de todos los modelos simulados para este problema,
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en el cual se obtuvo un valor para VEE de —0.2806. Este resultado fue de hecho
el “mejor” que se gener6 usando distintas computadoras cuanticas de IBM Q, con
tbm__ santiago se tuvo un resultado aun mas lejano que el presente en la tabla
anterior, mientras que con ibm_ manila se genero este resultado (el de la Tabla
4.43) que dentro de todos los realizados para este modelo fue el mejor.
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Figura 4.49: Histograma de mejor combinaciéon de pardmetros vy = 0.0,
vo = 5.0265487, B1 = 1.0053097 y B2 = 4.7752207 problema de 5 particulas
en configuraciéon completa usando IBM Q.

Ahora analizando la Figura 4.49 vemos el porqué de los datos de la ta-
bla anterior, y es que se presenta un histograma con una distribucién aleatoria
practicamente uniforme, esto es un resultado bastante contradictorio a lo que se
esperaria usando este modelo, ya que la finalidad de aumentar la complejidad del
modelo de QAOA es mejorar la respuesta del sistema, aumentando la probabili-
dad de medicion del estado 6ptimo y sus estados méas cercanos, caso contrario a
lo ocurrido en esta simulaciéon.

Recopilando los resultados de ISM usando BE en las simulaciones reales, se
puede apreciar que existe un deterioro con respecto a los resultados de las simula-
ciones locales, estos deterioros presentes en los distintos resultados pueden variar
dependiendo de muchos factores, sin embargo, los que se pudieron experimentar
de primera mano fueron: el tipo de computadora cuantica, donde podemos rela-
cionar el valor de error para compuerta CNOT, la tltima fecha de calibracion y
el modelo del procesador cuantico que utiliza la computadora; el otro aspecto que
se observa se relaciona al estado actual de las computadoras cuanticas (que en su
mayoria se consideran de tipo NISQ), que al aumentar el nimero de compuertas
cuénticas también se aumenta la relaciéon de error y decoherencias en el sistema,
este fenomeno se estudié con mayor detenimiento en los modelos modificados de
QAOA (usando dos parametros para 5 o aumentando a cuatro pardmetros) por-
que a diferencia de las simulaciones locales que no consideran el ruido dentro de la
computadora cuantica y de las imprecisiones que se presentan en las compuertas
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Estado obtenido |101)

VEE 1.5499
Valor de vy 0.502654 w
Valor de 2.261946 7

Tabla 4.44: Resultados de problema Max-Cut con configuracion lineal de 3 nodos
usando IBM Q.

cuénticas, en las simulaciones generadas en los dispositivos cuénticos reales se
tienen muchos factores que pueden alterar el resultado de manera dréastica como
en el caso del problema de 5 particulas usando el modelo de QAOA con cuatro
parametros.

Simulaciones usando BE para Max-Cut

Continuando al siguiente bloque de simulaciones se tienen los problemas de
Max-Cut usando método de Busqueda Exhaustiva, estos problemas en teoria
deberian tener un mejor resultado que los casos para ISM debido a que estos
problemas tienen menos compuertas cuanticas para ser aplicados.

Otro factor que puede favorecer para tener mejores resultados es que estos
problemas suelen tener por lo menos dos estados 6ptimos (un estado 6ptimo y su
inverso), esto puede facilitar la busqueda de los mejores estados para el sistema.

Simulacién usando BE para configuracién lineal de 3 nodos

Para el primer problema de Max-Cut usando BE se tiene el de 3 nodos en
configuracién lineal usando los valores de v = 0.502654 y 5 = 2.261946.

Los primeros resultados respecto a Max-Cut se tienen en la Tabla 4.44, el
valor para VEE es de 1.5499 que es un valor bastante cercano al valor esperado
para el estado 6ptimo, el valor de VEE también es similar al obtenido para la
simulacién local de esta misma instancia. El estado con mayor probabilidad de
aparicion es uno de los estados 6ptimos que es |101).

La Figura 4.50 nos muestra un histograma bastante similar al que se tiene
para la Figura 4.22, pero para el caso de la simulacién local de nueva forma
se tiene una mejor distribucién de la probabilidad de medicién para los estados
optimos, para la simulacién generada usando IBM Q se tiene un total de pro-
babilidad (para ambos estados 6ptimos) de aproximadamente del 60 % y para la
simulacion local se tiene casi el 70 %.
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Figura 4.50: Histograma de mejor combinacién de parametros v = 0.5026547 y
B = 2.2619467 problema de 3 nodos en configuracion lineal usando IBM Q.

Estado obtenido |1101)

VEE 1.9819
Valor de vy 1.507964
Valor de g 2.764601 w

Tabla 4.45: Resultados de problema Max-Cut con configuracién ciclica de 4 nodos
usando IBM Q.

Simulaciéon usando BE para configuraciéon ciclica de 4 nodos

Para esta instancia los valores usados para los parametros para los operadores
de fase y mezclador son v = 1.507964 y 8 = 2.764601.

Los datos de la Tabla 4.45 nos muestra un valor de VEE de 1.9819 que es
muy cercano al resultado de la simulacién local para esta instancia, el estado que
se presenta con mayor probabilidad (estado obtenido) [1101) es diferente al caso
local, y sigue sin ser uno de los estados 6ptimos.

Al igual que el experimento local de este problema, la Figura 4.51 nos mues-
tra una distribucién practicamente aleatoria respecto a la medicién de los estados,
este fenomeno nos indica (al igual que en la simulacion local) que no es posible
llegar al estado 6ptimo del sistema usando el modelo actual de QAOA.

Aumento de complejidad de operador mezclador usando dos parame-
tros 51y B2

Se continda a experimentar con la modificaciéon del modelo de QAOA con
dos parametros para el operador mezclador aplicado al problema de 4 nodos, los
valores usados para los parametros son v = 5.780530, 81 = 4.775220 y By =
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Figura 4.51: Histograma de mejor combinacién de parametros v = 1.5079647 y
B = 2.7646017 problema de 4 nodos en configuracion ciclica usando IBM Q.

Estado obtenido |0101)

VEE 2.312
Valor de vy 5.780530 m
Valor de f3; 4.775220 7
Valor de 5 1.507964

Tabla 4.46: Resultados de problema Max-Cut con configuracion ciclica de 4 nodos
con dos pardmetros S usando IBM Q.

1.507964.

La Tabla 4.46 nos presenta una mejora en la respuesta con referencia hacia
la simulacion anterior (usando IBM Q), también se tiene que el estado con mayor
probabilidad de aparicion es |0101) que es uno de los estados 6ptimos del sistema.
Comparando estos resultados con los de la Tabla 4.19 vemos que la simulacién
local presenta un mejor resultado de VEE que se encuentra relativamente cerca
del obtenido usando IBM @, también vemos que en el caso local el estado con
mayor probabilidad es el estado inverso a |0101) que es [1010), pero ambos son
los estados 6ptimos del sistema.

El histograma de la Figura 4.52 también presenta una mejoria con respec-
to al modelo inicial de QAOA, en este caso vemos que ya existe una pequefia
tendencia a tener con mayor probabilidad de medicién a los estados 6ptimos
|0101) y |1010); sin embargo, al observarlos junto a los datos generados local-
mente (Figura 4.25) vemos que los resultados locales presentan una tendencia
mayor (més probabilidad de aparicion) hacia los estados 6ptimos del sistema.
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Figura 4.52: Histograma de mejor combinaciéon de parametros v = 5.780530m,
b1 = 4.775220m y (B2 = 1.5079647 problema de 4 nodos en configuracion ciclica

usando IBM Q.

Estado obtenido |0101)

VEE 2.8439
Valor de v; 1.507964
Valor de 7o 0.753982 7
Valor de S 4.775220 7
Valor de 5 4.775220 7

Tabla 4.47: Resultados de problema Max-Cut con configuracién ciclica de 4 nodos
con dos parametros S y dos parametros v usando IBM Q.

Aumento a dos parejas de parametros v; y 72, con 81 y B2

Modificando el modelo de QAOA para usar cuatro parametros, dos operadores
de fase y dos operadores mezcladores. Los valores usados para este experimento
son 1 = 1.507964, vo = 0.753982, B1 = 4.775220 y Py = 4.775220.

Los resultados de la Tabla 4.47 nos muestran el mejor resultado obtenido
para los distintos modelos probados de QAOA, pero en comparaciéon con los datos
locales existe una diferencia muy grande entre ambas, siendo la simulacion local
la que presenta mejores resultados.

La informacion presente en la Figura 4.53 expone una mejoria considerable
con respecto a los modelos anteriores de QAOA, en este caso el estado 6ptimo
|0101) se presenta con casi el 40 % de probabilidad de aparicion, por otro lado,
viendo la Figura 4.26 vemos que la diferencia es muy grande, ya que en la
simulacién local se tiene casi el 95% de probabilidad de medicion del mismo
estado 6ptimo.
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Figura 4.53: Histograma de mejor combinaciéon de parametros v; = 1.507964m,
vo = 0.753982 m, By = 4.7752207 y By = 4.7752207 problema de 4 nodos en
configuracioén ciclica usando IBM Q.

Estado obtenido |01001)

VEE 2.9619
Valor de vy 1.256637
Valor de 4.775220 7

Tabla 4.48: Resultados de problema Max-Cut con configuracién completa de 5
nodos usando IBM Q.

Simulaciéon usando BE para configuracién completa de 5 nodos

BE con QAOA se aplica para el problema de 5 nodos donde se usan los valores
v = 1.256637 v 5 = 4.775220 para los pardmetros de los operadores de fase y
mezclador.

Los valores contenidos en la Tabla 4.48 nos dan un valor de VEE de 2.9619,
este valor no esta cercano al 6ptimo esperado que es de 6, pero este problema es
el que presenta la mayor cantidad de estados 6éptimos por lo que la prioridad para
aumentar el valor de VEE es decrementar la aparicién de estados no deseados.
Comparando este resultado con el resultado local de la Tabla 4.21 se puede
observa que los datos locales tienen un valor de VEE y un estado con mayor
probabilidad de aparicion diferente.

Analizando la Figura 4.54 vemos que se tiene una distribucion relativamente
similar a la de la Figura 4.27, siendo que para este caso (con IBM Q) se tiene
una probabilidad total de medicién hacia los estados 6ptimos superior al 60 % que
no es un valor alto (con respecto a las simulaciones locales) pero comparado con
los resultados de otras instancias de esta seccion (problemas de 3 y 4 nodos) es el
mejor resultado obtenido hasta el momento en lo que respecta a las simulaciones
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Figura 4.54: Histograma de mejor combinacién de parametros v = 1.2566377 y
B = 4.7752207 problema de 5 nodos en configuraciéon completa usando IBM Q.

Estado obtenido |01101)

VEE 2.6080
Valor de vy 5.529203 w
Valor de f3; 4.775220 7

Valor de 5 0.0

Tabla 4.49: Resultados de problema Max-Cut con configuracién completa de 5
nodos con dos parametros 8 usando IBM Q.

en hardware cuantico.

Aumento de complejidad de operador mezclador usando dos parame-
tros 51y B2

Mejorando el operador mezclador del algoritmo QAOA usando ahora dos
parametros internos con los siguientes valores v = 5.529203, 51 = 4.775220 y

By = 0.0.

El VEE de la Tabla 4.49 empeora analizdndolo contra el modelo simple de
QAOA de la simulacién anterior, esto es importante porque el valor de 2 con
0.0 (que se obtuvo con el método de BE) no aporta rotacion alguna dentro de
QAOA | sin embargo, debido a que las computadoras cuénticas presentan un grado
de distorsion y ruido en el sistema causado por el niimero de compuertas (entre
otros factores), entonces al incrementar las compuertas se tiene un aumento del
ruido en el sistema lo que se traduce en una peor respuesta obtenida.

La grafica que se tiene en la Figura 4.55 es muy parecida a la obtenida
anteriormente, pero con peor respuesta, ademas si se compara con el resultado de
la simulacién local también vemos que este resultado no es mejor que el generado
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Figura 4.55: Histograma de mejor combinaciéon de parametros v = 5.529203,
61 = 4.7752207 y Py = 0.0m problema de 5 nodos en configuracion completa
usando IBM Q.

Estado obtenido |10100)

VEE 2.6360
Valor de 7, 0.753982 7
Valor de 7o 6.031857 w
Valor de S 1.507964

Valor de 5 0.0 7

Tabla 4.50: Resultados de problema Max-Cut con configuracién completa de 5
nodos con dos pardmetros v y dos parametros S usando IBM Q.

de los experimentos locales.

Aumento a dos parejas de parametros v; y 72, con 31 y B2

Para el ultimo modelo de QAOA con cuatro parametros se usaron los valores
~v1 = 0.753982, o = 6.031857, B1 = 1.507964 y B2 = 0.0.

El resultado obtenido para VEE en la Tabla 4.50 es un valor bastante sor-
presivo, ya que comparado con la Tabla 4.23 (de las simulaciones locales) que
nos dio el mejor resultado de los tres modelos, en este caso se tiene practicamente
el mismo resultado del modelo pasado con dos parametros 3, y se menciona ade-
méas que ambos resultados fueron peores que el primer modelo simple de QAOA
(para esta instancia).

Incorporando la Figura 4.56 al anélisis, se observa que efectivamente no hay
una mejorfa sustancial en la respuesta usando el modelo de cuatro parametros,
esto se pone en contraste con la grafica de la Figura 4.29 que presenta un porcen-
taje de practicamente el 99 % de medicion hacia los estados 6ptimos, al contrario
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Figura 4.56: Histograma de mejor combinaciéon de parametros v; = 0.753982,
Yo = 6.0318577, B1 = 1.5079647 y B2 = 0.0m problema de 5 nodos en configura-
cion completa usando IBM Q.

de esta simulacion usando IBM Q que presenta solo 50 % aproximadamente.

Con este resultado y los anteriores, podemos ver que el fenémeno de falta de
precisiéon y aumento de mediciones erréneas a medida que se aumenta la compleji-
dad del modelo de QAOA (con mayor nimero de compuertas cuénticas) se repite
también en los problemas de Max-Cut. Para todas las simulaciones de este blo-
que se us6 la computadora cuantica tbmg _manila que presentd la menor relacion
de error entre sus compuertas CNOT internas segin los datos presentes en IBM
Quantum Experience (fecha: 7/10/21). Hasta el momento vemos que existe una
tendencia muy marcada referente a la disminucién de la calidad de las respuestas
de los algoritmos probados en las computadoras cuénticas en comparacién con las
mismas simulaciones realizadas en una computadora clasica (de manera local),
dado que Max-Cut tiene un mayor ntimero de estados 6ptimos se esperaba que la
respuesta fuera mejor que en los casos de ISM porque este fenémeno fue el que se
apreci6 desde las simulaciones locales; sin embargo, se obtuvieron datos relativa-
mente similares (usando optimizacion por BE) en proporcion al error obtenido,
donde la mayoria de los modelos mas complejos son los que tuvieron una mayor
cantidad de errores.

También debe considerarse que muchos modelos presentaron valores nulos de
0.0 para parametros de QAOA, lo cual genera que esa compuerta (para ese para-
metro) no aportara a las rotaciones de los qubits, pero si aportara al aumento el
ruido dado el incremento de compuertas del circuito, que en el estado actual de
las computadoras cuanticas, las cuales presentan una gran cantidad de imperfec-
ciones que aumentan la generacién de resultados aleatorios, ruido y decoherencias
al correr el circuito cuantico.
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Estado obtenido |001)
VEE -2.4612
Valor de vy 1.403145 7
Valor de 1.480049 7

Tabla 4.51: Resultados de problema ISM con configuracién lineal de 3 particulas
usando IBM Q.

4.2.2. Algoritmo QAOA usando Bisqueda Local Iterativa

Para la aplicacion de BLI se usa la misma técnica que en el caso de BE, donde
solo se usaran los datos en referencia a la mejor combinacién encontrada por la
heuristica, esto se hace para respetar el tiempo de procesamiento que se dispone
dentro de las computadoras cuanticas de IBM Q.

Simulaciones usando BLI para ISM

El primer grupo de simulaciones reales corresponde los problemas de ISM, los
valores usados para los parametros de QAOA seran los obtenidos por el método
BLI en las simulaciones locales al igual que en el caso de BE.

Simulacién usando BLI para configuracién lineal de 3 particulas

La primera instancia para abordar serd la de 3 particulas en configuracién
lineal usando los valores de v = 1.403145 y 8 = 1.480049.

Los primeros resultados se pueden ver en la Tabla 4.51 que presenta un
valor de VEE de —2.4612 que estd un poco mas alejado que en el caso de BE
de la Tabla 4.38 con VEE de —2.64919 y también para la Tabla 4.24 de la
simulacién local con VEE de —2.9734.

La Figura 4.57 nos confirma que el resultado para la mejor combinacién de
BLI para el caso de 3 particulas tiene valores inferiores a los obtenidos tanto para
el caso de BE como el de simulacién local usando BLI.

Simulaciéon usando BLI para configuraciéon ciclica de 4 particulas

Pasando a la siguiente instancia del problema para 4 particulas se usaron los
valores de v = 4.933719 y 8 = 1.615047.

Interpretando la informacién de la Tabla 4.52 se tiene un valor de VEE de
—4.1362 que es un mejor valor comparado con el obtenido para el método de BE
(en la Tabla 4.39), pero cotejando este valor con el obtenido en la simulacion
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Figura 4.57: Histograma de mejor combinacién de parametros v = 1.4031457 y
B = 1.4800497 del problema de 3 particulas en configuraciéon lineal usando IBM

Q.

Estado obtenido |0101)

VEE -4.1362
Valor de vy 4.933719 7
Valor de 1.615047 «

Tabla 4.52: Resultados de problema ISM con configuracion ciclica de 4 particulas
usando IBM Q.

local tenemos que este valor se encuentra més alejado de la evaluacion esperada
para el estado 6ptimo.

Con la mejor combinacion probada para esta instancia se genera la Figura
4.58 que muestra una distribuciéon de probabilidades mucho mejor que para el
caso de BE usando IBM @, donde el estado con mayor probabilidad de apari-
cion es el estado optimo |[0101) con casi el 60 %, ademés si se compara con BE
(usando IBM Q) vemos que también existe una disminucion en la probabilidad
de aparicion de los estados no deseados, la cual genera que el VEE de la tabla
anterior sea mas cercano al 6ptimo. En comparacién con el mismo experimento,
pero ejecutado de manera local vemos que la respuesta local es mejor, ya que el
estado Optimo se presenta con un 75 % de probabilidad de medicion.

Aumento de complejidad de operador mezclador usando dos parame-
tros S1y o

Para la primera modificacion de QAOA usando dos parametros en el operador
mezclador se usaron los valores v = 3.809228, 51 = 4.577415 y By = 3.074400.

El valor de VEE de la Tabla 4.53 aparentemente se muestra més lejano
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Figura 4.58: Histograma de mejor combinacién de parametros v = 4.9337197 y
B = 1.6150477 del problema de 4 particulas en configuracién ciclica usando IBM

Q.

Estado obtenido |1101)

VEE -3.3936
Valor de vy 3.809228 w
Valor de S 4.577415 7
Valor de B 3.074400 7

Tabla 4.53: Resultados de problema ISM con configuracion ciclica de 4 particulas
con dos pardmetros 5 usando IBM Q.

que el valor de VEE para el modelo anterior de QAOA, sin embargo, este feno-
meno también se aprecié en las simulaciones locales y es que si bien existe un
detrimento de VEE con respecto al valor 6ptimo esperado, existe un aumento en
la probabilidad de medicion del estado éptimo [1101) caso contrario al modelo
simple de QAOA anterior. Las simulaciones locales siguen mostrando mejores re-
sultados porque el valor de VEE de este modelo (usando 51 y (2) esta méas cerca
del 6ptimo.

Con la Figura 4.59 podemos ver que efectivamente el estado 6ptimo es el
que presenta una probabilidad mas alta de aparicién, y que el aumento de VEE
(es decir que se aleja del minimo) se da por el incremento de estados no deseados
que tienen un valor distinto del 6ptimo lo cual modifica el valor total de VEE.
Comparando este resultado con el de la Tabla 4.32 vemos que las simulaciones
locales presentan un resultado méas adecuado que el de las simulaciones realizadas
en IBM Q.
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Figura 4.59: Histograma de mejor combinaciéon de parametros v = 3.809228,
81 = 4.5774157 y By = 3.0744007 del problema de 4 particulas en configuraciéon
ciclica usando IBM Q.

Estado obtenido |1101)
VEE -1.99739
Valor de 7, 3.737709
Valor de v, 5.034290 7
Valor de S 4.652072 7
Valor de f35 3.813496 7

Tabla 4.54: Resultados de problema ISM con configuracion ciclica de 4 particulas
con dos parametros S y dos parametros v usando IBM Q.

Aumento a dos parejas de parametros v; y 72, con 31 y (s

El modelo més complejo de QAOA aplicado para el problema de 4 particulas
se realiza con 4 pardmetros con valores v; = 3.737709, 7o = 5.034290, 51 =
4.652072 y (B2 = 3.813496.

La Tabla 4.54 nos ensena un valor para VEE de —1.99739 que es el valor mas
lejano del 6ptimo que se tuvo de los tres modelos probados de QAOA, pero este
valor a pesar de estar méas lejano atn mantiene el estado 6ptimo [1101) con mayor
probabilidad, si se compara este resultado con su equivalente en las simulaciones
locales vemos que la diferencia entre estos es radical, dado que para el caso local
el modelo de 4 pardmetros fue el mejor, y para el caso real puede verse como un
mal resultado en general, e inclusive peor que el modelo simple de QAOA con
solo dos pardmetros, ya que a pesar de que este modelo no tiene al estado 6ptimo
con mayor probabilidad de medicién, el modelo simple se mantiene alejado de los
peores estados posibles del sistema.

La informacion presente en la Figura 4.60 muestra una disminucién en la
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Figura 4.60: Histograma de mejor combinaciéon de parametros v; = 3.737709,
Yo = 5.0342907, B1 = 4.65207271 y [y = 3.8134967 del problema de 4 particulas
en configuracion ciclica usando IBM Q.

Estado obtenido |00100)

VEE 0.8364
Valor de vy 5.048866 T
Valor de 4.685957

Tabla 4.55: Resultados de problema ISM con configuraciéon completa de 5 parti-
culas usando IBM Q.

probabilidad de aparicién del estado éptimo y un aumento en la probabilidad de
estado no deseados como |1110). En comparacion con las simulaciones locales, este
modelo presenta los peores resultados en simulaciones de IBM Q, caso contrario
a la simulaciéon local que presentd los mejores valores.

Simulaciéon usando BLI para configuraciéon completa de 5 particulas

Usando el modelo simple de QAOA con dos parametros, uno para el ope-
rador de fase y uno para el operador mezclador. Los valores usados para estos

operadores son v = 5.048866 y 5 = 4.685957.

Los resultados de la Tabla 4.55 muestran el peor valor de VEE obtenido
para cualquiera de las simulaciones reales, ya que el valor ni siquiera se encuentra
dentro de los valores negativos. Esto es bastante curioso porque para el caso local
el valor de VEE fue de —8.3734 que se encuentra relativamente cerca del valor
Optimo.

Ahora, viendo la Figura 4.61 vemos que es practicamente una distribuciéon
aleatoria uniforme, donde el estado |00100) que se muestra con mayor probabili-
dad es uno de los peores estados del sistema. La gréafica para el caso local dispo-
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Figura 4.61: Histograma de mejor combinacién de parametros v = 5.0488667 y
B = 4.68595771 del problema de 5 particulas en configuracién completa usando
IBM Q.

Estado obtenido |01111)

VEE -0.6258
Valor de vy 5.031833 7
Valor de 4.710976 7
Valor de (35 6.245924

Tabla 4.56: Resultados de problema ISM con configuraciéon completa de 5 parti-
culas con dos parametros § usando IBM Q.

nible en la Figura 4.34 muestra una tendencia hacia el estado 6ptimo |00000) y
presenta otros estados con poca probabilidad, pero dichos estados en su mayoria
son estados cercanos al 6ptimo, caso completamente opuesto a la figura del caso
real que no muestra ningtn patrén reconocible.

Aumento de complejidad de operador mezclador usando dos parame-
tros b1y B2

Para el cambio de modelo de QAOA usando dos parametros 5 en el operador
mezclador se usaron los siguientes valores: v = 5.031833, 81 = 4.710976 y 52 =
6.245924.

Viendo los datos de la Tabla 4.56 tenemos que existe una ligera mejoria del
valor de VEE con respecto del modelo anterior de QAOA, sin embargo, el estado
con mayor probabilidad [01111) no es el estado 6ptimo, y de igual forma si se
compara con el VEE de la Tabla 4.29 vemos que existe una diferencia bastante
significativa entre ambos, donde el mejor valor por mucho sigue siendo el de la
simulacién local.
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Figura 4.62: Histograma de mejor combinaciéon de parametros v = 5.031833,
81 = 4.7109767 y B = 6.2459247 del problema de 5 particulas en configuraciéon
completa usando IBM Q.

Estado obtenido |11000)

VEE 0.30479
Valor de v; 5.744897 T
Valor de v, 0.217068 7
Valor de S 1.552818 7
Valor de 5 3.193465 w

Tabla 4.57: Resultados de problema ISM con configuracién completa de 5 parti-
culas con dos pardmetros v y dos parametros § usando IBM Q.

La grafica que se muestra en la Figura 4.62 presenta una ligera mejoria
de la distribucion de estados comparado con el modelo simple de QAOA (caso
anterior), sin embargo, atn existen estados no deseados que aparecen con una
probabilidad considerable, esto nos indica porque VEE permanece tan alejado
del valor de evaluacién para el estado 6ptimo.

Aumento a dos parejas de parametros v; y 72, con 51y [

El altimo modelo probado para el problema de 5 particulas de ISM es usando
4 pardmetros con los siguientes valores: v = 5.744897, v = 0.217068, 1 =
1.552818 y By = 3.193465.

Analizando los datos de la Tabla 4.57 vemos que ahora VEE empeor6 con
referencia al modelo anterior de dos parametros para el operador mezclador,
también el estado con mas apariciones |11000) no es el estado 6ptimo. En com-
paracién con los resultados de la Tabla 4.57 vemos que el caso local ain se
mantiene superior (y por mucho) con respecto a la simulacion en IBM Q.
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Figura 4.63: Histograma de mejor combinaciéon de parametros v; = 5.744897m,
v9 = 0.2170687, 51 = 1.55281871 y B2 = 3.1934657 del problema de 5 particulas
en configuraciéon completa usando IBM Q.

El histograma de la Figura 4.63 nos presenta un resultado bastante irregu-
lar en cuento la probabilidad de aparicién de los estados, donde se aprecia un
incremento en estados no deseados que generan que el valor de VEE se aleje atn
més del esperado para el estado 6ptimo. Incorporando la Figura 4.36 al ana-
lisis, no se puede establecer ningtin patréon de similitud entre ambos, ya que las
probabilidades de aparicién para el caso usando IBM Q estan muy alejadas de
las que se muestran para el caso local, se vuelve a tener el caso local como la
mejor solucién generada entre ambas simulaciones.

Simulaciones usando BLI para Max-Cut

El dltimo bloque de problemas simulados corresponde a los de tipo Max-Cut
usando BLI, de igual forma que en los casos anteriores solo se usaran los valores
generados de las simulaciones locales para evitar el uso excesivo de los recursos
de IBM Q.

Simulacién usando BLI para configuraciéon lineal de 3 nodos

Para esta primera instancia de 3 nodos usando BLI se usan los valores v =
0.57376 y = 4.298174.

El Valor de Energia Esperado (VEE) que se muestra en la Tabla 4.58 tiene
un valor relativamente cercano al obtenido para el caso local, también el estado
que se presenta con mayor probabilidad es el estado 6ptimo [010).

En la Figura 4.64 vemos una tendencia a tener con mayor probabilidad los
estados 6ptimos |010) y |101), este patron es bastante similar al del caso local de
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Estado obtenido |010)

VEE 1.5049
Valor de vy 0.57376
Valor de 4.298174 7

Tabla 4.58: Resultados de problema Max-Cut con configuracion lineal de 3 nodos
usando IBM Q.
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Figura 4.64: Histograma de mejor combinacién de parametros v = 0.573767 y
B = 4.2981747 del problema de 3 nodos en configuracién lineal usando IBM Q.

la Figura 4.37, pero al igual que en los casos anteriores, la distribucién de la
probabilidad entre estados posibles es mejor en la simulacién local.

Simulacién usando BLI para configuracién ciclica de 4 nodos

Transitando al problema de 4 nodos de la simulacién real usando BLI se
usaron los valores 7 = 6.255068 y 5 = 0.098935.

Viendo los datos de la Tabla 4.59 se aprecia un VEE similar al del caso local,
pero con la diferencia de que el estado [1001) se presenta con mayor ntmero de
apariciones en el caso de la simulaciéon real.

La distribuciéon de estados de la Figura 4.65 se muestra con bastante simi-

Estado obtenido |0000)

VEE 1.9560
Valor de vy 6.255068 7
Valor de 3 0.098935

Tabla 4.59: Resultados de problema Max-Cut con configuracién ciclica de 4 nodos
usando IBM Q.
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Figura 4.65: Histograma de mejor combinacién de parametros v = 6.2550687 y
B = 0.0989357 del problema de 4 nodos en configuracion ciclica usando IBM Q.

Estado obtenido |1011)

VEE 2.156
Valor de vy 2.698002 w
Valor de f3; 5.458207 w
Valor de 5 5.488248 w

Tabla 4.60: Resultados de problema Max-Cut con configuracion ciclica de 4 nodos
con dos pardmetros S usando IBM Q.

litud a lo obtenido en ambas simulaciones locales (BE y BLI) y también para el
caso de BE en la simulacién real, esta distribucién es practicamente unitaria de
forma aleatoria sobre todos los estados posibles.

Aumento de complejidad de operador mezclador usando dos parame-
tros b1y B2

Alterando el modelo simple de QAOA agregando un parametro mas al ope-
rador mezclador se obtuvieron los siguientes resultados. Los valores usados para
los pardmetros fueron v = 2.698002, 51 = 5.458207 y (2 = 5.488248.

Los resultados de la Tabla 4.60 nos muestra un VEE que se muestra cercano
al obtenido en el caso local para el mismo modelo, sin embargo, el estado que se
muestra con mayor probabilidad de apariciéon [1011) no es el estado 6ptimo.

Observando la Figura 4.66 se tiene que el patrén de probabilidades de los
estados es completamente distinto al del la Figura 4.39 (caso local) dado que los
estados 6ptimos para el caso de la simulaciéon con IBM Q no se muestran como
los de mayor probabilidad de aparicidon, y para el caso local si. Vemos que a pesar
de tener un VEE cercano, el histograma obtenido es completamente distinto a lo
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Figura 4.66: Histograma de mejor combinaciéon de parametros v = 2.698002,
B1 = 5.4582077 y o = 5.488248m del problema de 4 nodos en configuracién
ciclica usando IBM Q.

Estado obtenido |0101)

VEE 2.498
Valor de v; 1.564337 m
Valor de 7o 3.939548 w
Valor de S 5.315979 w
Valor de 5 2.370957 w

Tabla 4.61: Resultados de problema Max-Cut con configuracién ciclica de 4 nodos
con dos parametros v y dos pardmetros 5 usando IBM Q.

esperado.

Aumento a dos parejas de parametros v; y 72, con 31 y 2

Pasando al ultimo modelo probado para 4 nodos, en el cual se usaron cuatro
parametros (dos para operadores de fase y dos para operadores mezcladores) con
los valores 1 = 1.564337, v = 3.939548, 81 = 5.315979 y [ = 2.370957.

El valor presentado para VEE en la Tabla 4.61 es el mejor valor obtenido
para cualquiera de los tres modelos probados de QAOA para el problema de 4
nodos (usando BLI), pero comparado con el valor obtenido para el caso local, el
valor de VEE es mucho peor en esta simulacion.

El histograma de la Figura 4.67 posiblemente el mejor resultado obtenido
hasta el momento en lo que respecta a los modelos de tres o cuatro parametros
para QAOA en las simulaciones reales, ya que si bien esta grafica est4d muy lejos
del resultado obtenido en la Figura 4.40 que tuvo un resultado “perfecto” con
una probabilidad del 100 %, pero tomando en cuenta la tendencia observada con
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Figura 4.67: Histograma de mejor combinaciéon de parametros v; = 1.564337m,
Yo = 3.9395487, B1 = 5.3159797w y B2 = 2.3709577 del problema de 4 nodos en
configuracioén ciclica usando IBM Q.

Estado obtenido |10101)

VEE 2.6859
Valor de vy 4.96846 w
Valor de 4.724006 7

Tabla 4.62: Resultados de problema Max-Cut con configuracién completa de 5
nodos usando IBM Q.

el aumento de compuertas y qubits en el circuito cuantico (haciendo a QAOA
més complejo) que genera un aumento de ruido y decoherencias en el sistema, que
generaba que las respuestas se encontraran bastante alejadas de las respuestas
locales, y en este caso se pudo tener un resultado bastante aceptable considerando
la cantidad de elementos del circuito cuéntico.

Simulacién usando BLI para configuracién completa de 5 nodos

Pasando a la tltima instancia analizada, que corresponde problema de 5 nodos
en configuracion completa empezamos con el modelo simple de QAOA con solo
dos pardmetros con valores v = 4.96846 y 8 = 4.724006.

La Tabla 4.62 contiene un VEE bastante lejano al valor de evaluacion espe-
rado para los estados 6ptimos, al analizarlo junto al resultado del caso local vemos
que nuestro VEE con 2.6859 se encuentra también alejado del caso local, ademas
se debe mencionar que para ambos casos el estado con mayor probabilidad de
aparicion es [10101) que es uno de los estados 6ptimos posibles del sistema.

La distribucién de probabilidades de estados de la Figura 4.68 tienen simi-
litudes al del caso local, ya que para ambos casos se muestra que existen proba-
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Figura 4.68: Histograma de mejor combinaciéon de parametros v = 4.96846m y
B = 4.7240067 del problema de 5 nodos en configuracién completa usando IBM

Q.

Estado obtenido |11101)

VEE 2.4840
Valor de vy 5.586943 m
Valor de 1 4.693765
Valor de (35 3.122219

Tabla 4.63: Resultados de problema Max-Cut con configuracién completa de 5
nodos con dos parametros 8 usando IBM Q.

bilidades superiores al 5 % para varios de los estados 6ptimos del sistema, pero a
diferencia del caso local, esta grafica (usando IBM Q) nos muestra un aumento
en la probabilidad de aparicién de estados no deseados.

Aumento de complejidad de operador mezclador usando dos parame-
tros Sy B2

Usando el modelo modificado de QAOA con dos pardametros para el operador
mezclador y uno para el operador de fase se emplearon los siguientes valores con
v = 5.586943, 51 = 4.693765 y [ = 3.122219.

La Tabla 4.63 nos muestra una deficiencia en la respuesta con respecto al
modelo anterior de QAOA (modelo simple) porque el VEE estd mas alejado del
valor de evaluacion 6ptimo esperado que es de 6. También, si lo comparamos con
la simulacién local vemos que existe de igual forma una diferencia considerable,
ya que el modelo local con dos pardmetros 5 no tiene una mejora sustancial con
respecto del modelo simple, pero este modelo (modificado de QAOA) decrementa
la probabilidad de aparicion de estados no deseados (en la simulacion local), y



4. RESULTADOS Y ANALISIS

Estado obtenido |01101)

VEE 2.8280
Valor de v; 3.849325 w
Valor de 72 2.737281
Valor de S 1.601462 7
Valor de (35 3.103111 7

145

Tabla 4.64: Resultados de problema Max-Cut con configuracién completa de 5
nodos con dos pardmetros v y dos parametros S usando IBM Q.

en esta simulacién se increment6 la aparicion de estados no deseados.
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Figura 4.69: Histograma de mejor combinaciéon de pardmetros v = 5.586943m,
B1 = 4.693765m v B = 3.1222197 del problema de 5 nodos en configuracién
completa usando IBM Q.

En la Figura 4.69 se presenta de forma visual los resultados de la tabla
anterior, y se puede ver claramente como no existe una mejoria en la respuesta,
es decir, en la distribucién de las apariciones de los distintos estados del sistema,
ya que no se aprecia un aumento en la probabilidad de mediciéon de los estados
o6ptimos sobre los estados no deseados. Estudiando esta figura junto a la Figura
4.42 vemos que para el caso local si se pudo tener una pequena mejoria que se
aprecia tanto en los estados 6ptimos como en los no deseados.

Aumento a dos parejas de parametros v; y 72, con 51y [2

La ultima simulaciéon que se realizard serd para el modelo modificado de
QAOA usando cuatro pardmetros, dos parametros vy y dos parametros 3, este mo-
delo se aplica al problema de 5 nodos en configuraciéon completa con los siguientes
valores para v; = 3.849325, v = 2.737281, 81 = 1.601462 y By = 3.103111.

El valor presentado de VEE con 2.8280 es el mejor resultado obtenido para
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cualquiera de los modelos probados en las simulaciones reales (de este problema),
aunque no es una mejoria significativa esto nos indica que al menos para esta
instancia de 5 nodos y la instancia anterior de 4, el aumento de la complejidad
del circuito cuantico que incrementa el ruido y la decoherencia, no afecto tan
drasticamente a estos casos, los cuales se vieron beneficiados por una mayor
complejidad en el modelo de QAOA, generando una mejor respuesta que en los
modelos simples. Comparando estos datos con los de la Tabla 4.37 vemos que se
mantiene la tendencia de que las simulaciones locales poseen mejores resultados
independientemente del modelo probado en IBM Q.
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Figura 4.70: Histograma de mejor combinaciéon de parametros v; = 3.849325m,
vo = 2.7372817, 51 = 1.6014627 y B2 = 3.103111x del problema de 5 nodos en
configuracién completa usando IBM Q.

Finalmente en la grafica de la Figura 4.70 vemos una distribucién con una
pequenia mejoria en torno al ntmero de apariciones de los estados 6ptimos y
un decremento de apariciones en los estados no deseados, aunque no es una
diferencia tan marcada como en la Figura 4.43 que tiene una clara tendencia a
medir estados 6ptimos sobre los otros, si podemos decir que existe un avance con
respecto a los modelos anteriores probados en IBM Q para esta instancia.

Anexando estos resultados al anéalisis podemos ver que de manera general,
los problemas de tipo Max-Cut son méas compatibles con el uso de QAOA en
computadoras cuanticas reales, esto se puede relacionar a dos factores principales;
el primero toma en cuenta que para el caso de Max-Cut existe un niimero inferior
de compuertas que son necesarias para plantear el operador de fase (Hamiltoniano
del Problema) que aparentemente no se considera como una cantidad elevada,
pero a medida que vamos aumentando la complejidad del modelo de QAOA (como
en el caso de cuatro parametros) el aumento de estas compuertas cuanticas extra
comienza a incorporar mas ruido y al final se traduce en peores respuestas para
ISM que para Max-Cut. El otro aspecto que es importante mencionar respecto
al desempeno de QAOA con Max-Cut, es que al tener una mayor cantidad de
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optimos globales en el sistema (donde por lo menos existen dos en la mayoria de
los casos) esto facilita la exploracion por parte de QAOA porque ya no es necesario
que encuentre un solo estado 6ptimo en especifico, sino que ahora puede encontrar
dos posibles soluciones 6ptimas dentro del espacio de buisqueda; esto también se
puede relacionar con que QAOA no se plantea como un algoritmo exacto (para
dar la soluciéon optima el 100 %) en todos los casos, pero si se busca dar una
respuesta aproximada que se refleja como la aparicion de un estado 6ptimo (y los
cercanos a este) con una mayor probabilidad.

4.3. Comparativa de resultados y analisis

Con los resultados generados en todas las simulaciones tanto locales como
reales, usando tanto el método de optimizaciéon por Busqueda Exhaustiva como
el método de Busqueda Local Iterada (o Iterativa) aplicados para las distintas
instancias de los problemas de ISM y Max-Cut usando diferentes modelos de
QAOA partiendo del modelo simple (usando solo dos parametros), el modelo con
aumento de parametros para el operador mezclador y el modelo que utiliza dos
operadores de fase y dos operadores mezcladores conectados de manera consecu-
tiva (que representa el modelo mas complejo) se generaron las siguientes tablas
condensadas para facilitar su analisis y comprensiéon con miras a las conclusiones
de la siguiente seccion.

La primera tabla corresponde a la coleccion de todos los datos de las tablas de
simulaciones individuales, donde solo se expresa el VEE (es decir, que las tablas
que usaban en método de evaluacion por CTA no seréan contempladas) y el tipo
de simulacién al que pertenecen.

La primera parte de la recopilaciéon de datos se muestra en la Tabla 4.65
donde se tienen todos los valores generados de VEE para los distintos problemas
en simulaciones locales y reales, ademas se agregan dos columnas llamadas Dif
Opt-Loc que corresponde a la diferencia entre el valor 6ptimo y el valor de
simulacién local, y Dif Opt-Real que es la diferencia entre el valor 6ptimo y el
valor de simulacién real. Los valores de las columnas de diferencia se busca que
estén lo mas cercanos a cero posible, para el caso de ISM el signo negativo en
la mayoria de los casos se mantiene debido a que representan que tan cerca o
lejos se encontraron del valor éptimo que es un ntimero negativo; para el caso de
Max-Cut los valores se mantienen normalmente con signo positivo debido a que
el 6ptimo es un ntmero positivo.

La segunda parte de la recopilaciéon que se encuentra en la Tabla 4.66 mues-
tra los resultados logrados usando la heuristica de Busqueda Local Iterada (o
Iterativa) para los distintos problemas analizados, igual que en la tabla anterior,
se incorporan dos columnas para agregar las diferencias entre los resultados 6p-
timos y los logrados en las simulaciones locales y reales. La tnica diferencia que
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Busqueda Exhaustiva

ISM para 3 particulas

VEE Local | VEE Real | Optimo | Dif Opt-Loc | Dif Opt-Real
QAOA (2p) -2.8496 -2.64919 -3.5 -0.650/ -0.85081
ISM para 4 particulas
VEE Local | VEE Real | Optimo
QAOA (2p) -4.8044 -4.0834 -5.9 -1.0956 -1.8166
QAOA (3p) -3.8814 -1.7432 -5.9 -2.0186 -4.1568
ISM para 5 particulas
VEE Local | VEE Real | Optimo
QAOA (2p) -7.9012 -3.3192 -10.9 -2.9988 -7.5808
QAOA (3p) -6.7092 -2.1216 -10.9 -4.1908 -8.7784
QAOA (4p) -8.1286 -0.2806 -10.9 -2.771/4 -10.619
Max-Cut para 3 nodos
VEE Local | VEE Real | Optimo
QAOA (2p) 1.658 1.5499 2 0.342 0.4501
Max-Cut para 4 nodos
VEE Local | VEE Real | Optimo
QAOA (2p) 2.088 1.9819 4 1.912 2.0181
QAOA (3p) | 2618 2.312 4 1.382 1.688
QAOA (4p) 3.9819 2.8439 4 0.0181 1.1561
Max-Cut para 5 nodos
VEE Local | VEE Real | Optimo
QAOA (2p) 3.514 2.9619 6 2.486 3.0381
QAOA (3p) 3.634 2.608 6 2.366 3.392
QAOA (4p) 3.65 2.636 6 2.35 3.364

Tabla 4.65: Recopilacion de resultados para Biisqueda Exhaustiva en los proble-
mas de ISM y Max-Cut para simulaciones locales y reales.
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Busqueda Local Iterada (o Iterativa)

ISM para 3 particulas

VEE Local | VEE Real | Optimo | Dif Opt-Loc | Dif Opt-Real
QAOA (2p) -2.9734 -2.4612 -3.5 -0.5266 -1.0388
ISM para 4 particulas
VEE Local | VEE Real | Optimo
QAOA (2p) -4.8908 -4.1362 -5.9 -1.0092 -1.7638
QAOA (3p) -4.0956 -3.3936 -5.9 -1.8044 -2.5064
QAOA (4p) -4.7374 -1.99739 -5.9 -1.1626 -3.90261
ISM para 5 particulas
VEE Local | VEE Real | Optimo
QAOA (2p) -8.3734 0.8364 -10.9 -2.5266 -11.7364
QAOA (3p) -7.3026 -0.6258 -10.9 -3.5974 -10.2742
QAOA (4p) -7.3473 0.30479 -10.9 -3.5527 -11.20479
Max-Cut para 3 nodos
VEE Local | VEE Real | Optimo
QAOA (2p) 1.716 1.5049 2 0.28/ 0.4951
Max-Cut para 4 nodos
VEE Local | VEE Real | Optimo
QAOA (2p) 2.144 1.956 4 1.856 2.044
QAOA (3p) 2.6919 2.156 4 1.3081 1.844
QAOA (4p) 4 2.498 4 0 1.502
Max-Cut para 5 nodos
VEE Local | VEE Real | Optimo
QAOA (2p) 3.6879 2.6859 6 2.8121 3.3141
QAOA (3p) 3.7499 2.484 6 2.2501 3.516
QAOA (4p) 3.758 2.828 6 2.242 3.172

Tabla 4.66: Recopilacion de resultados para Busqueda Local Iterada (o Iterativa)
en los problemas de ISM y Max-Cut para simulaciones locales y reales.
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se encuentra entre ambas tablas es la existencia de una simulacién més para el
caso de BLI que corresponde al problema de ISM de 4 particulas en configuracién
ciclica, ya que debido a que BLI permitié incrementar el ntimero de parametros
dentro de QAOA sin aumentar mucho el tiempo y recursos necesarios para la
simulacion, se analiz6 que pasaria si para ese problema se agregaba el modelo
més complejo de QAOA probado en este trabajo, cosa que no se realizo para el
método de BE debido al tiempo y recursos que demandaba.

El patron que se muestra desde las simulaciones individuales y que ahora se
puede confirmar usando las Tablas 4.65 y 4.66 es que todas las simulaciones
locales muestran una mejor respuesta (una menor diferencia entre el valor 6ptimo
y el simulado) que cualquier simulacion real, donde las diferencias que existen
entre los 6ptimos y los resultados locales pueden variar dependiendo del problema
y del modelo de QAOA usado.

Las diferencias observadas entre los valores 6ptimos y los de las simulaciones
reales es que para el caso de los problemas de ISM a medida que el modelo de
QAOA aumenta de complejidad, es decir, aumenta el nimero de parametros y
esto provoca una diferencia mas grande entre el 6éptimo y el resultado obtenido
de la simulacién, lo cual nos indica que el ruido y decoherencia que se genera
a causa del aumento de compuertas y/o qubits tiene un mayor impacto y que
prevalece por encima del beneficio de tener un modelo de QAOA mas adecuado.

Ahora, para las diferencias de los tipos de problemas de Max-Cut, se encuen-
tra que en general los resultados tienden a ser un poco mejores a medida que
aumenta la complejidad del modelo de QAOA, esto nos muestra que existe una
diferencia considerable entre los problemas de tipo Max-Cut e ISM, que apa-
rentemente en la descripcion del operador de fase (traduccion del problema de
optimizacion al operador cuéntico) no existe una “gran” discrepancia con respecto
al operador de fase en ISM (existencia del campo magnético externo) pero que
en la realidad experimental si afecta considerablemente los resultados, sobre todo
para los programas ejecutados en las computadoras cuanticas de IBM Q. Estos
resultados también se les puede relacionar con la presencia de més de un 6ptimo
global en los problemas de tipo Max-Cut, ya que QAOA al ser un algoritmo de
aproximacién de optimizacion se beneficia del hecho de poder encontrar méas de
una solucién 6ptima en todo el espacio de biisqueda, lo cual es mas “simple” que
buscar una tinica solucién en ese mismo espacio.

A partir de estas dos tablas (en especifico de las columnas que extraen las
diferencias entre 6ptimos y simulaciones) se generaron dos tablas que expresan
el promedio obtenido con respecto a la variacién entre valores 6ptimos y los
obtenidos durante las distintas experimentaciones.

Analizando la Tabla 4.67 se pueden establecer dos resultados importantes
entre los métodos de BE y BLI para los casos de las simulaciones locales y reales.
El primer resultado se refiere a las simulaciones locales, ya que como podemos
ver en la tabla anterior en la columna Prom Opt-Loc vemos que tanto para
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Biisqueda Exhaustiva
Prom Opt-Loc | Prom Opt-Real

ISM ISM
-2.2876 -5.63
Max-Cut Max-Cut

1.55 2.16

Biisqueda Local Iterativa
Prom Opt-Loc | Prom Opt-Real

ISM ISM
-2.03 -6.06
Max-Cut Max-Cut
1.46 2.27

Tabla 4.67: Comparativa de resultados promedio para BE y BLI en los problemas
de ISM y Max-Cut para simulaciones locales y reales.

ISM como para Max-Cut se tienen resultados mas cercanos al 6ptimo usando
la heuristica de Busqueda Local Iterada. El segundo resultado impacta a las
simulaciones reales (columna Prom Opt-Real) y es que para estos casos el
método de Busqueda Exhaustiva se muestra como una mejor estrategia (para ISM
y Max-Cut), ya que genera valores més proximos al 6ptimo (en promedio), esto es
un resultado bastante interesante porque se esperaria que la tendencia observada
de las simulaciones locales se trasladara a las simulaciones reales cuando se aplica
BE o BLI, sin embargo, esto no es asi, al menos en los experimentos realizados,
pero esto se puede atribuir a muchos factores, ya que como se mostré en las
simulaciones reales a lo largo de todas las instancias existia siempre un factor de
incertidumbre asociado que no presentaba un patrén reconocible o predecible a lo
largo de los experimentos, lo cual puede afectar las lecturas tomadas en los datos
estadisticos de las simulaciones reales dependiendo de las computadoras cuénticas
usadas y el nivel de calibracién de las mismas. También debe considerarse que
en el estado actual del hardware cuantico no es posible representar exactamente
los valores de las compuertas de rotacién planteadas por BLI para los operadores
de fase y mezclador, en otras palabras, el valor que se asigna solo se aproxima
con una cierta precision lo cual puede comprometer en gran medida los datos
esperados usando la combinacién de parametros hipotética (la obtenida por el
método de optimizacion) y la que se genera en la realidad (la usada realmente por
la computadora cuantica), y dado que BE usa valores “estandar” puede que este
sea un factor que genere que para las simulaciones reales BE actué de mejor forma,
por ello no puede decirse con completa certeza que BE genere mejores valores
de parametros para usarse en QAOA aunque los datos muestren una pequeiia
mejoria para este método en comparaciéon con BLI. Dado que las simulaciones
locales no presentan tantas variaciones en cuanto a los experimentos o la forma
en que se ejecutan dichos experimentos, puede tomarse con mayor fiabilidad el
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comportamiento observado en los casos locales, es decir, que debe considerarse a
BLI como una mejor estrategia para la calibracién de los pardmetros del algoritmo
QAOA mientras no se tenga mas informacién respecto a los fenémenos especificos
que alteran los datos vistos en las simulaciones reales.



CAPITULO 5

Conclusiones

Las conclusiones que se redactaron para este trabajo se basan en los aspectos
mas importantes e interesantes que se extrajeron a partir de las distintas simula-
ciones para las diferentes instancias analizadas tanto de forma local como en las
computadoras cuanticas de IBM Quantum Experience.

La primera conclusion se relaciona con las configuraciones y el ntimero de
particulas o nodos implementados en las instancias simuladas, ya que los factores
que afectan principalmente la complejidad del problema solo seran estos dos as-
pectos, en este trabajo solo se tomaron problemas con pocos nodos o particulas
por lo que no fue posible observar como el aumento de particulas en la simula-
cion (solo del algoritmo QAOA) representa un incremento en los recursos que la
computadora clésica necesita para simular el problema, esto se da en el sentido
de que la computadora clésica necesita emular el comportamiento cuantico usan-
do aproximaciones que resultan bastante costosas, de hecho esto es uno de los
principales problemas por lo que se desarrollé el paradigma de la computaciéon
cuéntica, ya que a medida que el nimero de particulas aumenta también la com-
plejidad del problema sube de forma exponencial hasta llegar a un punto en que
se vuelve no computable para los paradigmas clasicos. El otro aspecto que puede
determinar el desempenio de QAOA (junto con su método de optimizacion) es
la configuracion y el tipo de problema, los problemas ISM en su gran mayoria
se presentan con un solo estado 6ptimo independientemente de la configuracién
de las particulas (lineal, ciclica o completa) pero para el caso de Max-Cut la
configuracion lineal y la configuracion ciclica presentaron una solucién dual en la
cual se tienen dos estados 6ptimos y esto facilita que el método de optimizaciéon
pueda encontrar un estado 6ptimo (o ambos), y cuando se abordd en especifico
el problema de Max-Cut en configuracién completa se observé que al tener una
gran cantidad de estados 6ptimos esto mejord el actuar de QAOA, en especifico
con la heuristica de Bisqueda Local Iterativa, ya que la mayoria de los modelos
de QAOA nos generaron respuestas con una alta probabilidad de medicién hacia
los estados 6ptimos.

La conclusién anterior también la podemos relacionar con problemas con mil-
tiples 6ptimos globales que son més sencillos para resolver con QAOA, porque
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al ser un algoritmo de aproximacién el hecho de tener multiples 6ptimos permite
explotar la “falta” de exactitud y permitir que la probabilidad total de medicién
esté distribuida en los estados 6ptimos (y los estados mas cercanos a estos) como
en caso del problema de Max-Cut de 5 nodos en configuracién completa.

En términos de la comparativa entre los métodos de optimizacién de Busqueda
Exhaustiva y Busqueda Local Iterativa (o Iterada) podemos concluir que en la
mayoria de los problemas analizados, para las simulaciones locales, BLI es una
mejor alternativa que BE, esto lo podemos ver desde dos perspectivas, la primera
relaciona la complejidad computacional y recursos que se necesitan para correr
BE en comparacién con BLI, y la segunda se tiene de los datos estadisticos
recabados durante las simulaciones, porque los valores de BLI tanto para ISM
como Max-Cut se muestran més cercanos a los 6ptimos de todas las instancias
en promedio.

BLI es un método més eficiente a medida que el nimero de pardmetros in-
crementa en comparacion con BE que aumenta exponencialmente a medida que
se suman mas parametros a explorar. Otro aspecto que se necesita analizar con
mayor detenimiento es la relacion entre el espacio de busqueda de los parame-
tros para los operadores de QAOA y el espacio de estados que genera el sistema
(a partir de la aplicacion de dichos parametros), es decir, los estados que son
medidos; ya que el espacio de busqueda de parametros mapea (a partir de una
combinaciéon de valores) a un estado dentro del espacio de Hilbert donde estan
los qubits que representan el problema, esto es bastante complejo e interesante
porque nos indica que la optimizacién que se realiza para obtener el estado 6pti-
mo no se efectiia de forma directa a los estados, sino que se aplica al espacio de
busqueda que “interacttia” con espacio de estados del sistema (espacio de Hilbert)
y entonces el problema demanda tomar en cuenta las caracteristicas de ambos
espacios para generar una exploracion méas adecuada.

BE es un método bastante costoso, y para problemas de este estilo, donde
existe un rango continuo de valores que pueden tomar los parametros representa
la necesidad de una buena precision para lo que BE se vuelve poco ttil para
instancias que necesiten incluso un nimero reducido de parametros manteniendo
una buena precision.

BE y BLI son métodos de optimizaciéon que difieren mucho entre si, los resul-
tados para simulaciones locales nos indican una mejorfa al aplicar BLI sobre BE
simplemente en los resultados generados, pero al aplicar BLI en las simulaciones
reales se tuvieron peores resultados que usando BE, como se comentd anterior-
mente esto se puede deber a muchos factores que ocurren durante la simulacién
real y afectan de forma directa el resultado final, por ello se toma como referencia
las simulaciones locales (hasta no tener una mejor profundidad de informacion
respecto a los fenémenos que afectan en especifico las simulaciones reales con
BLI) para decir que BLI es un método de optimizacion més recomendable en su
generalidad, que puede ser adecuado a tipos de problemas sin tener que aumentar
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mucho su complejidad (y su costo computacional). Es importante senalar que el
aumento de parametros o variables a optimizar en el caso de BLI no represen-
tan un crecimiento de costo computacional tan drastico como en BE, ya que en
todas las simulaciones realizadas siempre se mantuvieron los mismos valores de
calibracion que son los que incrementan o decrementan el costo de BLI. Cuando
se aplicoé BLI en los distintos problemas de este trabajo el costo y tiempo ne-
cesario para optimizar los pardmetros y simular el circuito cuantico se mantuvo
practicamente igual, aun con el aumento de nuevos pardmetros, cosa contraria al
método de BE.

También se concluye que es fundamental tener un ntimero adecuado de pa-
rametros (y por ende, un nimero adecuado de operadores) para lograr explorar
de forma eficiente y de la forma maéas completa posible el espacio de busqueda
de los parametros. Ademas, es importante tener en cuenta que al agregar nuevos
operadores de forma consecutiva o al incrementar los parametros del operador
mezclador debe considerarse el fenémeno de entrelazamiento porque existen esta-
dos que no pueden ser alcanzados solo con rotaciones individuales (aplicacion de
operadores o compuertas cuénticas no entrelazadas) y es necesario aplicar estas
rotaciones de forma entrelazada.

Finalmente, las tltimas conclusiones se dan en torno a los resultados obteni-
dos entre las simulaciones locales y las simulaciones reales, debido a que todas
las simulaciones locales presentaron mejores resultados que las reales, aun cuando
se implementaron los mismos valores para los parametros dentro de QAOA en
ambos casos. Esto nos habla directamente del estado de las computadoras cuan-
ticas NISQ, que aun se encuentran en una etapa temprana donde existe una gran
cantidad de ruido y decoherencia que afecta al sistema y genera resultados com-
pletamente diferentes a los esperados en la teoria (simulaciones locales). Existen
cuatro factores que se detectaron que presentan un mayor impacto en la calidad
de la respuesta generada por parte de QAOA usando IBM Q. El primer factor
es el namero de compuertas implementadas debido al tipo de problema o a la
complejidad del modelo de QAOA, se observa que a medida que el nimero de
compuertas cuanticas aumenta también aumenta el ruido y decoherencias en el
sistema, el segundo factor es el niimero de qubits que se necesitan para el circuito
porque al igual que las compuertas al incrementar el niimero de qubits también
se incrementa el ruido del sistema, IBM Q incluso presenta graficas de la calidad
de los qubits del sistema cuantico que se esté usando, donde se tienen qubits
con una mayor fiabilidad que otros; el tercer factor se relaciona directamente con
la capacidad de la computadora cuantica para poder “crear” (o implementar) el
circuito cuantico deseado con exactitud, esto se presenta cuando se busca gene-
rar una rotaciéon con un valor muy especifico y que en la practica posiblemente
esa compuerta tenga que ser creada de forma aproximada usando una secuencia
de compuertas disponibles para la computadora cuantica, por lo que a mayor
detalle de los elementos del circuito posiblemente se tenga mas imprecisiones en
la implementacién que se esté corriendo realmente; y el cuarto factor detecta-
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do se presenta con relaciéon a los tipos de modelos de computadoras cuanticas
actuales, si bien en su mayoria son catalogadas como NISQ, existen dentro de
esta clase muchos tipos de procesadores cuanticos, diferentes tipos de tecnolo-
gias de enfriamiento, y también se contempla el mantenimiento que se tiene de
cada equipo por lo que en general es importante tener en cuenta el tipo de dis-
positivo en el que se ejecutara el circuito cuantico en miras de que sea el mejor
disponible (mejor tecnologia, mejor procesador y manteamiento méas reciente) y
el que presente una mejor compatibilidad con nuestro problema (que cuente con
los recursos necesarios, llamese ntimero de qubits y/o nimero de compuertas).
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Abstract—Searching algorithms and path planning algorithms
are in a variety of applications, where the mobile robotics field
is one of the most popular. QPA* algorithm attempts to perform
this two strategies at the ‘“‘same time”. The algorithm makes
use of three strategies to generate a different solution to the
exploration and path planning mainstream, using a ‘“proposed
version” of a modified A* (star) algorithm, the idea of the
Potential Fields Algorithm (to deal with the collision avoidance)
applied as a artificial binary field, and an exploration heuristic
named ‘“quadrant grid search”. The QPA* algorithm is designed
to be applied in a search and rescue robot, where the problem of
“localization” and ‘“mapping” is consider to be independent of
the exploring and path planning algorithm. The “exploration”
part of QPA * is intended to overcome the main problem of
path planning algorithms, that is the lack of a true exploration
factor” and preserve the efficiency of making a route using
the path planning approach of A* algorithm. Finally, we test
three different approximations (for the path planning part) in
combination with the quadrant grid search, in order to identify
the pros and cons of this design.

Index Terms—Intelligent Agents, Artificial Intelligence, Cog-
nitive Robots, Mobile Robots, Exploration Algorithms, Path
Planning Algorithms, Search Matrix Grid.

I. INTRODUCTION

In terms of mobile robots, the exploration task can be
defined as the way of guiding the mobile robot thought
certain map, and use its sensors to get information about
the environment [1], the exploration algorithms play a very
important role in today mobile robotics, because this robots are
capable of generating exploration maps [1] [2], the quality and
reliability of this exploration maps is associated to different
factors, where some of the most important are: robot’s position
and the position of the landmarks (relative to the robot’s
position), the quality of the sensor measurements (and the
uncertainty related to them), etc.

Then, the “path planning” algorithms in robotics, try to
solve the problem of generating a path two references in a
map, usually an start and goal point. The most referenced (at
least, in the bibliography consulted) path planning algorithms
have an ideal approach, where they do not consider the
associated uncertainty due to the robots sensors, actuators,
models, etc. [8] In this sense, for the design of “ASTEC” (the
autonomous mobile robot taken as reference for this work)
the considerations of the associated uncertainty is handled by
the localization and mapping algorithm, not by the exploration

and path planning algorithm. Also, having an ideal (sometimes
deterministic) approach is not always that bad, because the
algorithms, in the case of path planning, are much easier
to understand and implement, and as Esmaeel Khanmirza,
et al., [17] showed, for two dimensional environments, the
deterministic path planning algorithms are better than the
probabilistic ones.

Dijkstra’s Algorithm

Dijkstra’s algorithm is a graph search algorithm. This algo-
rithm is the kernel of a great variety of other searching, and
path planning algorithms. The algorithm can find the optimal
solution for a single source in a non-negative path between
nodes, in most cases is used to find the less expensive path
[4]. Dijkstra’s Algorithm computational cost is mainly based
on the number of nodes and the connections between them
[3], and that is one of the main problems of this algorithms,
because as the number of nodes or connections between those
nodes increases also increases the computational time to solve
the problem using this method. [5]

The common mathematical expression, used to represent the
functionality of the Dijkstra’s Algorithm is:

d(v) = min {d(u) + c(u,v)} (1)

o d(v) is the “active node” that is being explored (and if it
is the case is modified).

e d(u) corresponds to the minimum distance from the
closest node, coming from a previous node.

e ¢(u,v) stands for the distance from u to v.

A* (star) Algorithm

A* Algorithm, is one of the main parts of the design of
this searching and path planning algorithm. The A* algorithm
it is path planning algorithm, it can be used in different
configuration spaces, usually topological or metric spaces. [6]

This algorithm uses two different approaches, an heuristic
function (mainly Euclidean, Manhattan or Chebyshev distance
function) and Dijkstra’s Algorithm. Duchon F., et. al, in the
article published in 2013 [7], they analyze the efficiency of
the algorithm for obtaining a minimum cost path between an
start node and a goal node, where the use of the heuristic
complements the approach of Dijkstra, this makes, in general,



an improvement of the computational cost. However, they
also showed that in large grid exploration matrices (60,000
or more), even this approach need a great quantity of compu-
tational resources.

For every element (1,2, 3, ...,n) in the front vector, for an
instant ¢, the equation for A* Algorithm is:

a;(f) = gi(f) +di(f) 2

Where:

e g;(f) is the distance or value, calculated using the
heuristic part of the algorithm, from a certain front node
i(1,2,3,...,n) to the goal m.

e d;(f) stand for cost of a path from the initial state (start
node) to the actual node, visiting certain nodes.

« a! represents the sum of the heuristic and Dijkstra’s
approaches.

After the calculation for the front nodes values, is estab-
lished an other similar strategy from Dijkstra, that is the
identification of the node with the lowest cost of the front
vector and this node generates the “new start” for the next
front vector (the lowest cost node defines the exploration path
“direction” for the Dijkstra’s method).

at+1(f) = min {a1(f), a2(f)7a'3(f)7 7an(f)} 3)

The Fig (1.1) shows the general functionality of A*, where
the main difference with Dijkstra’s Algorithm, is the heuristic
(based on the Euclidean distance) implementation to modify
the front nodes value. The violet circle represents the visited
nodes vector, the green circle corresponds to the front nodes
vector, the start node (purple) and the goal node (red), the
minimum cost path in color yellow, and the nodes that have
“white color” represent the obstacles in the grid map.
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Fig 1.1. A* Algorithm applied to a grid map.

One of the main modifications that A* does to Dijkstra’s
approach is the “concentration” of the exploring area direction,
as the Fig (1.1) shows, for every node in the front vector
the Euclidean distance is calculated, this generates that the
minimum node or minimum nodes tend to be in the direction
of the goal, and this makes the algorithm to be more efficient
shrinking the exploration nodes needed to reach the goal.

Potential Fields Algorithm

The Potential Fields Algorithm implements an artificial
potential field that obey the Laplace’s equation [9], this po-
tential fields are applied in many areas, some applications are:

topographic maps, electromagnetic fields, gravitational field,
etc. The algorithm tries to regulate the robot and the obstacles
in the map, where “regulate” stands for the purpose of avoiding
collisions and finding the most effective path to a certain goal.

The artificial potential fields are generated with a function
that applies to the obstacles (as a repulsion force) and the goal
(as an attraction force). [9] [10]

This kind of algorithms are characterized for being of low
computational cost, even when the functions for the map and
the obstacles are complex. [10]

The Potential Fields Algorithm, uses a similar strategy to
establish the nodes cost as in the case of the A* Algorithm
(explained before), where the attractive and repulsive force are
dependent of their position relative to the obstacles and goal
nodes.

II. QPA* ALGORITHM DESIGN

The name QPA* came from the three strategies imple-
mented in this design, Q for the Quadrant Grid Search, P for
the Potential Fields idea and the A* for the implementation
of a modified version of the A * (star) Algorithm.

The search and rescue robot taken as reference, was de-
signed to find “possible victims” in a two dimensional map
where the first part of the algorithm is to establish an exploring
protocol, this protocol generates pseudo-random ‘“‘secondary
goal” (in the context of the algorithm, a secondary goal is
created with the intention of exploring the map), this secondary
goal is activated in the absence of an indicator of a possible
victim in the map, the indicator is associated with the values
of a simulated thermal camera, this values could be pseudo-
random simulated or (for this work) are placed manually (one
value for the 5 row and one value for the ¢ column), and
if the condition of the indicator is overcome, the exploration
problem is done, and the victim’s position is establish, and
making the path between the actual position of the robot and
the location of the possible victim.

Map obstacle generator

For testing purposes, the creation of a map with obstacles
is required, the map obstacle generator tries to emulate infor-
mation that can be obtained with a range sensor (for this work
is consider to be an omnidirectional laser sensor LIDAR).
The program establish the map of exploration and a set of
pseudo-random obstacles in the map. This program also sets
an pseudo-random starting point.

The first step is create limits of the exploration map. The
limits are generated with the Equation 4 showed below, this
equation generates the limits before the implementation of the
random obstacles.

Mo — pES Tl if (n=0or n=dim —1)
tim 3_1 6”_1 if (m=0orm=dim—1)

“4)

Where:
e My, corresponds to the obstacle matrix, that is an
(n x m) matrix, where n and m are the matrix dimen-
sions. In the Equation 4 the matrix goes from 0 to n —1



or m — 1, this is due to the cyclical conditions in Pyhton
syntaxis.

The second step, is the generation of the pseudo-random
obstacles in the map, this obstacles are created using two
pseudo-random integer values for z and y (the x values are
the m elements of the M, and the y values are the n of the
same matrix).

Ran, = randint(0, 40) 5)

Ran, = randint(0,40) (6)

The randint function returns a pseudo-random integer
value from , in these case, 0 to 40 that are an arbitrary
parameters for a possible obstacle size.

Osb, = randint(0, dim — 1) @)

Obsy = randint(0, dim — 1) (8)

Then, the Obs, and Obs, create the pseudo-random start
position of the obstacle creation, where all the obstacles
created must be inside the exploration matrix map.

The third step is to add this pseudo-random obstacles
created to the matrix M that is the pseudo-random obstacles
and limits matrix.

e =M+ [Obs:f, Obs3, Obs3g, ..., Obsi] 9

MY = M}, + [Obs{,Obsy, Obsy, ..., Obs | (10)
Mops = (M(:fbs’ Mgbs) (1)

Where:
e M7 are the position of the obstacles generated in the x

axis, that go from 1 to p.

o MY, . are the position of the obstacles generated in the y
axis, that go from 1 to .

o M,y is the pairs of the position elements in z and y axis.
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Fig 2.1. Implementation of an artificial field around the
obstacles and the map limits.

Now, in Fig (2.1) is implemented the Potential Fields Algo-
rithm idea, the black nodes represent an obstacle, the yellow

nodes represent the visited nodes, and the area between this
two (the white area) is the “potential field”. The illustration
shows how an artificial field around the obstacles (and also
the limits of the map) is created, it does not properly apply
the equations of the Potential Fields Algorithm because it is
only consider full or empty permissible nodes for the map
(in contrast with Potential Fields, that can apply a spectrum
of values to the nodes in the map), instead it used the idea
of regulating the robot trajectory by disabling certain areas
around the obstacles [9] [10], and with this, can be reduce the
collision events in real-world applications for a mobile robot
and maintaining a relatively low computational cost (when
handling only integer values).

Finally the last step of the map generation program is to
apply this artificial field propagation (AF P).

Mtinai(z,y) = Mosy(x,y) + Marp(z,y) (12)

The Mfinq(x,y) are the final elements of the pseudo-
random obstacle exploration matrix, this matrix uses the
pseudo-random obstacles generated in (x,y) and the artificial
field propagation M 4rp elements generated in (z,y) for all
the directions allowed.

Implementation of Quadrant Grid Search

The second part of the QPA* algorithm is the quadrant grid
search, this heuristic handles the protocol of exploring the map
with secondary or primary goals. As it was explained, the
exploration protocol consist on establishing secondary goals
if the thermal camera indicator does not express a condition
of a possible victim.

This part of the algorithm starts with a nine quadrant
division of the exploration map is in a positive space for
(z,y) where the minimum value is 0 and the maximum is
the (dim — 1), the quadrant numbers run from 0 to 8, where
the O quadrant is in the lower left section and in the upper
right section is the eighth 8 quadrant as is shown in the Fig
(2.3). This algorithm part is only considered for dimensions
that are multiples of 3, like (3,6,9, ..., dim x 3).
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Fig 2.3. Quadrants division for the exploring map.

The steps of the quadrant grid search are listed below.

1) The search and exploring method starts with the pseudo-
random start point from the obstacle map generator.

2) If the center of the map c(z,y) = (4=, *4= ) is empty
(not obstacles or artificial field), go to the center, else,

generate a pseudo-random (empty point) in the fourth 4



quadrant, this is because the fourth quadrant center is
equidistant to the others.

3) If the activator (thermal camera) does not indicate a
possible victim location, select a quadrant randomly
Grnumber = randint(0,1,2,3,4,5,6,7,8). If the acti-
vator is true ask for the possible victim’s location and
start the path planning algorithm.

4) If a possible victim was not detected, create a pseudo-
random position ¢pes(xr,y,) (in the pseudo-random
quadrant selected) and activate the path planning algo-
rithm

5) The secondary goal point position is transformed in the
new starting node for the next iteration (if it was the
case).

6) Repeat 3, 4 and 5 until the activator indicates the
presence of a possible victim.

And an other important consideration to the QPA* algorithm
is that: in the generation the pseudo-random secondary goal
(new secondary goal position), this goal can not be in the
visited nodes vector (generated until that iteration).

Modified A* (star) Algorithm

The final part of this algorithm work, is the path planning
part of the algorithm. The path planning strategy is approached
with a modified version of an A* Algorithm.

The classic A* Algorithm evaluates the cost of the front
nodes using the Equation 3 , and in this work we use the idea
of Claus Brenner in the “SLAM Lectures” course [12], where
he adds to the classical A* algorithm a Heap Queue Algorithm
for the establishing a binary tree of minimum nodes, this Heap
Algorithm enhance the search of the minimum of Dijkstra’s
Algorithm, where “Heaps are binary trees for which every
parent node has a value less than or equal to any of its
children” [13].

In the following equations £ stands for the “level” of the
binary tree, and a[k] is consider the parent node.

alk] <al2x(k+1)] €k (13)

alk] <al2x(k+2)] €k (14)

The use of a heap algorithm it is more efficient than the
unsorted search of the minimum proposed in the Equation 3,
because the heap algorithm function (for Python 3) inserts
the examined node in certain position, where his “children”
and “parents” follow the condition of this binary tree. Other
interesting property of this algorithm is that the root £k = 0
is always the minimum, in contrast, the priority queue make
a sorted nodes search, which in the case of the modified A*
(searching for the minimum element in front) can improve the
algorithm performance. [12]

The QPA* algorithm also includes an extra cost parameter
related to the visited set of nodes from past iterations (¢ — n)
where n is the number of iterations. This added cost has the
purpose of decrease the re-exploration of visited zones (in
past iterations). The re-exploration cost is based on the type
of connection or movement that connect with one or more

t—mn
vis ?

previous visited nodes p
follows.

then, the Equation 2 result as

at(f) = gi(f) + di(f) + phit (15)

This extra value due the previous visited nodes only applies
in the exploring protocol of the QPA* algorithm, if the QGS
(quadrant grid search) passes an indicator of a possible victim,
the extra value of visited nodes is canceled, and only calculates
the cost using the Equation 2.

III. SIMULATION AND RESULT ANALYSIS

In the analysis of our approach we propose to test the
quadrant grid search developed with three different versions
of the A* Algorithm mentioned before: classical A* (no heap
algorithm), Modified A* (with heap algorithm) and the QPA*
(with heap algorithm and extra cost for previous visited nodes).

The simulations will consist in two stages, the first stage
consists on the graphic simulations where three simulations
will be run, and all scenarios will be pseudo-random generated
by the map obstacle generator, where the only static parameter
is going to be the number of iterations established that is
going to be 3 iterations (two secondary goals generated by
the quadrant grid search and one primary goal proposed
manually).

The second stage, will be similar to the first stage but it
will run one hundred simulations per approach (classic A*,
modified A* and QPA*), from this simulations we will extract
some comparative graphics about the execution time, visited
nodes, visited nodes vs. execution time and re-visited nodes.

The evaluation for the graphic stage consists: three iterations
(for every simulation) (0, 1,2), start and goal points in (z,y)
format, execution time (seg), grid nodes (are the n x m of
the exploration matrix dimensions, for all the simulations
the dimensions will be 600 for = and 600 for y), obstacles
and artificial field (AF) nodes (this are all the obstacles and
artificial fields nodes from the map) and finally, the coverage
percentage, the coverage percentage is the number of real
visited nodes (all the visited nodes minus the nodes that were
re-visited in other iterations) divided by the total of nodes
manus the total of obstacles and artificial fields nodes. For
the execution time, the Python 3 time.time() [14] function
is used, and for counting the distinct “types” of nodes, the
function numpy.count_nonzero [15] that count the non-zero
elements in a numpy array.

Also, all the programs generate a (.txt) file where the
exploration data is stored for future works.

Simulation for Classic A* Algorithm

For the three runs of the Classic A* Algorithm, the follow-
ing maps were created, with an starting point (in blue) and a
set of obstacles and AFs.

For the first run, the total of obstacles nodes and artificial
fields nodes were 30,304 nodes, for the second run the
obstacles and AF nodes were 31,391 nodes, and for the third
run 32,936 nodes of obstacles and AF nodes.
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Fig 3.2. Final exploration maps for classic A* Algorithm.

In the Fig (3.2) is exhibit (in yellow color) the visited nodes
for secondary goal points (related to the exploration part of
the algorithm), in violet color is the final visited nodes for the
primary goal (possible victim, setted manually), the blue point
is the last starting point (this point it was the last secondary
goal of the exploration), the red point is the primary goal
location, and the green line is the minimum cost path from
the last starting point to the primary goal.

The “start time” (using time.time() function) it was placed
after the map obstacle generator for all the algorithm runs
(classic A*, modified A* and QPA*), and the “final time”
(when the program stops, also, for all the algorithms tested)
before the graphic display, also, the numpy.count_nonzero
part is inside the algorithm loop and this can increase the
execution time (but it was the same for all the different
algorithms tested).

For the first exploration map with classic A*, it was
generated in an execution time of 461.65(seg) and a total
of visited (explored) nodes of 65,478 (with 2,382 re-visited
nodes), for the second exploration map the execution time was
88.32 (seg) and the visited nodes were 20,739 (with 530 re-
visited nodes), and for the third exploration map the execution
time was 223.46 and the number of visited nodes were 33,565
(with 8,573 re-visited nodes).

Now we can establish the percentage of coverage (of the real
visited nodes in relation to the map) and the relation between
the total of visited nodes and the execution time.

(ViS,-eal * 100)
(Mtotal - Obsaf)

Py = (16)

Where:

e P.,, stands for the coverage percentage (for the real
visited nodes, not counting the re-visited elements).

o Vispeqr are all the visited nodes (yellow and violet)
manus the re-visited nodes.

o M;otqr all the map grid nodes.

o Obs,s are the obstacles nodes and the artificial fields
associated to the map.

And for the relation between nodes visited (all visited
nodes, including the re-visited elements) and time execution
(expressed in units (n/s), where n is the number of visited
nodes in one second seg).

a7

Where Nyjpme is the number of visited (explored) nodes in
one second, Visg,iq 1S the total of visited nodes (taking into
account the re-visited nodes) and Ey;,,. is the execution time
of the entire exploration (all three iterations for one algorithm
run).

Nodes
Coverage
Run number Vs
Percentage .
Execution
1 19.137629 | 141.834723
2 6.149861 | 234.816576
3 7.560526 150.205853

Table I: Classic A* Algorithm table analysis

In the table 1, it is displayed the coverage percentages and
the relation, nodes (visited) vs execution (time), the average
coverage percentage is 10.949339 % and the average node
vs time is 175.619050 (n/s), in particular, the first and third
run have a similar node vs time relation, where less number
of nodes where visited per second in comparison with the
second run, this is due to the fact of the unsorted search that
in sometimes could be “fast” (third run) but in general, is very
slow, comparing it with a sorted search methods (like Heap
algorithm in modified A*). For the re-visited nodes, that can
reduce the coverage percentage of the map, the third run was
the one that got the highest number with 8,573 re-visited nodes
of 33,565 total visited nodes.

Simulation for Modified A* Algorithm (using Heap function)

This modified version of the classic A* Algorithm consists
of incorporating a Heap Queue Algorithm (Python 3 function
implementation), this algorithm (heap queue algorithm) is also
known as priority queue algorithm [13], this modification
enhances the performance of a classic A* Algorithm, using the
theory behind the heap algorithm that makes the search for the
minimum much faster O(log(F')) (for the minimum search)
and the element insertion in O(log(F’)), this time complexity
compared to an unsorted list (used in the classic A*) is O(F)
for the minimum search and the insertion time is O(1).

As Amit Patel says [16] the unsorted lists (implemented in
the classical A* approach) have a insertion time complexity
of O(1) because usually this method insert the new element
in the last position of the array, and for the search for the best
the time complexity is O(F') where F' is in our case the front
vector. For the case of a binary tree (like the Heap Algorithm)
the insertion time is O(log(F')) and the search for the best is
O(log(F)) time complexity, this is why the heap function can
improve the overall performance of the A* Algorithm.

Now, for the test of the Modified A* Algorithm it was
placed in the same circumstances as the Classical A* Algo-
rithm.

For the first map run, the number of obstacles and AF
(artificial fields) was 28,641 nodes, for the second run was
29,913 nodes and for the third run 33,206 nodes.
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Fig 3.4. Final exploration maps for modified A* Algorithm.

In the first exploration map the total of visited nodes was
35,496 (with 61 re-visited nodes) and the execution time was
35.16 (seg), for the second map, the visited nodes were 45,693
(with 2,010 re-visited nodes) in an execution time of 48.35
(seg) and for the third map 84,192 nodes were visited (with
24,066 re-visited nodes) in an execution time of 39.860556
(seg).

Using the data from the exploration runs and the Equations
16 and 17, the table II was generated.

Nodes
Coverage
Run number VS
Percentage .
Execution
1 10.693839 | 1009.556313
2 13.233783 | 945.046535
3 18.398746 | 1641.169590

Table II: Modified A* Algorithm

The results in the table II come out with an interesting data,
where the visited nodes average percentage was 14.108790
% that in compared with the classic A* it is around 4 %
more of exploration area covered, the nodes visited vs time
execution average is 1198.590813 (n/s) compared with the
classic approach (for A* Algorithm) is about seven times
more visited (explored nodes) per second, this relation between
visited nodes and time execution shows how the modification
applying the Heap Queue Algorithm enhances the performance
of the classic A* Algorithm approach.

And an other interesting part is the “re-visited nodes”, that
in the third run it was 24,066 nodes out of 84,192 that were
re-visited, and this high number of re-visited nodes shrinks
the visited (explored) area by almost a third part.

Simulation for the QPA*

For the last simulation, it was tested the proposed modified
A* Algorithm that implements the Heap Queue Algorithm
and a addition of extra cost for previous visited nodes called
“QPA* Algorithm”. The extra cost is added to the Equation
2 and resulting in the 15, this extra cost is generated by the
type of connection or movement that the node is exploring and
if this is related to past visited nodes (this value is the same
value of the connection between nodes, with an unitary value

for the left, right, up and down moves, and a cost of /2 for the
diagonal moves), the past visited nodes come from previous
iterations, where in the first iteration this cost is zero because
there is no visited nodes set yet and in the case of a primary
goal (when a possible victim is detected) the extra cost value
is canceled with the idea of making the algorithm focus on the
tentative route for the robot (and not in the exploration part).

The same parameters where used to test the QPA* algo-
rithm.

The number of obstacle nodes and AF nodes for the first
map was 30,671, for the second 31,016 and for the third map
32,390 nodes.
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Fig 3.6. Final exploration maps for QPA* Algorithm.

For the first run of the QPA* algorithm, a total of 59,638
nodes were visited (with 2883 re-visited nodes) in an execution
time of 44.22 (seg), for the second run 103,047 nodes were
visited (with 26,019 re-visited nodes) in an execution time of
63.97 (seg) and for the third run a total of 157,308 were visited
(with 46,337 re-visited nodes) in 87.39 (seg).

Now, using the Equations 16 and 17, and the data collected
in the three runs, we have:

Nodes
Coverage
Run number Vs
Percentage .
Execution
1 17.233526 | 1348.665762
2 23.413904 | 1610.864467
3 33.872897 | 1800.068657

Table III: QPA* Algorithm

Using the table III, the average coverage percentage is
24.840109 % and the average relation between the total visited
nodes and the execution time is 1586.532962 (n/s).

The QPA* algorithm was expected to decrease the value
of the total re-visited nodes number, but in the simulation the
number re-visited nodes was increased in comparison with the
other two algorithms, nevertheless, analyzing the results more
carefully, this was not completely true, because the largest
number of re-visited nodes presented in the first and second
algorithm could appear in the three iterations, and in the case
of the QPA* the largest number was in the final iteration (the
one that corresponds to the possible victim detection) where
the protocol of the extra cost for past visited nodes is canceled.



In general, the simple addition of an extra cost for past visited
nodes improves the way that the algorithm “explore” using
the quadrant grid search approach, for the case of the QPA*
algorithm.

Comparative of the three approaches

After the graphical results of the three approaches, this
algorithms where tested in one hundred simulations each,
where the same conditions as the graphical part were applied,
the only difference is the establishment of the primary goal, for
the comparative studies the primary goal was setted pseudo-
random using a similar approach as in the secondary goal
points.

The first comparative is expressed in the Fig 3.7, the figure
represents the number of repeated nodes between iterations
along the one hundred simulations generated.
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Fig 3.7. Comparative graph of repeated nodes.

In Fig 3.7, the red color represents the “modified A*”
algorithm approach, the green color represents the “classic A*”
algorithm approach and the blue color express the “QPA*”
algorithm approach, in general, the QPA* algorithm gener-
ated the highest number of repeated nodes, the modified A*
algorithm was the second with highest number of repeated
nodes and the approach that generated the least number of
repeated nodes between iterations (inside each simulation) was
the classic A* algorithm approach.
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Fig 3.8. Comparative graph of execution time.

Then, in Fig 3.8 the comparative of execution time was
made, the results of the modified A* algorithm are in color

red, the results of the classic A* algorithm are in color
green and the results of the QPA* algorithm are in color
blue. The classic A* was the approach that usually take the
longest execution time, this information matches with the time
complexity associated to the unsorted search of the classic A*
algorithm, the modified A* algorithm had the lowest execution
time of the three approaches and the QPA* algorithm had a
execution time close to the modified A* algorithm, with an
increment of 6 seconds in average, this also coincides with
the initial purpose of the design of QPA* algorithm, where it
preserves the sorted search of the modified A* approach but
it presents a small increase in the execution time due to the
number of nodes that are explored in the iterations.
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Fig 3.9. Comparative graph of total of visited nodes per
simulation.

The Fig 3.9 shows the comparative of the total visited
nodes (of every simulation made) for the different approaches,
in color red is represented the modified A* algorithm, in
color green is the classic A* algorithm and in color blue is
the QPA* algorithm. the approach with the tendency to the
highest numbers of visited nodes was the QPA* algorithm
that had more than double of visited nodes in comparison with
the modified A* algorithm that was the second with highest
numbers of visited nodes, and the classic A* algorithm had
the lowest number of visited nodes.
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Fig 3.10. Comparative graph of total of visited nodes vs
execution time.

Finally in Fig 3.10 we have the total visited nodes vs
execution time, where in color red is represented the modified



A* algorithm, in color green is the classic A* algorithm
and in color blue is the QPA* algorithm. The approach with
better relation visited nodes vs time is the modified A*
algorithm due to the execution time that is the lowest of all the
approaches presented, the worst relation (n/s) is the classic
A* approach because this algorithm had the highest execution
time of all, and finally the QPA* had a “good” relation (n/s)
considering that the algorithm had a relative “close” execution
time (compared with modified A*) and had the highest number
of visited nodes.

In theory, the relation between the visited nodes and the
area explored by the robot may not seem related, but if we
observe it from a practical perspective the path planning part
of the algorithm only creates a tentative path for the robot
(and in most cases, also a deterministic path), this tentative
path is only an “idea” or the “plan” that the robot creates for
changing his position from one point to an other. In the case
of SLAM approaches, to generate a “real” (more accurate in
some cases) localization and map form the robot’s perspective,
it is necessary to have this “tentative path” as a control input,
but for every control command that the robot executes it
also generates measurements of the environment, and this
measurements are indeed, related to the exploration capacities
of the robot. The QPA* algorithm had more visited nodes
(compared to the other algorithms), so in the practical sense
this approach could improve the amount of new information
that can be obtained by a mobile robot. An extra cost to past
visited nodes can modified the explored areas of the robot, by
making the robot tend to generate routes through not-visited
areas (areas without this extra cost), and by using the sensors
in this not-visited areas the exploration map increases.

IV. CONCLUSION

The simulations and analysis shown the enhancement of
the classic A* Algorithm by implementing a Heap Queue
Algorithm, where it was about seven times more (comparing
the classic vs modified version) nodes per second, and almost
nine times more for the QPA* (classic vs QPA*) nodes
per second. Also the simulations demonstrate that the QPA*
map coverage percentage is greater than the classic A* and
modified A* algorithms.

Taking the movement or connection values between nodes
as the “extra cost”, creates a tendency for visiting new areas
but not making them completely restricted. The change of
the “extra cost” value for other parameter or function, can
make QPA* more rigorous (tending not to re-visit past areas).
Increasing the cost of re-visiting previous nodes, also increases
the execution time for generating the robot’s path (as the extra
cost increases the QPA* algorithm starts to surround very
dramatically the past “visited areas”).
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APENDICE B

Programacion

En este apéndice llamado Programacion se anexan los codigos de referentes
a las simulaciones realizadas, estos cddigos contienen comentarios para facilitar
su lectura y entendimiento, en caso de ser necesario se agregarin algunos textos
extra para especificar o resaltar ciertos aspectos del programa.

B.1. Programas para simulaciones locales

Los programas para las simulaciones locales tienen algunas diferencias con
respecto a los simulados en hardware cuantico, pero la diferencia més nota-
ble es que las simulaciones locales se llevan a cabo en un simulador llamado
gasm_simulator que es un sistema proporcionado por Qiskit que permite emu-
lar los comportamientos cuénticos para obtener resultados estadisticos sobre ex-
perimentaciones, similares a si estos hubiesen sido corridos en una computadora
cuantica.

B.1.1. Programas usando método de Biisqueda Exhaustiva

El primer bloque de programas corresponde a los usados para el método de
optimizacion por Busqueda Exhaustiva, este método es bastante simple en su
implementacion porque puede traducirse como un recorrido (for loop) sobre uno
o varios ejes de libertad, estos ejes corresponden a las variables o parametros que
se pueden modificar con la finalidad de optimizar el resultado del sistema.

Programas para Ising Spin Model

Las instancias de Modelo de Spin seran las primeras para exponer y explicar
el codigo generado, estas instancias parten desde el problema més simple de
3 particulas hasta el de 5 particulas, donde se toma el primer problema de 3
particulas como base y se van incorporando las modificaciones necesarias para ir
adaptando el codigo a los demés problemas.

B-1



PROGRAMACION B-2

Cddigo para problema de 3 particulas en configuracion lineal

El primer programa muestra el codigo generado para las simulaciones del
problema de ISM de 3 particulas en configuracion lineal, este codigo es la base
para las distintas simulaciones de los problemas de ISM.

######## - - Problema de 3 particulas para Ising Spin Model - -#######
HARBRHHBARRBHHBRHRRBHARRARBRAHBRHR AR RAHRHA BB R A RS R BB HH RS R B R R R RS SRS

#- Paqueteria complementaria para ejecucion de QAOA y -#
#- metodo de optimizacion. -#
from qiskit import QuantumRegister, ClassicalRegister
from qiskit import QuantumCircuit, Aer, execute

from qiskit.visualization import plot_histogram

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

import collections

import math as m

; #- Funcion objetivo o funcion de costo -#

def funcion_objetivo(x, h):
costo = 0
interaccion = 0
campo_mag = 0
# Calculo del costo de interaccion.
for i in range(len(x)-1):
if x[i] == x[i+1]:
interaccion -= 1
else:
interaccion += 1
costo += interaccion
# Calculo del costo de campo magnetico externo.
for i in range(len(x)):
if h[i]l > O0:
if int(x[i]) == O:
campo_mag campo_mag + (-1*h[i])
else:
campo_mag = campo_mag + (1xh[i])
if h[i] < O:
if int(x[i]) =
campo_mag
else:

0:
campo_mag + (-1*h[i])

campo_mag
costo += campo_mag
return costo

#- Funcion objetivo o funcion de costo -#

campo_mag + (1xh[il)

#####HH##HAH###E - Busqueda exhaustiva (caso lineal) -#########*H#SHES

; def be_3_lineal (corridas, costos, costo_minimo,

mejores_cuentas, h, num_particulas,
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simulador_local, menor_costo_aparicion,
minimo) :

for i in np.arange(corridas): # Pruebas para valores de beta.

# Valor de prueba para "beta" que corresponde al parametro
# del operador mezclador.

= 2*%m.pi*(i/corridas)

for j in np.arange(corridas): # Pruebas para valores

# de gamma.

# Valor de prueba para "gamma" que corresponde al
# parametro del operador de fase.
gamma = 2*m.pi*(j/corridas), 6

# Creacion de los registros cuanticos "q_reg" y
# los registros clasicos "c_reg" para el circuito
# cuantico.

g_reg = QuantumRegister (num_particulas, name="q_reg")
c_reg = ClassicalRegister (num_particulas, name="c_reg")
g_c = QuantumCircuit(q_reg,c_reg,name="q_c")

#* Paso (1)

#* El primer paso es generar la superposicion de

#* estados iniciales, esto se logra aplicando

#* compuertas Hadamard a los qubits del registro

#*x cuantico.

for q in np.arange (num_particulas):
g_c.h(q_reglint(q)]) # Aplicamos la compuerta "h"

# (Hadamard) a los qubits.

#* Paso (2)

#*x Se aplican las compuertas "Z" que corresponden al
#*x operador de fase, esto se realiza considerando las
#* conexiones entre las particulas para el caso del

#* Ising Spin Model y tambien se considera el valor de
#*x "gamma".

for conexion in np.arange (num_particulas-1):
g_c.cx(q_reglconexion], q_reglconexion+1])
g_c.p(2*xgamma, q_regl[conexion+1])
g_c.cx(qg_reglconexion], q_reglconexion+1])

#* Paso (3)

#*x Despues de realizar las conexiones entre particulas,

#* se procede a agregar el campo magnetico externo "h"

#*x para cada padricula, esto corresponde al segundo

#* termino del operador de fase.

for campo in np.arange (num_particulas):
g_c.p(gamma*h[int (campo)], campo)

#*x Paso (4)
#* Aqui se agrega el operador mezclador, que
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102 #*x corresponde a los procesos de interferencia

103 #*x constructiva o destructiva tomando en cuenta el

104 #* valor de "beta'.

105 for mez in np.arange(num_particulas):

106 g_c.rx(beta, mez)

107

108 #* Paso (5)

109 #*x Establecer las mediciones para el registro cuantico,
110 #* los valores de los estados base que se obtienen al
111 #* medir los qubits (registro cuantico) son almacenados
112 #* en los bits clasicos (registro clasico).

113 g_c.barrier ()

114 q_c.measure(qg_reg, c_reg)

115

116 # Numero de experimentos que se correrar por cada par
117 # de valores gamma y beta.

118 n_experimentos = 1000

119

120 # Ejecutar el circuito cuantico en el simulador.

121 trabajo = execute(q_c, simulador_local,

122 shots= n_experimentos)

123

124 # Extraer los resultados.

125 resultado = trabajo.result ()

126

127 # Extraer los datos estadisticos.

128 cuentas = resultado.get_counts(q_c)

129

130 #* Aqui se realiza la evaluacion de el costo

131 #* dependiendo del estado obtenido, este costo se

132 #* multiplica con el numero de apriciones para

133 #* obtener el "CTA" (costo total de aparicion).

134 for elemento in cuentas.items():

135 costo = funcion_objetivo(elemento [0], h)

136 costo_aparicion = costox*float(elemento[1])

137 if costo_aparicion <= menor_costo_aparicion and:
138 costos.append([costo_aparicion, elemento [0],
139 elemento [1]])

140 menor_costo_aparicion = costo_aparicion

141 minimo = sorted(costos)

142 else:

143 continue

144

145 costo_actual = [minimo [0], [gamma, betal]

146

147 #* Se evalua si el costo actual dada una combinacion de
148 #*x parametros "gamma" y "beta" es menor con respecto al
149 #* "mejor valor actual", ademas, se pregunta

150 #*x explicitamente si este valor corresponde al estado
151 #* optimo del sistema (esto se puede realizar debido a
152 #* la tabla de combinaciones generada en el "Cap. 3",
153 #* donde este metodo podria ser no recomendable para
154 #* problemas donde este estado se desconozca.

155 if costo_actual [0] [0] < costo_minimo [0] [0] and
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costo_actual [0] [1] == ’001°:
costo_minimo = costo_actual
mejores_cuentas = cuentas
print ("Costo actual : ", costo_actual)
else:
continue

minimo [[0,0,0], [0.0, 0.011]
costos = [[0,0,0], [0.0, 0.0]]

return costo_minimo, mejores_cuentas
H#H#HHHHHHHH#H#H#H# - Busqueda exhaustiva (caso lineal) -########H###SHEH

i R i MAIN - - - - s e e e e e e e e - #H##
if __name__ == "__main__":
# Constantes de calibracion para QAOA.
corridas = 100
costos = []
menor_costo_aparicion = 0
minimo = [[0,0,0], [0.0, 0.0]]
costo_minimo = [[0,0,0], [0.0, 0.0]]
mejores_cuentas = []
h = [0.7, 1.2, -1.6] # Campos magneticos externos por
# particula.
num_particulas = 3
simulador_local = Aer.backends(name="qgasm_simulator") [0]
costo_minimo, mejores cuentas = be_3_lineal (corridas, costos,
costo_minimo, mejores_cuentas,
h, num_particulas,
simulador_local, minimo,
menor_costo_aparicion)
print ("Costo minimo: ", costo_minimo)
plot_histogram(mejores_cuentas)
plt.show ()
i R e N R i e #H#t#

Listing B.1: Codigo para simulaciéon local usando BE en el problema de ISM 3
particulas en configuracion lineal.

Agregando unas pequeiias notas a lo que muestra el Cédigo B.1, se tiene
que el nimero de corridas es el valor que nos daré el niimero de divisiones en las
que se puede separar la gama de valores para v y [, donde entre méas alto sea
este niimero mas combinaciones posibles tendra que explorar el método de BE.

######## - - Problema de 3 particulas para Ising Spin Model - -#######
HEHHHAHHE - - usando VEE - -HHHHHHH
HAABHAHAAH AR HAFA AR BB AAF AR B R A A B AR AR RA A AR BB R A A AR B R AR AR B R R AR AR RS

#- Paqueteria complementaria para ejecucion de QAOA y -#
#- metodo de optimizacion. -#
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from qiskit import QuantumRegister, ClassicalRegister
from qiskit import QuantumCircuit, Aer, execute

from qiskit.visualization import plot_histogram
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

import collections

import math as m

#- Funcion objetivo o funcion de costo -#
def funcion_objetivo(x, h):
costo = 0
interaccion = 0
campo_mag = 0
# Calculo del costo de interaccion.
for i in range(len(x)-1):
if x[1] == x[i+1]:
interaccion -= 1
else:
interaccion += 1
costo += interaccion
# Calculo del costo de campo magnetico extermo.
for i in range(len(x)):
if h[i] > O:
if int(x[i]) == O:
campo_mag + (-1xh[i])

campo_mag
else:

campo_mag campo_mag + (1xh[i])
if h[i] < O:
if int(x[i]) =
campo_mag
else:

©s
campo_mag + (-1xh[i])

campo_mag campo_mag + (1xh[il)
costo += campo_mag
return costo

#- Funcion objetivo o funcion de costo -#

###########% - Busqueda exhaustiva (caso lineal) VEE -##############

def be_3_lineal_vee(corridas, costo_total, costo_actual,
costo_minimo, mejores_cuentas, h,
num_particulas, simulador_local) :

for i in np.arange(corridas): # Pruebas para valores de beta.

# Valor de prueba para "beta" que corresponde al parametro
# del operador mezclador.
beta = round (2*m.pi*(i/corridas), 6)

for j in np.arange(corridas): # Pruebas para valores de
# gamma.

# Valor de prueba para "gamma" que corresponde al
# parametro del operador de fase.
gamma = round (2*m.pi*(j/corridas), 6)
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# Variable para almacenar el "valor esperado".
costo_aparicion = 0
g_reg = QuantumRegister (num_particulas, name="q_reg")
c_reg = ClassicalRegister (num_particulas, name="c_reg")

g_c = QuantumCircuit(q_reg,c_reg,name="q_c")

#*x Paso (1)

#* El primer paso es generar la superposicion de

#* estados iniciales, esto se logra aplicando

#* compuertas Hadamard a los qubits del registro

#*x cuantico.

for q in np.arange (num_particulas):
g_c.h(q_reglint(q)]) # Aplicamos la compuerta "h"

# (Hadamard) a los qubits.

#* Paso (2)

#* Se aplican las compuertas "Z" que corresponden

#* al operador de fase, esto se realiza considerando

#* las conexiones entre las particulas para el caso

#* del Ising Spin Model y tambien se considera el

#*x valor de'"gamma'.

for conexion in np.arange (num_particulas-1):
g_c.cx(qg_reglconexion], q_reglconexion+1])
g_c.p(2*xgamma, q_regl[conexion+1])
g_c.cx(qg_reglconexion], q_reglconexion+1])

#*x Paso (3)

#* Despues de realizar las conexiones entre

#* particulas, se procede a agregar el campo

#* magnetico externo "h" para cada padricula, esto

#* corresponde al segundo termino del operador de

#x fase.

for campo in np.arange (num_particulas):
g_c.p(gamma*h[int (campo)], campo)

#*x Paso (4)

#* Aqui se agrega el operador mezclador, que

#*x corresponde a los procesos de interferencia

#* constructiva o destructiva tomando en cuenta

#* el valor de "beta".

for mez in np.arange (num_particulas):
g_c.rx(beta, mez)

#*x Paso (5)

#* Establecer las mediciones para el registro

#*x cuantico, los valores de los estados base que
#* se obtienen al medir los qubits (q_reg) son
#* almacenados en los bits clasicos (c_reg).
q_c.barrier ()

g_c.measure(q_reg, c_reg)

# Numero de experimentos que se correrar por cada
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# par de valores gamma y beta.
n_experimentos = 1000

# Ejecutar el circuito cuantico en el simulador.
trabajo = execute(q_c, simulador_local,

shots= n_experimentos)

# Extraer los resultados.
resultado = trabajo.result ()

# Extraer los datos estadisticos.
cuentas = resultado.get_counts(q_c)

#*x Ahora, a diferencia del metodo de evaluacion

#* en el cual se buscaba o preguntaba directamente

#*x por el estado optimo del sistema, aqui se usa
#* una tecnica denominada "VALOR DE ENERGIA
#x ESPERADO (VEE) que se usa para conocer el
#*x aporte total de todos los experimentos del
#* circuito para un numero determinado de
#* experimentos, usando la correcta combinacion
#*x de parametros VEE debera tender al valor de la
#* funcion costo de evaluada con el estado optimo
#* del sistema.
for elemento in cuentas.items():
costo = funcion_objetivo(elemento [0], h)
costo_ap = costox*xfloat(elemento [1])

costo_aparicion += (costo_ap / n_experimentos)

if costo_aparicion <= costo_actual:
costo_actual = costo_aparicion
costo_minimo = [costo_actual, gamma, betal
mejores_cuentas = cuentas
print ("Costo actual: ", costo_minimo)

else:
continue

return costo_minimo, mejores_cuentas

###########% - Busqueda exhaustiva (caso lineal) VEE -########4##4#4

————————————————————————— MAIN - - - e e e e e e e -

_name__ == "__main__":

# Constantes de calibracion para QAOA.

corridas = 100

costo_total = 0O

costo_actual = 0

costo_minimo = [0.0, 0.0, 0.0]

mejores_cuentas = []

h = [0.7, 1.2, -1.6] # Campos magneticos externos por
# particula.

num_particulas = 3

simulador_local = Aer.backends(name="qgasm_simulator") [0]
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costo_minimo, mejores_cuentas = be_3_lineal_vee(corridas,
costo_total, costo_actual,
costo_minimo, mejores_cuentas,

h, num_particulas,
simulador_local)
print ("Costo minimo: ", costo_minimo)
plot_histogram(mejores_cuentas)
plt.show ()
BHH - - - - - MAIN - - - - - s e e e e e e e e - - ###

Listing B.2: Cédigo para simulacién local usando BE en el problema de ISM 3
particulas en configuracién lineal usando VEE.

Ahora para el caso de la aplicacion de Valor de Energia Esperado (VEE)
vemos que el Coédigo B.2 es practicamente el mismo, sin embargo, existen va-
riables que no son necesarias en VEE, pero que si son usadas en CTA. El uso
de VEE es un método més “realista” debido a que no se debe conocer el estado
optimo de forma previa (el estado que se busca), ya que de manera natural el al-
goritmo va explorando tratando de encontrar el menor valor de VEE, este método
se muestra mas eficiente en términos de recursos y tiempo de procesamiento.

Era importante agregar ambos c6digos para mostrar la similitud entre ambos,
pero ahora para los siguientes codigos (ya que son bastante similares a estos) solo
se agregaran las secciones que sean distintas, y obviando la parte del aumento de
particulas y otros parametros de calibracion para QAOA dependiendo del tipo
de problema abordado.

Cédigo para problema de 4 particulas en configuracién ciclica

Para el problema de 4 particulas en configuracién ciclica se generd el siguiente
codigo.

######## - - Problema de 4 particulas para Ising Spin Model - -#######
HAHBHHHFA AR HHHFA AR HAFH SRR R AR SRR R R AR RS RS RS S H

HAFHHAHHAH AR A H SR F RS HHH#H## R x CAMBIOS sk x##H#HHHHHHHHHHHHHHHHARAAARH

#- Funcion objetivo o funcion de costo -#
def funcion_objetivo(x, h):

#

#

#

# Calculo del costo de interaccion.

for i in range(len(x)):

if x[i] == x[i-1]:
interaccion -= 1
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else:
interaccion += 1
costo += interaccion
#
#
#
#- Funcion objetivo o funcion de costo -#

#Hu#uta#d###### - Busqueda exhaustiva (caso ciclico) -#########4####H
#
#
# .
#*x Paso (2)
#* Se aplican las compuertas "Z" que corresponden al
#*x operador de fase, esto se realiza considerando las
#* conexiones entre las particulas para el caso del
#* Ising Spin Model y tambien se considera el valor de
#* "gamma'".
for conexion in np.arange (num_particulas):
g_c.cx(qg_reglconexion], q_reglconexion-1])
q_c.p(2*%gamma, q_reglconexionl])
g_c.cx(qg_reglconexion], q_reglconexion-1])
q_c.barrier ()
#
#
# .
#Hu#u#u####4### - Busqueda exhaustiva (caso ciclico) -#########4#S##Y

HHHAHHHARAH SRR H R AR FH AR xx CAMBIOS *xx#######H#AH#HAHAHHHAHAHARS

Listing B.3: Cédigo para simulacién local usando BE en el problema de ISM de
4 particulas en configuracién ciclica.

En el Codigo B.3 se muestran las diferencias entre el programa anterior y
este, dado que la configuracién ciclica representa una conexién entre la primera
y ultima particula (para “cerrar” el ciclo), esto genera que tanto la funcion de
costo y el Paso (2) (que es la primera etapa del operador de fase) tengan que
aumentar una interaccién mas a considerar.

En el problema de 4 particulas también tiene una simulacién aumentando el
nimero de variables dentro del operador mezclador, estos cambios generaron las
siguientes modificaciones al cddigo base.

######## - - Problema de 4 particulas para Ising Spin Model - -#######
HHHHHARS - - "2 betas" - -HHHHHAH
HARBHHHBHAHBHHBRAR BB HHBRARBR AR BRARBRAHRR AR B RARA AR R HH B AR B R R R R R R RS

HHHAHHHBRAHHBARHHRARH R B AR Exx CAMBIOS *xxx#####H#HHARFHBARFHBRAHHHHRS
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8 ######### - Busqueda exhaustiva (caso ciclico) "2 betas" -##########

9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43

45

55

57

#

#

#

for i in np.arange(corridas): # Pruebas para valores "beta_2".
# Valor de prueba para "beta_2" que corresponde al segundo
# parametro del operador mezclador. Este variable permite
# expandir el espacio de busqueda o el numero de estados
# que son posibles de alcanzar con el operador mezclador.
beta_2 = 2*m.pi*(i/corridas)

for ii in np.arange(corridas): # Pruebas para valores

# "beta'.

# Valor de prueba para "beta" que corresponde al
# primer parametro del operador mezclador.
beta = 2*m.pi*(ii/corridas)

for j in np.arange(corridas): # Pruebas para valores
# "gamma".

# Valor de prueba para "gamma" que corresponde al

# parametro del operador de fase.

gamma = 2*m.pix*(j/corridas)

#

#

# .

#* Paso (4.5) ALTERNATIVO.

#* Aqui se agrega el segundo parametro para el

#* operador mezclador , este permite garantizar

#* una mayor covertura del espacio de busqueda,

#* que usando un solo parametro. Es importante

#* mencionar que antes de agregar el nuevo

#* parametro es necesario generar

#* entrelazamiento entre las dos variables de

#*x "beta", con miras a poder tambien "alcanzar"

#* estados con maximo entrelazamiento.

for conexion in np.arange (num_particulas):

g_c.cx(q_reglconexion], q_reglconexion-1])

q_c.barrier ()

for mez2 in np.arange (num_particulas):
g_c.rx(beta_2, mez2)

c.barrier ()

56 ######### - Busqueda exhaustiva (caso ciclico) "2 betas" -##########

58 HHH#HAFHHAASHHHASHH AR HH R AR SR xx CAMBIOS *xx#######H#HA#HHAAFHBRAHHHEH

Listing B.4: Codigo para simulacién local usando BE en el problema de ISM de
4 particulas (dos f3s) en configuracion ciclica.
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Al agregar una variable extra al operador mezclador llamada [y (beta 2)
como en el Cédigo B.4 se agrega un variable més a las posibles combinaciones
de parametros, esto aumenta la complejidad del algoritmo de forma drastica, lo
cual a su vez genera un aumento de tiempo de procesamiento y recursos necesarios
para simular el problema aun usando un niimero reducido de divisiones como 25.
Otra modificacién que se muestra en el codigo anterior es en el Paso (4.5) donde
se agregan las compuertas necesarias para agregar este nuevo parametro, y se
incorpora generando un entrelazamiento para garantizar el alcance hacia estados
entrelazados.

Para la aplicaciéon de la evaluacion con VEE, se realiz6 una modificacién
similar a la hecha para el problema de 3 particulas, incorporando también el
factor del tipo de configuracion y el nimero de particulas del problema. El modelo
también se traslado al caso de dos s, donde solo se agrega el pardmetro “beta_ 2”
a la variable costo minimo.

Codigo para problema de 5 particulas en configuracién completa

Para la instancia de 5 particulas en configuracién completa se genero el si-
guiente programa.

######## - - Problema de 5 particulas para Ising Spin Model - -#######
HARBHAFAHRHBHARAH AR RAAF AR AR RAARA AR RARA AR BB R AR SRR BB HA AR B R AR H R RS

HHHAHHHBARHH AR HHBAAH R B AR S xx CAMBIOS *xx##HHAAHHBAAHHBAAHHBRAHHBHRA

#- Funcion objetivo o funcion de costo -#
def funcion_objetivo(x, h):

#

#

# .

# Calculo del costo de interaccion.

interacciones = []

for i in range(len(x)):

for j in range(len(x)):

if i 1= j:
if [i1i,j] and [j,i] not in interacciomnes:
if x[i] == x[j]:

interaccion -= 1
interacciones.append ([i,j])
interacciones.append ([j,i])

else:
interaccion += 1
interacciones.append ([i,j])
interacciones.append ([j,1i])

else:
continue
else:
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continue

costo += interaccion

#
#
#

#- Funcion objetivo o funcion de costo -#

H##H#H#HHH#AAR? - Busqueda exhaustiva (caso completo) BE:2:3:2:3: 3335555 55054
#
#
# .
#* Paso (2)
#* Se aplican las compuertas "Z" que corresponden al
#* operador de fase, esto se realiza considerando las
#*x conexiones entre las particulas para el caso del
#* Ising Spin Model y tambien se considera el valor de
#* "gamma'.
conexiones = []

for conexion in np.arange (num_particulas):

for conexion_2 in np.arange (num_particulas):
if conexion !'= conexion_2:
if [conexion, conexion_2] and [conexion_2,

conexion] not in conexiones:

g_c.cx(q_regl[conexion_2],
q_reglconexion])
g_c.p(2*xgamma, q_regl[conexion_2])
g_c.cx(q_regl[conexion_2],
q_reglconexion])
conexiones.append([conexion,
conexion_2])
conexiones.append ([conexion_2,
conexion])
else:
continue
else:
continue

g_c.barrier ()

#
#
#
HHEAHHEHFHERHH -

Busqueda exhaustiva (caso completo) -#########H#HH#:H

HAFFHAHHHHHHHH RS HHHHH####H# % CAMBIOS **xx###HHHHHHHHHHHHHHHHAHAAARH

Listing B.5: Codigo para simulaciéon local usando BE en el problema de ISM de
5 particulas (dos fs) en configuracion completa.

Revisando las modificaciones que se realizan al Cédigo B.5 vemos que los
cambios se dan en las mismas partes que en caso de 4 particulas, siendo que para
la modificacién de la funcidn de costo ahora se tienen que contemplar todas las
conexiones posibles entre las particulas, pero sin generar repeticiones, se anexa
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también el cambio en el Paso (2) donde se incorporan las compuertas necesarias
para proyectar las interacciones entre las particulas (y evitar las repeticiones de
estas conexiones).

Para las simulaciones que relacionan al método por VEE, se tienen modifica-
ciones similares a los casos anteriores, tomando en cuenta el nimero de particulas
y conexiones entre particulas.

Para el desarrollo incorporando 2 (s se tiene una aproximaciéon similar al
problema de 4 particulas, teniendo en cuenta las caracteristicas de calibraciéon de
este problema.

Finalmente, para el caso del aumento de 2 parametros § y 2 parametros -y se
realizaron las siguientes modificaciones.

1 ######## - - Problema de 5 particulas para Ising Spin Model - -#######
2 HHH#HFHHH - - "2 gammas y 2 betas" - -HHH#HIEH
3 HHABHHARAAABHHHRAAHBHHH AR AR HHHRR AR B HHHRR R B R HHRR AR R R HARA AR B R AR AR R HHHA
4

6 HH#HFAFHRHAHAHBRAFAHH#HARF S xx CAMBIOS *x*xHHHHHHHHABHAHAHARHHAHHRHAS

7

8 #####- Busqueda exhaustiva (caso completo) 2 betas, 2 gammas -#####

9 #

10 #

11 #

12 for i in np.arange(corridas):

13

14 # Segundo valor "beta_2" para segundo operador mezclador.

15 beta_2 = 2*m.pi*(i/corridas)

16

17 for ii in np.arange(corridas):

18

19 # Primer valor "beta" para primer operador mezclador.

20 beta = 2*m.pi*(ii/corridas)

21

22 for j in np.arange(corridas):

23

24 # Primer valor "gamma'" para primer operador de fase
25 gamma = 2*m.pix*(j/corridas)

26

27 for jj in np.arange(corridas):

28

29 # Segundo valor "gamma_2" para segundo operador
30 # de fase.

31 gamma_2 = 2*m.pi*(jj/corridas)

32 #

33 #

34 #

35 F ok ok ok ok ok ok ok sk ok sk ok ok ok sk sk ok sk ok ok ok sk sk ok sk ok ok ok sk sk sk ok ok ok ok ok kokok ok ok HHE#
36 #* Agregar etapa de entrelazamiento.

for ent in np.arange(num_particulas):



PROGRAMACION B-15

g_c.cx(qg_reglent], qg_reglent-1])
#* Repetir Paso (2), usando "gamma_2".
conexiones = []
for conexion in np.arange (num_particulas):

for conexion_2 in np.arange (num_particulas)

if conexion != conexion_2:
if [conexion, conexion_2] and [
conexion_2, conexion] not in conexiones:
g_c.cx(q_regl[conexion_2],
q_reglconexion])
gq_c.p(2*xgamma_2,
g_reglconexion_21])
q_c.cx(q_reglconexion_2],
q_reglconexion])
conexiones.append ([conexion,
conexion_2])
conexiones.append([conexion_2,
conexion])
else:
continue
else:
continue
q_c.barrier ()
#*x Repetir Paso (3), usando "gamma_2".
for campo in np.arange (num_particulas):
g_c.p(gamma_2*h[int (campo)], campo)
g_c.barrier ()
#* Repetir Paso (4), usando "beta_2".
for mez in np.arange(num_particulas):
g_c.rx(beta_2, mez)
q_c.barrier ()
4 5k ok o ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok sk s ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok Kk kok ok ok R
#
#
#

#####- Busqueda exhaustiva (caso completo) 2 betas, 2 gammas -#####

74 HHEHHEHHHHASHSHASHHAASFH AR xx CAMBIOS *xx#######H#HAHHHARFHBHAHHHAH

Listing B.6: Cédigo para simulaciéon local usando BE en el problema de ISM de
5 particulas (dos fs y dos 7s) en configuracién completa.

El programa que se aprecia en el Coédigo B.6 muestra las modificaciones

necesarias para incorporar los dos parametros para los dos operadores de fase y
mezcladores (un par de 7 y § por par de operadores), existe principalmente un
aumento en el nimero de variables que es necesario explorar en la BE, después se
crea una etapa de entrelazamiento para las dos parejas de operadores y se procede
a repetir los pasos (2), (3) y(4) para anexar el segundo par de parametros y2 y So.
Esto logra ingresar las diferentes etapas (o diferentes operadores, dependiendo del
punto de vista) para cada par de operadores de fase y mezcladores, este proceso
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se puede repetir mas veces de ser necesario, pero debe considerarse el factor del
aumento de complejidad debido al ntimero parametros que es necesario optimizar.

Para el cambio de evaluador con VEE solo debe replicarse lo hecho para
los casos anteriores y tener en cuenta el aumento de variables y particulas del
problema.

Programas para problemas Max-Cut

La segunda clase de instancias generadas son los problemas de tipo Max-
Cut usando BE, estos problemas traducidos a c6digo son bastante similares a los
vistos en ISM, la diferencia que existe entre ambos es que para el caso de Max-Cut
no se tiene un segundo elemento dentro del operador de fase (aporte de campo
magnético externo) porque el planteamiento realizado para estos problemas solo
contempla las conexiones entre los nodos, las cuales no tienen peso, direccién o
alguna variable extra asociada a estos.

Codigo para problema de 3 nodos en configuracién lineal

El programa usado para simular estos circuitos es muy similar al caso anterior
de ISM, la diferencia principal es la extracciéon de un paso (que seria el Paso (3)
de ISM), también se agrega el método de evaluacion por VEE.

H#A####H#A####E - - Problema de 3 particulas para Max-Cut - -####H#H#####H
HAEHBHFHAHHRRS - - usando VEE - -HHHHHHRHERS
HARBHAFAAHARHARA AR BB HAF AR AR R AAR AR AR RABR AR B R R AR SRR BB R AR SRR B R R AR AR RS

; #- Paqueteria complementaria para ejecucion de QAOA y -#
7 #- metodo de optimizacion. -#
from qiskit import QuantumRegister, ClassicalRegister
from qiskit import QuantumCircuit, Aer, execute

from qiskit.visualization import plot_histogram

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

import collections

import math as m

5 #- Funcion objetivo o funcion de costo -#
def funcion_objetivo(x):
costo = 0
interaccion = 0
# Calculo del costo de interaccion.
for i in range(len(x)-1):
if x[i] == x[i+1]:
interaccion += 0 # No suma conexion.
else:
interaccion -= 1 # Suma conexion, se usa signo (-)
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costo +=

para mantener el estandar de VEE
donde se evalua por un valor menor,
podria cambiarse por singo (+)
haciendo las modificaciones

H OH ¥ H H

pertinentes.
interaccion

return costo
#- Funcion objetivo o funcion de costo -#

; ######## - Busqueda exhaustiva MAX-CUT (caso lineal) VEE -#########4#

def be_3_lineal_vee(corridas, costo_total, costo_actual,

for i in

costo_minimo, mejores_cuentas,
num_particulas, simulador_local):

np.arange (corridas): # Pruebas para valores de beta.

# Valor de prueba para "beta" que corresponde al parametro

# de
beta

for

1l operador mezclador.
= 2*%m.pi*(i/corridas)

j in np.arange(corridas): # Pruebas para valores de
# gamma.

# Valor de prueba para "gamma" que corresponde al
# parametro del operador de fase.
gamma = 2*m.pix(j/corridas)

# Variable para almacenar el "valor esperado".
costo_aparicion = 0

g_reg = QuantumRegister (num_particulas, name="q_reg")
c_reg = ClassicalRegister (num_particulas, name="c_reg")
g_c = QuantumCircuit(q_reg,c_reg,name="q_c")

#* Paso (1)

#* El primer paso es generar la superposicion de

#* estados iniciales, esto se logra aplicando

#*x compuertas Hadamard a los qubits del registro

#*x cuantico.

for q in np.arange (num_particulas):
g_c.h(q_reglint(q)]) # Aplicamos la compuerta "h"

# (Hadamard) a los qubits.

#* Paso (2)

#*x Se aplican las compuertas "Z" que corresponden

#* al operador de fase, esto se realiza considerando

#* las conexiones entre las particulas para el caso

#* del Ising Spin Model y tambien se considera el

#* valor de'"gamma".

for conexion in np.arange (num_particulas-1):
g_c.cx(qg_regl[conexion], q_reglconexion+1])
g_c.p(2*xgamma, q_regl[conexion+1])
g_c.cx(qg_reglconexion], q_reglconexion+1])
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#**x Se omite el "Paso (3)" del Ising Spin Model
#**x ya que no hay aporte de campo externo para
#*x* Max-Cut.

#*x Paso (3)

#* Aqui se agrega el operador mezclador, que

#*x corresponde a los procesos de interferencia

#* constructiva o destructiva tomando en cuenta

#*x el valor de "beta'.

for mez in np.arange (num_particulas):
g_c.rx(beta, mez)

#* Paso (4)

#*x Establecer las mediciones para el registro

#*x cuantico, los valores de los estados base que
#* se obtienen al medir los qubits (q_reg) son
#* almacenados en los bits clasicos (c_reg).
g_c.barrier ()

g_c.measure(q_reg, c_reg)

# Numero de experimentos que se correrar por cada
# par de valores gamma y beta.
n_experimentos = 1000

# Ejecutar el circuito cuantico en el simulador.
trabajo = execute(q_c, simulador_local,
shots= n_experimentos)

# Extraer los resultados.
resultado = trabajo.result ()

# Extraer los datos estadisticos.
cuentas = resultado.get_counts(q_c)

#* Aqui se usa la tecnica denominada
#* "VALOR DE ENERGIA ESPERADO (VEE)"
#* que se usa para conocer el
#* aporte total de todos los experimentos del
#*x circuito para un numero determinado de
#* experimentos, usando la correcta combinacion
#* de parametros VEE debera tender al valor de la
#*x funcion costo de evaluada con el estado optimo
#* del sistema.
for elemento in cuentas.items():
costo = funcion_objetivo (elemento [0])
costo_ap = costo*float(elemento[1])
costo_aparicion += (costo_ap / n_experimentos)
if costo_aparicion <= costo_actual:

costo_actual = costo_aparicion

costo_minimo = [costo_actual, gamma, betal
mejores_cuentas = cuentas

print ("Costo actual [Gl, B1]: ", costo_minimo)

else:
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continue

return costo_minimo, mejores_cuentas

7 ######## - Busqueda exhaustiva MAX-CUT (caso lineal) VEE -##########

Er R i il MAIN - - - - - e e e e e — o - #H##
if __name__ == "__main__":
#* Constantes de calibracion para QAOA x#
corridas = 50
costo_total = 0
costo_actual = 0
costo_minimo = [0.0, 0.0, 0.0]
mejores_cuentas = []
num_particulas = 3
simulador_local = Aer.backends(name="qasm_simulator") [0]
#* Funcion para calculo del circuito y aplicacion de BE.
costo_minimo, mejores_cuentas = be_3_lineal_vee(corridas,
costo_total, costo_actual,
costo_minimo, mejores_cuentas,
num_particulas, simulador_local
)
#*x Imprimir y graficar el mejor resultado.
print ("Costo minimo [G1, B1]: ", costo_minimo)
plot_histogram(mejores_cuentas)
plt.show ()
B - - - - - - - MAIN - - - - s e e e e e e e — - #H##

Listing B.7: Codigo para simulaciéon local usando BE en el problema de Max-Cut
de 3 nodos en configuracién lineal.

El Cédigo B.7 muestra el programa usado para simular el primer problema
de Max-Cut de 3 nodos en configuracion lineal. Como puede observarse entre el
Paso (2)y Paso (3) existe una pequena nota donde se aclara cuél es la diferencia
entre este programa con respecto del usado para ISM, la otra diferencia se presen-
ta en la Funcion objetivo donde ya no existe aporte del campo magnético externo
y el costo de evaluacién de un estado solo toma en cuenta sus conexiones entre
nodos. Los demés aspectos se comportan de igual forma que en el caso anterior
de ISM para 3 particulas.

Existen también dos consideraciones que son importantes de mencionar, la
primera relaciona al signo del resultado generado, ya que este resultado se es-
tablece con signo negativo porque la Funcion objetivo realiza las sumas de cada
conexion con —1, sin embargo, el resultado final de la evaluaciéon solo es necesario
multiplicarlo por —1 para obtener su representacién en los enteros positivos. La
siguiente consideracién es el signo que se maneja, por ejemplo para las Ecuacio-
nes 3.14 y 3.15 son con signo negativo, esto en realidad nos dice que existe una
rotacion de la fase global del sistema lo cual es solo una convencién usada para
abordar este tipo de problemas, de manera real no es posible distinguir este tipo
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de rotaciones cuando se habla de operadores cuanticos y es por ello que se puede
omitir el signo para utilizar un modelo similar al de ISM.

Codigo para problema de 4 nodos en configuraciéon ciclica

Las modificaciones generadas al codigo base de 3 nodos se muestran a con-
tinuacién, debe tomarse en cuenta que los valores para 4 nodos presentes en las
constantes de calibracion de QAOA se obvian, y debido a ello no son incluidas
en el siguiente codigo.

H##H#H#######AAS - - Problema de 4 nodos para Max-Cut - -##H#H#H#H#H#######H
HAHBHHHFA AR RHRFA AR HARF SRR R R AR SRR R RS R RS RS S S SSH

HAFHHAHHAHHHAH SR SRS HRH#H## Rk x CAMBIOS sk x##H#H#AHHHHHHHHHHHHHHARAHARH

Hu#uH#H#H##4### - Busqueda exhaustiva (caso ciclica) -#########4####H
#
#
#
#* Paso (2)
#* Se aplican las compuertas "Z" que corresponden
#* al operador de fase, esto se realiza considerando
#* las conexiones entre las particulas para el caso
#* del Ising Spin Model y tambien se considera el
#*x valor de'"gamma'.
for conexion in np.arange(num_particulas):
q_c.cx(q_regl[conexion], q_reglconexion-1])
g_c.p(2*xgamma, q_regl[conexion])
g_c.cx(qg_reglconexion], q_reglconexion-1])
#
#
# .
#Hudu#aH###4### - Busqueda exhaustiva (caso ciclica) -#########4#%##Y

HHHAHHHARAH SRR HH AR H R AR RS Rxx CAMBIOS *xx#######H#AA#HAAAHHHAHAHAHS

Listing B.8: Cédigo para simulacion local usando BE en el problema de Max-Cut
de 4 nodos en configuracién ciclica.

Como se puede aprecia en el Codigo B.8 la tnica variacién que existe entre
este programa y el anterior es en el Paso (2) en el cual se toman en cuenta la
nueva conexion que existe entre el primer y tltimo nodo.

Para los programas generados con relacion al aumento a dos parametros 51 y
B2 del operador mezclador y el aumento a dos parejas de parametros 71, 2, con
b1y B2 (dos operadores de fase y dos operadores mezcladores consecutivos) son
muy similares a los usados para ISM (problemas de 4 particulas y 5 particulas),
por ello no se considera relevante agregarlos explicitamente con la finalidad de
mantener reducido el cuerpo de este apéndice.
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Cddigo para problema de 5 nodos en configuraciéon completa

El altimo programa usando BE corresponde al c6digo de 5 nodos en configu-
racién completa de Max-Cut, el programa es muy similar a los anteriores donde
el siguiente c6digo muestra las modificaciones realizadas.

H###H########A#AE - - Problema de 5 nodos para Max-Cut - -#############H#
HARBHAHAH AR BHAFAH AR RAAF AR AR RAAF AR AR RAH SRR B R AR SRR BB R AR SRR B R AR H RS

HAFHHAHHHHAHHH R R SRR HHH###H# R x CAMBIOS **xx###HHHHHHHHHHHHBHHHAHAHAHRY

###u#H####### - Busqueda exhaustiva (caso completo) -##############Y
#
#
#
#*x Paso (2)
#* Se aplican las compuertas "Z" que corresponden
#* al operador de fase, esto se realiza considerando
#* las conexiones entre las particulas para el caso
#* del Ising Spin Model y tambien se considera el
#*x valor de'"gamma'.
conexiones = []
for conexion in np.arange (num_particulas):
for conexion_2 in np.arange (num_particulas):
if conexion != conexion_2:
if [conexion, conexion_2] and [conexion_2,
conexion] not in conexiones:
g_c.cx(q_reglconexion_2],
q_reglconexionl])
g_c.p(2xgamma, q_regl[conexion_2])
g_c.cx(q_reglconexion_2],
q_reglconexionl])
conexiones.append ([conexion,
conexion_2])
conexiones.append ([conexion_2,
conexion])
else:
continue
else:
continue
q_c.barrier ()
#
#
# .
###u#H######E - Busqueda exhaustiva (caso completo) -#H##########S##Y

HHHAHHH AR S SRR S SRR S R AR xx CAMBIOS *xxx#######H#AH#HHARFHBAAHHHAH

Listing B.9: Cédigo para simulaciéon local usando BE en el problema de Max-Cut
de 5 nodos en configuracién completa.
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Como podemos ver nuevamente, la modificacién que se genera solo es en el
Paso (2) donde existe un aumento del ntimero de conexiones entre nodos, para
este caso es necesario generar conexiones entre todos los nodos del grafo y no
crear repeticiones.

B.1.2. Programas usando método de Biisqueda Local Iterativa

El siguiente método de optimizaciéon implementado es BLI, este método es
mucho mas complejo que el método de BE. De manera general, esta heuristi-
ca tiene cuatro etapas, la primera es el inicio aleatorio dentro del espacio de
bisqueda, la segunda es la implementacién de la bisqueda local dentro de un
area determinada, la tercera es la aplicacion recurrente de Ascenso en la Mon-
tana HEstocéstico y por altimo estd la cuarta etapa que se encarga de evitar la
convergencia temprana de la BLI.

Programas para ISM

La primera clase de c6digos descritos sera para los problemas de ISM, donde
se usard al primer problema (3 particulas en configuracion lineal) como base y
solo iran agregando las notas para las modificaciones realizadas para los otros
Casos.

Codigo para problema de 3 particulas en configuraciéon lineal

El programa generado para el problema de 3 particulas se muestra a conti-
nuacion.

#####-- Problema de 3 particulas para Ising Spin Model (BL) - -#####
HEHHHHHHHRHR BB R AR AR AR A SRS HHHH R R B R BB BB B R B HHRARAS R SRR R B R B R BB BHRHRH

#- Paqueteria complementaria para ejecucion de QAOA y -#
#- metodo de optimizacion. -#
from qiskit import QuantumRegister, ClassicalRegister
from qiskit import QuantumCircuit, Aer, execute

from qiskit.visualization import plot_histogram

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

import collections

import math as m

import random

#- Funcion de verificacion -#
def dentro_rango (punto, limites):
# Checar si un valor propuesto esta dentro del rango



66
67

68

PROGRAMACION

# permitido.

if punto[0] >= limites[0] and punto[0] <= limites[1]:
if punto[1] >= limites[0] and punto[1] <= limites[1]:

return True
else:
return False
else:
return False
#- Funcion de verificacion -

#

#- Algoritmo de Ascenso en la Montana Estocastico -#

def ame(limites, n_iteraciones, tam_paso, punto_inicial,
costo_total, costo_actual, costo_minimo,

num_particulas, simulador_local):

mejores_cuentas, h,

mejores_cuentas = []

# Se guarda el punto inicial.

solucion = punto_inicial

# Evaluar el punto inicial.

eval_solucion, cuentas =

C

mejores_cuentas, h, num_particulas,

S

bl_3_lineal(solucion, costo_total,

osto_actual, costo_minimo,

imulador_local)

# Aplicar el Ascenso en la Montana.
for i in range(n_iteraciones):
# Usar las interacciones.

candidato = None

while candidato is None or not dentro_rango (candidato,

limites)

eleccion_a = np.random.choice ([0,1])

if eleccion_a ==
candidato_1

candidato_2
else:

candidato_1

candidato_2

0:
solucion [0] +\
np.random.uniform(limites [0],
limites [1])
np.random.uniform(tam_paso [0],
tam_paso [1])
solucion[1]

solucion [0]

solucion[1] +\

np.random.uniform(limites [0],
limites [1])

np.random.uniform(tam_paso [0],
tam_paso [1])

candidato = [candidato_1, candidato_2]
# Evaluar el punto canditato
eval_candidato, cuentas = bl_3_lineal (candidato,costo_total

costo_actual,
costo_minimo ,

*\

*\

mejores_cuentas,

num_particulas

B
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simulador_local)
# Checar si el candidato es mejor que la solucion previa.
if eval_candidato[0] < eval_solucion[0]:
# Guardar la solucion y la evaluacion.

solucion = candidato
eval_solucion = eval_candidato
mejores_cuentas = cuentas

return solucion, eval_solucion, mejores_cuentas
Algoritmo de Ascenso en la Montana Estocastico -#

Algoritmo de Busqueda Local Iterativa -#

def busqueda_local_iterada_Bp(disp_conv, valor_conv,

limites, n_iteraciones,
tam_paso, n_reinicios, tam_per,
costo_total, costo_actual,
costo_minimo, mejores_cuentas, h,
num_particulas, simulador_local):
# Variables para el reinicio por convergencia.
contador_conv = 0
eval_act_consec = 0 # Guarda el valor actual que se esta
evaluando para establecer si es de
# forma consecutiva.

**+

dist_vals = []
# Definir el punto de inicio.

mejor = None

while mejor is None or not dentro_rango(mejor, limites):
mejor_1 = np.random.uniform(limites[0], limites[1])
mejor_2 = np.random.uniform(limites[0], limites[1])
mejor = [mejor_1, mejor_2]

# Calcular los valores para el "mejor punto actual".

mejor_eval, cuentas = bl_3_lineal (mejor, costo_total,

costo_actual,
costo_minimo, mejores_cuentas, h,
num_particulas, simulador_local)
# El1 valor consecutivo de convergencia toma primero el
# valor de "mejor_eval[0]".
eval_act_consec = mejor_eval[0]
# Se repite el proceso el numero de veces que se especifique.
for n in range(n_reinicios):
# Generando un nuevo punto de inicio, usando el mejor valor
# actual y la perturbacion.
punto_inicio = None
while punto_inicio is None or not dentro_rango (punto_inicio

limites):
eleccion_b = np.random.choice ([0,1])
if eleccion_b == 0:
punto_inicio_1 = mejor [0] +\

np.random.uniform(limites [0], limites[1])
*\
np.random.uniform(tam_per [0], tam_per [1])
punto_inicio_2 = mejor [1]
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125 else:

126 punto_inicio_1 = mejor [0]

127 punto_inicio_2 = mejor [1] +\

128 np.random.uniform(limites [0],

129 limites [1]) =*\

130 np.random.uniform(tam_per [0],

131 tam_per [1])

132

133 punto_inicio = [punto_inicio_1, punto_inicio_2]

134 # Realizar el Ascenso en la Montana Estocastico (ame).

135 solucion, eval_solucion, cuentas = ame(limites,
n_iteraciones,

136 tam_paso,
punto_inicio,

137 costo_total,

138 costo_actual,

139 costo_minimo,

140 mejores_cuentas, h,

141 num_particulas,
simulador_local)

o HHHHHHHSH UG HAH UG HSH S USRS USRS H UG HSH S USRS USRS H SRS H S USRS USRS H 1S

143 R REINICIOS POR CONVERGENCIA ----------—--—-——- #

N

144 # Iniciar un contador para reiniciar el punto de

145 # exploracion despues de un cierto numero de repeticiones
146 # de un criterio, esto se hace para evitar que el algoritmo
147 # converga muy pronto.

148

149 # Se mide la "distancia" que existe entre la evaluacion

150 # pasada y la actual.

151

152 delta_eval = eval_solucion[0] - eval_act_consec

153 abs_delta_eval = abs(delta_eval)

154 dist_vals.append(abs_delta_eval)

155 contador_conv += 1

156 contador_salto = 0

157 if contador_conv == disp_conv: # Si se cumple el criterio
158 # del numero mediciones, se
159 # calcula el promedio.

160 radio_exploracion = np.sum(dist_vals)/len(dist_vals)
161 print ("Radio exploracion: ", radio_exploracion)

162

163 # Si el radio de exploracion es menor o igual al valor
164 # gatillo se gemera el protocolo para reiniciar la

165 # busqueda de manera aleatoria.

166 if radio_exploracion <= valor_conv:

167 # Definir el punto de inicio.

168 mejor_n = None

169 eval_solucion_costo = 99999

170 eval_final = 0

171 while mejor_n is None or not dentro_rango(mejor_n,
172 limites):
173 mejor_1 = np.random.uniform(limites[0],

. limites [1])
175 mejor_2 = np.random.uniform(limites[0],
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mejor_n,

mejores_cuentas,

simulador_local)

aleatorio")

limites [1])

mejor_n = [mejor_1, mejor_2]
if dentro_rango(mejor_n, limites) == True:

h,

# Se realiza la evaluacion de ese punto
# aleatorio.

B-26

eval_solucion_n, cuentas_n = bl_3_lineal (

costo_total, costo_actual,

costo_minimo,

num_particulas,

eval_solucion_costo = eval_solucion_n[0]

# Guardar la mejor solucion explorada hasta

# el momento.

if eval_solucion_n[0] < eval_final:
mejor_n = eval_solucion_n[1:]
mejor = mejor_n
eval_solucion = eval_solucion_n
cuentas = cuentas_n
eval_final = eval_sulucion_n [0]

if eval_solucion_costo < mejor_evall[0]:
print ("Salto: ", eval_solucion_n)

# E1 salto genera los nuevos valores
# para iniciar la siguiente iteracion.

mejor_n = eval_solucion_n[1:]
print ("Mejor_n: ", mejor_n)

# En este caso se encontro una
combinacion "mejor" que tiene un

valores de los parametros (mejor)
la evaluacion de esta combinacion
(mejor_eval) y las cuentas
(mejores_cuentas) pasan
# a ser el mejor resultado actual.
mejor = mejor_n
eval_solucion = eval_solucion_n
cuentas = cuentas_n
break
else:

H OB H H H R

Permite mantener la exploracion,

H OB

# "while loop".
mejor_1 = limites[1]+1

mejor_2 = limites[1]+1
mejor_n = [mejor_1, mejor_2]
if contador_salto == 1000:

print ("No reinicio mejor ,reinicio

mejor_n = eval_solucion_n[1:]

resultado mejor de VEE, entonces los

>

generando valores por fuera de los
limites que mantienen trabajando al
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print ("Valores:

H O O H OH O H R

#

mejor
eval_solucion
cuentas

solucion
contador_salto
eval_final

B-27

", mejor_mn)
Se toma el inicio "mejor"
combinacion nueva de parametros
segun el salto, pero se considera
como solo una solucion que sera
comparada, en caso de no se mejor
solo se tomara el punto "mejor"
como nuestro nuevo inicio de
exploracion pero aun almacenando
la mejor solucion global

mejor_n

como la

eval_solucion_n
cuentas_n

mejor_n
0

0

break

contador_salto +=

else:

1 # Contador en caso de
# no encontrar mejor
# salto.

continue
# Reiniciar contador de convergencia.

contador_conv
dist_vals
else:
contador_conv
dist_vals

# Evaluar para el

[]

[]

"nuevo mejor"

0

si existe.

if eval_solucion[0] < mejor_eval[0]:

mejor,
mejores_cuentas
print ("Reinicio-
print ("Cuentas: "
print ("\n")
eval_act_consec
return mejor, mejor_eval,

mejor_eval

#- Algoritmo de Busqueda Local Iterativa
#- Funcion objetivo o funcion de costo
def funcion_objetivo(x, h):

costo 0
interaccion

0

0

campo_mag

= solucion, eval_solucion
cuentas
-> N: ", n, ", M_Ev: ", mejor_eval)
, cuentas)

mejor_eval [0]
mejores_cuentas
-#

-#

# Calculo del costo de interaccion.

for i in range(len(x)-1):
if x[i] x[i+1]:
interaccion -= 1
else:
interaccion += 1
interaccion

costo +=
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299
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301
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303
304
305
306
307
308
309
310
311
312
313
314
315
316
317
318
319

329
330
331
332
333

def bl_3_lineal (candidato, costo_total, costo_actual,

costo_minimo, mejores_cuentas, h,
num_particulas, simulador_local):

# Valor de prueba para "beta" que corresponde al parametro
# del primer operador mezclador.
beta = candidato [1]

# Valor de prueba para "gamma" que corresponde al parametro

# del primer operador de fase.
gamma = candidato [0]

# Valor para almacenar el valor de energia esperado para
# una iteracion.
costo_aparicion = 0

# Generacion de regirsto cuantico "g_reg" y registro
# clasico "c_reg".

g_reg = QuantumRegister (num_particulas, name="q_reg")
c_reg = ClassicalRegister (num_particulas, name="c_reg")
q_c¢ = QuantumCircuit(q_reg,c_reg,name="q_c")

#* Paso (1)
#*x El1 primer paso es generar la superposicion de estados
#* iniciales, esto se logra aplicando compuertas Hadamard
#* a los qubits del registro cuantico.
for q in np.arange (num_particulas):
g_c.h(q_reglint(q)]) # Aplicamos la compuerta "h"
# (Hadamard) a los qubits.

#* Paso (2)

#* Se aplican las compuertas "Z" que corresponden al
#*x operador de fase, esto se realiza considerando las
#* conexiones entre las particulas para el caso del

#* Ising Spin Model y tambien se considera el valor de
#x "gamma".

for conexion in np.arange (num_particulas-1):

PROGRAMACION B-28
# Calculo del costo de campo magnetico externo.
for i in range(len(x)):
if h[il > O:
if int(x[i]) == O:
campo_mag = campo_mag + (-1*h[i])
else:
campo_mag = campo_mag + (1xh[i])
if h[i]l < O:
if int(x[i]) == O0:
campo_mag = campo_mag + (-1*h[i])
else:
campo_mag = campo_mag + (1*h[i])
costo += campo_mag
return costo
Funcion objetivo o funcion de costo -#
####sdnd#HH######E - Busqueda local (caso lineal) -########n###t#s#tsts



334

381

383
384
3

®
n

5
386
387

PROGRAMACION B-29

g_c.cx(q_reglconexion], g_reglconexion+1])
q_c.p(2xgamma, q_regl[conexion+1])
gq_c.cx(q_reglconexion], q_reglconexion+1])

#x Paso (3)

#*x Despues de realizar las conexiones entre particulas,

#* se procede a agregar el campo magnetico externo "h"

#*x para cada padricula, esto corresponde al segundo

#* termino del operador de fase.

for campo in np.arange (num_particulas):
q_c.p(gamma*h[int (campo)], campo)

#*x Paso (4)
#* Aqui se agrega el operador mezclador, que corresponde
#* a los procesos de interferencia constructiva o
#* destructiva tomando en cuenta el valor de "beta".
for mez in np.arange (num_particulas):
g_c.rx(beta, mez)

#* Paso (5)

#*x Establecer las mediciones para el registro cuantico,
#* los valores de los estados base que se obtienen al
#* medir los qubits (registro cuantico) son almacenados
#* en los bits clasicos (registro clasico).
g_c.barrier ()

gq_c.measure(qg_reg, c_reg)

# Numero de experimentos que se correrar por cada par
# de valores gamma y beta.
n_experimentos = 1000

# Ejecutar el circuito cuantico en el simulador.
trabajo = execute(q_c, simulador_local,
shots= n_experimentos)

# Extraer los resultados.
resultado = trabajo.result ()

# Extraer los datos estadisticos.
cuentas = resultado.get_counts(qg_c)

for elemento in cuentas.items ():
costo = funcion_objetivo(elemento [0], h)
costo_ap = costo*float(elemento[1])
costo_aparicion += (costo_ap / n_experimentos)

costo_actual = costo_aparicion
costo_minimo = [costo_actual, gamma, betal
mejores_cuentas = cuentas

return costo_minimo, mejores_cuentas

HHu#uHSH A HS#R#AH#EHS - Busqueda local (caso lineal) -#########4#S###H##Y
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#- Parametros para la busqueda local -#

# Limites de valores para "gamma" y "beta".
limites = [0, 2*m.pil]

# Total de iteraciones (para "ame").
n_iteraciones = 1000

# Tamano maximo de paso.

tam_paso = [-0.05, 0.05]

# Numero de reinicios.

n_reinicios = 100

# Tamano de perturbacion.

tam_per = [0.0, 1.0]

# Valores para el reinicio por convergencia.

valor_conv = 1.0 # Diferencia entre la respuesta evaluada y la
# mejor respuesta.
disp_conv = 10 # Numero de ocurrencias de "valor_conv" para que
# se pueda disparar el reinicio aleatorio.
R e e #

#- Parametros para circuito cuantico -#
costo_total = 0O

costo_actual = 0
costo_minimo = [0.0, 0.0, 0.0]
mejores_cuentas = []
h = [0.7, 1.2, -1.6] # Campos magneticos externos
# por particula.
num_particulas = 3
simulador_local = Aer.backends(name="qgasm_simulator") [0]
L e e #
mejor, mejor_eval, mejores_cuentas = busqueda_local_iterada_3p(

disp_conv,
valor_conv, limites, n_iteraciones, tam_paso,
n_reinicios, tam_per, costo_total, costo_actual

costo_minimo, mejores_cuentas, h,
num_particulas,

simulador_local)

print ("Mejor (G1, B1l): ", mejor)

print ("Mejor evaluacion: ", mejor_eval)
plot_histogram(mejores_cuentas)

plt.show ()
--------------------------- MAIN —ommmmo oo o _y##

Listing B.10: Cédigo para simulaciéon local usando BLI en el problema de ISM
de 3 particulas en configuracién lineal.

El Coédigo B.10 describe todas las etapas necesarias para implementar el

método de Biisqueda Local Iterativa como optimizacién para los distintos pa-
rametros de los operadores de fase y mezclador, el programa contiene todas la
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funciones necesarias en el mismo bloque, esto puede realizarse de distintas formas,
ya que pueden implementarse paqueterias con las funciones de BLI y solo agre-
gar el programa de QAOA, o incluso realizarlo usando programacién orientada a
objetos; pero debido a que normalmente la programacién de algoritmos cuénticos
se realiza usando programaciéon procedural o procedimental, se aconseja que si
las implementaciones son simples es recomendable hacerlo de forma procedural.

Pasando a la descripcion del codigo tenemos las funciones complementarias
iniciando con Funcion de verificacion que se encarga de evaluar si un punto da-
do (en este caso de dos variables que corresponden a los parametros v y ) esté
dentro de los limites que corresponde al rango 0 a 27. La siguiente funcién corres-
ponde al Algoritmo de Ascenso en la Montania Estocdstico que sirve para realizar
las biisquedas en areas especificas a partir del punto generado por la BLI. Des-
pués se tiene la funcion de Algoritmo de Bisqueda Local Iterativa, esta seccidén
del codigo se encarga de realizar la busqueda local, que podria interpretarse como
una bisqueda aleatoria en un area del espacio de buisqueda, esta area puede ir
moviéndose o saltar en espacios cercanos al area de busqueda inicial, internamen-
te existe una etapa del algoritmo llamada Reinicios por convergencia, este paso
no existe como tal en el algoritmo clasico de BLI, sin embargo, para garantizar
que la blisqueda no converja antes de tiempo. Normalmente, los espacios vecto-
riales que contienen a los estados generados por los algoritmos cuanticos son del
tipo de espacio de Hilbert, entonces los pardmetros de v y 5 generados por BLI
mapean al espacio de Hilbert para generar en consecuencia un estado cuantico,
por esto el espacio de bisqueda debe tener una estructura bastante compleja que
podria catalogarse de forma general como no-convexa en la mayoria de los ca-
sos. Posteriormente, estan las dos funciones que corresponden a la generaciéon de
QAOA, se tiene primero la funcion Funcidn de costo que evalta el costo en lo que
se refiere al estado medido y la segunda funcién llamada bl 3 lineal que es el
algoritmo para generar el circuito cuantico de QAOA, que como puede observarse
no contiene a los ciclos For loop de Bisqueda Exhaustiva, ahora solo se tiene en
las lineas 303 y 307 los “candidatos” que son los valores del punto generado por
BLI que seran probados para QAOA y obtener un resultado estadistico de 1000
experimentos para ese punto (de dos valores) en especifico. Finalmente, se tiene
la funcion MAIN que contiene los valores para la calibracion de BLI y QAOA,
ademés, aqui se llama a la funcion busqueda local iterada 3p que realiza todo
el proceso de BLI y algoritmo QAOA.

Cddigo para problema de 4 particulas en configuraciéon ciclica

Para el codigo del problema de 4 particulas en configuracién ciclica usando
BLI, solo se tienen unas pequenas modificaciones al igual que en el caso de BE.

1 ######## - - Problema de 4 particulas para Ising Spin Model - -#######
2 HEHHHEHHS - - usando Busqueda Local - -H#HHHEH



50

PROGRAMACION B-32

HUHHAHAHHAHAHHSHAHBHHAH AR BB HAH RS HAHBH R HAH RS HAH B SRR BH B HAH B H A SRR H

HHHAHHH AR S H AR H SRR S R AR xx CAMBIOS *xxx#########AH#HAAAHHHAH#HAHS

#- Algoritmo de Busqueda Local Iterativa -#

def busqueda_local_iterada_4p(1imites, n_iteraciones,
tam_paso, n_reinicios, tam_per,
costo_total, costo_actual,
costo_minimo, mejores_cuentas, h,
num_particulas, simulador_local):

; #- Funcion objetivo o funcion de costo -#

def funcion_objetivo(x, h):
#
#
# .
# Calculo del costo de interaccion.
for i in range(len(x)):
if x[i] == x[i-1]:
interaccion -= 1
else:
interaccion += 1
costo += interaccion
#
#
# .
H###nHnH########E - Busqueda local (caso ciclico) -###########SH#SHTSE
#
#
# .
#* Paso (2)
#* Se aplican las compuertas "Z" que corresponden al
#*x operador de fase, esto se realiza considerando las
#* conexiones entre las particulas para el caso del
#*x Ising Spin Model y tambien se considera el valor de
#x "gamma".
for conexion in np.arange (num_particulas):
gq_c.cx(q_regl[conexion], q_reglconexion-1])
q_c.p(2xgamma, gq_regl[conexion])
g_c.cx(q_reglconexion], q_reglconexion-1])
#
#
# .
HHu#u#dH A HS##4#E# - Busqueda local (caso ciclico) -##########S##SH##Y

HHHAHHHARAHH AR H R AR F R AR SRk xx CAMBIOS sk x#######H#AH#HBAAHHHAHAHAHS

Listing B.11: Co6digo para simulacién local usando BLI en el problema de ISM
de 4 particulas en configuracién ciclica.

Como se ve en el codigo anterior, de igual forma que en el caso de BE solo
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se modifica la funcién de evaluacion de costo y el operador de fase del circuito
cuantico para agregar la conexién extra de particulas.

Para el caso de 2 parametros 3 en el operador mezclador, se tienen las modi-
ficaciones:

########-- Problema de 4 particulas para Ising Spin Model - -#######
HEHHHAHH - - usando Busqueda Local - -HHHHHHH
HAeHHHHHHS - - con dos BETAs - -HHHHAHH
HUHBHHHHHHBRHB R AR AR ARG BRBHRHHBH B R BB B R B R AR R AR GRGHBH AR B R BB BBRHH

HAFFHAHAHHH SR H RS HHHHH##### % CAMBIOS **xx###HHHHHHHHHHHHHHHHAHAHAHRY

#- Funcion de verificacion -#
def dentro_rango (punto, limites):
# Checar si un valor propuesto esta dentro del rango
# permitido.
if punto[0] >= limites[0] and punto[0] <= limites[1]:
if punto[1] >= limites[0] and punto[1] <= limites[1]:
if punto[2] >= limites[0] and punto[2] <= limites[1]:
return True
else:
return False
else:
return False
else:
return False
#- Funcion de verificacion -#

; #- Algoritmo de Ascenso en la Montana Estocastico -#

#
#
#
while candidato is None or not dentro_rango(candidato,
limites):
eleccion_a = np.random.choice ([0,1,2])
if eleccion_a == O0:
candidato_1 = solucion[0] +\

np.random.uniform(limites [0],
limites [11) =\

np.random.uniform(tam_paso [0],
tam_paso [1])

candidato_2 solucion[1]
candidato_3 solucion [2]
elif eleccion_a == 1:
candidato_1 solucion [0]
candidato_2 solucion[1] +\
np.random.uniform(limites [0],
limites [1]) =*\
np.random.uniform(tam_paso [0],
tam_paso [1])
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candidato_3 = solucion [2]
else:
candidato_1 = solucion [0]
candidato_2 = solucion[1]
candidato_3 = solucion[2] +\
np.random.uniform(limites [0],
limites [1]) =\
np.random.uniform(tam_paso [0],
tam_paso [1])
candidato = [candidato_1, candidato_2, candidato_3]
#
#
#

#- Algoritmo de Ascenso en la

#- Algoritmo de Busqueda Local

5 def busqueda_local_iterada_4p(

Montana Estocastico -#

Iterativa -#
limites, n_iteraciones,

tam_paso, n_reinicios, tam_per,

costo_total, costo_actual,
costo_minimo, mejores_cuentas, h,
num_particulas, simulador_local):
#
#
#
mejor = None
while mejor is None or not dentro_rango(mejor, limites):
mejor_1 = np.random.uniform(limites[0], limites[1])
mejor_2 = np.random.uniform(limites[0], limites[1])
mejor_3 = np.random.uniform(limites[0], limites[1])
mejor = [mejor_1, mejor_2, mejor_3]
#
#
#
punto_inicio = None

B-34

while punto_inicio is None or not dentro_rango (punto_inicio

, limites):

eleccion_b = np.random.choice ([0,1,2])
if eleccion_b == O0:

punto_inicio_1

= mejor [0] +\

np.random.uniform(limites [0],

limites [1]) =*\

np.random.uniform(tam_per [0],

punto_inicio_2
punto_inicio_3
elif eleccion_b
punto_inicio_1
punto_inicio_2

tam_per [1])

mejor [1]
mejor [2]

]

[

= mejor [0]
mejor [1] +\

]

np.random.uniform(limites [0],

limites [1]) =*\

np.random.uniform(tam_per [0],

punto_inicio_3

tam_per [1])
= mejor [2]
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else:
punto_inicio_1 = mejor [0]
punto_inicio_2 = mejor[1]
punto_inicio_3 = mejor [2] +\
np.random.uniform(limites [0],
limites [1]) =\
np.random.uniform(tam_per [0],
tam_per [1])
punto_inicio = [punto_inicio_1, punto_inicio_2,
punto_inicio_3]
#
#
#
oo - - REINICIOS POR CONVERGENCIA -------------- #
#
#
#
while mejor_n is None or not dentro_rango(mejor_mn,
limites):
mejor_1 = np.random.uniform(limites[0],
limites [1])
mejor_2 = np.random.uniform(limites[0],
limites [1])
mejor_3 = np.random.uniform(limites[0],
limites [1])
mejor_n = [mejor_1, mejor_2, mejor_3]
#
#
#
else:
# Permite mantener la exploracion,
# generando valores por fuera de los
# limites que mantienen trabajando al
# "while loop".
mejor_1 = limites[1]+1
mejor_2 = limites[1]+1
mejor_3 = limites[1]+1
mejor_n = [mejor_1, mejor_2, mejor_3]
#
#
# .
L REINICIOS POR CONVERGENCIA -------------- #

HU###H#AHH RS ####H - Busqueda local (caso ciclico) -##########H###H##S

#
#
#

Hokkkkkokkkkkkkkkkkkkk* Paso (4.5) OPCIONAL ks kk sk okok k% kkokk ok kokk x #f

#*x
# %
#*
#*x
#*x

Este paso se realiza para aumentar el numero de parametros
dentro del operador mezclador,

es importante agregar el

nuevo parametro (ej. "beta_2") de manera entrelazada para
garantizar que QAOA sea capaz de generar estados
entrelazados y que esto a su vez aumente el espacio de
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#* busqueda posible del algoritmo.
for ent in np.arange (num_particulas):
q_c.cx(q_reglent], q_reglent-1])
q_c.barrier ()
#* Repetir Paso (4)
for mez2 in np.arange(num_particulas):
qg_c.rx(beta_2, mez2)
g_c.barrier ()
3 K ok o ok ok oK ok K oK K oK o oK ok oK ok K oK K oK K oK ok oK ok oK ok K oK K oK 3 oK ok oK ok K oK K oK K oK ok oK ok oK ok K oK K oK K oK ok oK ok K ok K ok K
#
#
# .
#HHudutdnta###4#4# - Busqueda local (caso ciclico) -########4#S##SH#SY

HHHAHHHARAHH AR HH AR F R AR E Rk xx CAMBIOS *xx#######H#AH#HBAAHHHAHAHBHS

Listing B.12: Codigo para simulacién local usando BLI en el problema de ISM
de 4 particulas en configuracion ciclica.

En el Codigo B.12 se muestra que el aumento de un pardmetro usando BLI
tienen varias modificaciones a lo largo de todo el programa, esto se da porque se
tiene que contemplar la aplicaciéon del parametro en BLI y en AME, asi mismo se
aplican las modificaciones pertinentes para el QAOA y la funcién de evaluacion
de costo al igual que en BE.

Codigo para problema de 5 particulas en configuracién completa

Las modificaciones realizadas para el problema de 5 particulas en configura-
cién completa son las siguientes.

######## - - Problema de 5 particulas para Ising Spin Model - -#######
HHHHHAHHE - - usando Busqueda Local - -HHHBHIEH
HAHBHHHFH AR H AR FS AR RARF SRR R R AR R RS RS HS R S S

HHHAHHHA RS H AR H R AR F R SRS E Rk xx CAMBIOS *xx#######H#HAHHBHAHHHAHFHAHRS

#- Algoritmo de Busqueda Local Iterativa -#

def busqueda_local_iterada_b5p(disp_conv, valor_conv,
limites, n_iteraciones,
tam_paso, n_reinicios, tam_per,
costo_total, costo_actual,
costo_minimo, mejores_cuentas, h,
num_particulas, simulador_local) :

; #- Funcion objetivo o funcion de costo -#

def funcion_objetivo(x, h):
#
#
#
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# Calculo del costo de interaccion.
interacciones = []
for i in range(len(x)):
for j in range(len(x)):
if i 1= j:
if [i,j] and [j,i] not in interacciones:
if x[i] == x[j]:
interaccion -= 1
interacciones.append ([i,j])
interacciones.append ([j,i])
else:
interaccion += 1
interacciones.append ([i,j])
interacciones.append ([j,1i])
else:
continue
else:
continue
costo += interaccion
#
#
# .
Hu#uH##HHH######E - Busqueda local (caso completo) -##########S####AH
#
#
# .
#* Paso (2)
#* Se aplican las compuertas "Z" que corresponden al
#*x operador de fase, esto se realiza considerando las
#* conexiones entre las particulas para el caso del
#* Ising Spin Model y tambien se considera el valor de
#x "gamma".
conexiones = []
for conexion in np.arange (num_particulas):
for conexion_2 in np.arange (num_particulas):
if comnexion != conexion_2:
if [conexion, conexion_2] and [conexion_2, conexion
] not in conexiones:
g_c.cx(g_reglconexion_2], q_reglconexion])
g_c.p(2*xgamma, q_regl[conexion_2])
g_c.cx(q_reglconexion_2], q_reglconexion])
conexiones.append ([conexion, conexion_2])
conexiones.append ([conexion_2, conexion])
else:
continue
else:
continue
g_c.barrier ()
#
#
# .
HHu#uHH#H#H#4H#S#E - Busqueda local (caso completo) -#########4#SHH###RY
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HHHAHHH AR SR AR H R R RS H AR xx CAMBIOS *xxx#########AH#H#ARFHBAAHHHAH

Listing B.13: Co6digo para simulacién local usando BLI en el problema de ISM
de 5 particulas en configuracién completa.

Al igual que para el caso de 4 particulas se tienen modificaciones para la
funcién de evaluacion y para el operador de fase de QAOA.

Para los casos de modificacion de QAOA con 2 pardmetros en el operador
mezclador y modificacién con dos operadores de fase y dos operadores mezcla-
dores (uso de 4 parametros), usan la misma estrategia que para el caso de 4
particulas con dos pardmetros del operador mezclador, es decir, que se incorpo-
ran esas nuevas variables para explorar durante las distintas etapas de la BLI,
AME vy las funciones propias de QAOA.

Programas para Max-Cut

Por ultimo, los programas usados para Max-Cut incorporando BLI se mues-
tran a continuacién, cabe la pena senalar que la mayoria de ellos son solo modi-
ficaciones de ciertos aspectos del circuito de QAOA y la funcién de evaluacion,
ya que la estrategia de BLI se puede aplicar de igual forma independientemente
del problema que se explore, donde las tinicas modificaciones en BLI se dan en el
nimero de variables exploradas.

Codigo para problema de 3 nodos en configuraciéon lineal

El primer coédigo muestra el problema de 3 nodos en configuracion lineal
usando BLI, este programa se usara como base para solo aclarar las modificaciones
para los siguientes casos.

H#H#S - - - - - - - Problema de 3 nodos para Max-Cut (BL) --------- #iHit#
HHAAAHHARHHBRAAHBAAHBBABHBAAH BB RS HBA AR BRAHHBAAH B AR B BAA R BB RS R BR AR RS

#- Paqueteria complementaria para ejecucion de QAOA y -#
#- metodo de optimizacion. -#
from qiskit import QuantumRegister, ClassicalRegister
from qiskit import QuantumCircuit, Aer, execute

from qiskit.visualization import plot_histogram

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

import collections

import math as m

import random

#- Funcion de verificacion -#
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15 def dentro_rango (punto, limites):

19 # Checar si un valor propuesto esta dentro del rango

20 # permitido.

21 if punto[0] >= limites[0] and punto[0] <= limites[1]:

22 if punto[1] >= limites[0] and punto[1] <= limites[1]:
23 return True

24 else:

25 return False

26 else:

27 return False

28 #- Funcion de verificacion -#

31 #- Algoritmo de Ascenso en la Montana Estocastico -#

32 def ame(limites, n_iteraciones, tam_paso, punto_inicial,
33 costo_total, costo_actual, costo_minimo,

34 mejores_cuentas, num_particulas, simulador_local):

36 mejores_cuentas = []

37 # Se guarda el punto inicial.

38 solucion = punto_inicial

39 # Evaluar el punto inicial.

40 eval_solucion, cuentas = bl_3_lineal (solucion, costo_total,
41 costo_actual, costo_minimo,

42 mejores_cuentas, num_particulas,

43 simulador_local)
14 # Aplicar el Ascenso en la Montana.

45 for i in range(n_iteraciones):

46 # Usar las interacciones.

A7 candidato = None

48 while candidato is None or not dentro_rango(candidato,
49 limites):
50 eleccion_a = np.random.choice ([0,1])

51 if eleccion_a == O0:

52 candidato_1 = solucion[0] +\

53 np.random.uniform(limites [0],

54 limites [1]) =*\
55 np.random.uniform(tam_paso [0],

56 tam_paso [1])

57 candidato_2 = solucion[1]

58 else:

59 candidato_1 = solucion [0]

60 candidato_2 = solucion[1] +\

61 np.random.uniform(limites [0],

62 limites [1]) =*\
63 np.random.uniform(tam_paso [0],

64 tam_paso [1])

65

66 candidato = [candidato_1, candidato_2]

67 # Evaluar el punto canditato

68 eval_candidato, cuentas = bl_3_lineal(candidato,costo_total

69 costo_actual,
70 costo_minimo,
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mejores_cuentas,
num_particulas,
simulador_local)

# Checar si el candidato es mejor que la solucion previa.
if eval_candidato[0] < eval_solucion[0]:
# Guardar la solucion y la evaluacion.

solucion = candidato
eval_solucion = eval_candidato
mejores_cuentas = cuentas
return solucion, eval_solucion, mejores_cuentas
#- Algoritmo de Ascenso en la Montana Estocastico -#
#- Algoritmo de Busqueda Local Iterativa -#
def busqueda_local_iterada_3p(disp_conv, valor_conv,
limites, n_iteraciones,
tam_paso, n_reinicios, tam_per,

# Variables para el

contador_conv = 0

eval_act_consec = 0 #
#
#

dist_vals = []

# Definir el punto de

mejor = None

while mejor
mejor_1 =
mejor_2 =
mejor = [mejor_1,

# Calcular los valores para el

mejor_eval, cuentas =

is None or not dentro_rango (mejor,
np.random.uniform(limites [0],
np.random.uniform(limites [0],

costo_total, costo_actual,
costo_minimo, mejores_cuentas,
num_particulas, simulador_local):

reinicio por convergencia.

Guarda el valor actual que se esta
evaluando para establecer si es de
forma consecutiva.

inicio.

limites):

limites [1])

limites [1])

mejor_2]

"mejor punto actual".

bl_3_1inea1(mejor, costo_total,
costo_actual,
costo_minimo ,
mejores_cuentas,
num_particulas,
simulador_local)

# E1 valor consecutivo de convergencia toma primero el

# valor de
eval_act_consec =

"mejor_eval [0]".
mejor_eval [0]

# Se repite el proceso el numero de veces que se especifique.
for n in range(n_reinicios):

# Generando un nuevo punto

de inicio, usando el mejor valor

# actual y la perturbacion.

punto_inicio =

eleccion_b =
if eleccion_b

punto_inicio_1 =

None
while punto_inicio is Nomne

or not dentro_rango(punto_inicio

limites):

np.random.choice ([0,1])

0:

mejor [0] +\
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124 np.random.uniform(limites [0], limites[1])
*\

125 np.random.uniform(tam_per [0], tam_per[1])

126 punto_inicio_2 = mejor[1]

127 else:

128 punto_inicio_1 = mejor [0]

129 punto_inicio_2 = mejor [1] +\

130 np.random.uniform(limites [0],

131 limites [1]) =*\

132 np.random.uniform(tam_per [0],

133 tam_per [1])

134

135 punto_inicio = [punto_inicio_1, punto_inicio_2]

136 # Realizar el Ascenso en la Montana Estocastico (ame).

137 solucion, eval_solucion, cuentas = ame(limites,

138 n_iteraciones,

139 tam_paso,

140 punto_inicio,

141 costo_total,

142 costo_actual,

143 costo_minimo,

144 mejores_cuentas,

145 num_particulas,
146 simulador_local)
147 Hommm e - - REINICIOS POR CONVERGENCIA ---------—-—--—--- #

148 # Iniciar un contador para reiniciar el punto de

149 # exploracion despues de un cierto numero de repeticiones
150 # de un criterio, esto se hace para evitar que el algoritmo
151 # converga muy pronto.

152

153 # Se mide la "distancia" que existe entre la evaluacion

154 # pasada y la actual.

155 delta_eval = eval_solucion[0] - eval_act_consec

156 abs_delta_eval = abs(delta_eval)

157 dist_vals.append(abs_delta_eval)

158 contador_conv += 1

159 contador_salto = 0

160 if contador_conv == disp_conv: # Si se cumple el criterio
161 # del numero mediciones, se
162 # calcula el promedio.

163 radio_exploracion = np.sum(dist_vals)/len(dist_vals)
164 print ("Radio exploracion: ", radio_exploracion)

166 # Si el radio de exploracion es menor o igual al valor
167 # gatillo se genmera el protocolo para reiniciar la

168 # busqueda de manera aleatoria.

169 if radio_exploracion <= valor_conv:

170 # Definir el punto de inicio.

171 mejor_n = None

172 eval_solucion_costo = 99999

173 eval_final = 0

174 while mejor_mn is Nomne or not dentro_rango(mejor_n,

175 limites):
176 mejor_1 = np.random.uniform(limites[0],
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limites [1])

mejor_2 = np.random.uniform(limites[0],
limites [1])

mejor_n = [mejor_1, mejor_2]

if dentro_rango(mejor_n, limites) == True:

# Se realiza la evaluacion de ese punto
# aleatorio.
eval_solucion_n, cuentas_n = bl_3_lineal (

mejor_n, costo_total, costo_actual,

costo_minimo,

num_particulas,

aleatorio")

mejores_cuentas,

simulador_local)

eval_solucion_costo = eval_solucion_n[0]

# Guardar la mejor solucion explorada hasta
# el momento.
if eval_solucion_n[0] < eval_final:
mejor_n = eval_solucion_n[1:]
mejor = mejor_n
eval_solucion = eval_solucion_n
cuentas = cuentas_n
eval_final = eval_solucion_n[0]

if eval_solucion_costo < mejor_eval[0]:
print("Salto: ", eval_solucion_n)

# El1 salto genera los nuevos valores

# para iniciar la siguiente iteracion.

mejor_n = eval_solucion_n[1:]

print ("Mejor_n: ", mejor_n)

# En este caso se encontro una
combinacion "mejor" que tiene un
resultado mejor de VEE, entonces los
valores de los parametros (mejor),
la evaluacion de esta combinacion
(mejor_eval) y las cuentas
(mejores_cuentas) pasan
# a ser el mejor resultado actual.

H OH H H H

mejor = mejor_mn

eval_solucion = eval_solucion_n

cuentas = cuentas_n

break
else:
Permite mantener la exploracion,
generando valores por fuera de los
limites que mantienen trabajando al
# "while loop".

H H

mejor_1 = limites[1]+1

mejor_2 = limites[1]+1

mejor_n = [mejor_1, mejor_2]
if contador_salto == 1000:

print ("No reinicio mejor, reinicio
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mejor_n
print ("Eval: ",

#

H O H HF B OH H

#

mejor
eval_solucion =
cuentas

solucion
contador_salto
eval_final

B-43

eval_solucion_n[1:]
eval_solucion_n)

Se toma el inicio "mejor" como la
combinacion nueva de parametros
segun el salto,
como solo una solucion que sera
comparada,
solo se tomara el punto
como nuestro nuevo inicio de

pero se considera

en caso de no se mejor
llmejorll

exploracion pero aun almacenando
la mejor solucion global
mejor_n

eval_solucion_n
cuentas_n

mejor_n
0

0

break

contador_salto +=

else:

1 # Contador en caso de
# no encontrar mejor
# salto.

continue
# Reiniciar contador de convergencia.

contador_conv
dist_vals []
else:
contador_conv
dist_vals []

# Evaluar para el
if eval_solucion[0] <

"nuevo mejor"

=0

si existe.
mejor_eval [0]:

mejor , mejor_eval = solucion, eval_solucion
mejores_cuentas = cuentas
print ("Reinicio--> N: ", n, ", M_Ev: ", mejor_eval)

print ("Cuentas: ",

print ("\n")

eval_act_consec
return mejor, mejor_eval,

#-

#- Funcion objetivo o funcion
def funcion_objetivo(x):
costo = 0
interaccion = 0

campo_mag = 0

Algoritmo de Busqueda Local Iterativa

cuentas)

mejor_eval [0]
mejores_cuentas
-#

de costo -#

# Calculo del costo de interaccion.

for i in range(len(x)-1):
if x[i] == x[i+1]:
interaccion +=

else:
interaccion -=

1 # Suma conexion,

O # No suma conexion.

se usa signo (-)



334

PROGRAMACION B-44

para mantener el estandar de VEE
donde se evalua por un valor menor,
podria cambiarse por singo (+)
haciendo las modificaciones
pertinentes.

H OH ¥ H H

costo += interaccion
return costo
Funcion objetivo o funcion de costo -#

#######4### - Busqueda local MAX-CUT (caso lineal) VEE -###########4
def bl_3_lineal (candidato, costo_total, costo_actual,

costo_minimo, mejores_cuentas,
num_particulas, simulador_local):

# Valor de prueba para "beta" que corresponde al parametro
# del primer operador mezclador.
beta = candidato [1]

# Valor de prueba para "gamma" que corresponde al parametro
# del primer operador de fase.
gamma = candidato [0]

# Valor para almacenar el valor de energia esperado para
# una iteracion.
costo_aparicion = 0

# Generacion de regirsto cuantico "g_reg" y registro
# clasico "c_reg".

g_reg = QuantumRegister (num_particulas, name="q_reg")
c_reg = ClassicalRegister (num_particulas, name="c_reg")
q_c¢ = QuantumCircuit(q_reg,c_reg,name="q_c")

#* Paso (1)
#*x El1 primer paso es generar la superposicion de estados
#* iniciales, esto se logra aplicando compuertas Hadamard
#* a los qubits del registro cuantico.
for q in np.arange (num_particulas):
g_c.h(q_reglint(q)]) # Aplicamos la compuerta "h"
# (Hadamard) a los qubits.

#* Paso (2)

#* Se aplican las compuertas "Z" que corresponden al

#*x operador de fase, esto se realiza considerando las

#* conexiones entre las particulas para el caso del

#* Ising Spin Model y tambien se considera el valor de

#x "gamma".

for conexion in np.arange (num_particulas-1):
g_c.cx(q_regl[conexion], qg_reglconexion+1])
q_c.p(2*xgamma, q_reglconexion+1])
g_c.cx(q_reglconexion], q_reglconexion+1])

#**x Se omite el "Paso (3)" del Ising Spin Model
#** ya que no hay aporte de campo externo para
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#######H#### - Busqueda local MAX-CUT (caso lineal) VEE

#*xx Max-Cut.

#*x Paso (3)

#* Aqui se agrega el operador mezclador, que corresponde

#* a los procesos de interferencia constructiva o
#* destructiva tomando en cuenta el valor de "beta".
for mez in np.arange(num_particulas):

gq_c.rx(2*xbeta, mez)

#x Paso (4)

#*x Establecer las mediciones para el registro cuantico,
#* los valores de los estados base que se obtienen al
#* medir los qubits (registro cuantico) son almacenados
#* en los bits clasicos (registro clasico).
q_c.barrier ()

g_c.measure (q_reg, c_reg)

# Numero de experimentos que se correrar por cada par
# de valores gamma y beta.
n_experimentos = 1000

# Ejecutar el circuito cuantico en el simulador.
trabajo = execute(q_c, simulador_local,
shots= n_experimentos)

# Extraer los resultados.
resultado = trabajo.result ()

# Extraer los datos estadisticos.
cuentas = resultado.get_counts(qg_c)

for elemento in cuentas.items():
costo = funcion_objetivo(elemento [0])
costo_ap = costoxfloat (elemento[1])
costo_aparicion += (costo_ap / n_experimentos)

costo_actual = costo_aparicion
costo_minimo = [costo_actual, gamma, betal]
mejores_cuentas = cuentas

return costo_minimo, mejores_cuentas

#- Parametros para la busqueda local -#

# Limites de valores para "gamma" y "beta".
limites = [0, 2*m.pi]

# Total de iteraciones (para "ame").
n_iteraciones = 1000

# Tamano maximo de paso.

tam_paso = [-0.05, 0.05]

B-45
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# Numero de reinicios.

n_reinicios = 100

# Tamano de perturbacion.

tam_per = [0.0, 1.0]

# Valores para el reinicio por convergencia.

valor_conv = 1.0 # Diferencia entre la respuesta evaluada
# y la mejor respuesta.

disp_conv = 10 # Numero de ocurrencias de "valor_conv" para
# que se pueda disparar el reinicio aleatorio.
L #

#- Parametros para circuito cuantico -#
costo_total = O

costo_actual
costo_minimo = [0.0, 0.0, 0.0]

mejores_cuentas = []

num_particulas = 3

simulador_local = Aer.backends(name="qgasm_simulator") [0]

L e e #

mejor , mejor_eval, mejores_cuentas = busqueda_local_iterada_3p(

disp_conv,
valor_conv, limites, n_iteraciones,
tam_paso, n_reinicios, tam_per, costo_total,
costo_actual, costo_minimo, mejores_cuentas,
num_particulas, simulador_local)

print ("Mejor evaluacion: ", mejor_eval)
plot_histogram(mejores_cuentas)
plt.show ()

BH# o o ____ MAIN - cmmmmmmmm oo #H#

Listing B.14: Coédigo para simulacién local usando BLI en el problema de Max-
Cut de 3 nodos en configuracion lineal.

El Coédigo B.14 es bastante similar al c6digo usado para el problema de 3
particulas en configuracion lineal, como se comentd anteriormente el funciona-
miento de BLI realmente no muestra modificaciones considerables entre distintos
problemas, esto es porque la estrategia de optimizacién solo se aplica a los para-
metros que se usan en QAOA por lo que el tinico factor que afecta realmente a las
funciones de BLI es el ntimero de parametros. Para el caso de la implementacién
de QAOA y su funcién de evaluacion de costo se tienen modificaciones similares
a las hechas para el método de BE en ISM, para el problema de Max-Cut se tiene
que extraer la componente que incorpora el campo magnético externo y para la
funcién de evaluaciéon también se debe quitar la parte que contempla el costo de
este campo para la evaluacién del estado.
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Codigo para problema de 4 nodos en configuracién ciclica

Pasando al siguiente programa del problema de 4 nodos en configuracién
ciclica, solo se agregan las modificaciones realizadas a la etapa que corresponde
a QAOA (tnicas modificaciones importantes).

HHHBHEHS - - Problema de 3 nodos Max-Cut - -HHHHHHH
HHHHHAHHE - - usando Busqueda Local - -HHEH#HIEH
HARBHAFAHARBHARAH AR RHAF AR AR RAAFHA R AR RAHF AR R R AR SRR R R AR AR AR R AR H RS

HAHHAHBHHAHHHH AR B AR AR H R # S x* CAMBIOS **x##H#HA#HAHAHHAHBHHAHHHHH#H
#
#
#
#- Funcion objetivo o funcion de costo -#
def funcion_objetivo(x, h):
#
#
#
# Calculo del costo de interaccion.
for i in range(len(x)):

if x[i] == x[i-1]:
interaccion += 0 # No suma conexion.
else:
interaccion -= 1 Suma conexion, se usa signo (-)

para mantener el estandar de VEE
donde se evalua por un valor menor,
podria cambiarse por singo (+)
haciendo las modificaciones
pertinentes.

H OH O H

costo += interaccion
#
#
#

HHu#u#dH A HH##### - Busqueda local (caso completo) -#########H#SH#S#RY

#

#

# .

#x Paso (2)

#* Se aplican las compuertas "Z" que corresponden al

#x operador de fase, esto se realiza considerando las

#* conexiones entre las particulas para el caso del

#* Ising Spin Model y tambien se considera el valor de

#*x "gamma'.

for conexion in np.arange(num_particulas):
g_c.cx(q_reglconexion], q_reglconexion-1])
q_c.p(2xgamma, q_reglconexion])
q_c.cx(q_regl[conexion], q_reglconexion-1])

#** Se omite el "Paso (3)" del Ising Spin Model
#** ya que no hay aporte de campo externo para
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#x*% Max-Cut.
#
#
# .
Hu#uHH# A HS####E - Busqueda local (caso completo) -##########S#H##H#TY

HHHAHHH AR AR AR H R B AR H R B AR Exxx CAMBIOS *xx###HAH#HHAAHHHAAHHBAAHHBHRS

Listing B.15: Codigo para simulacién local usando BLI en el problema de Max-
Cut de 4 nodos en configuracion ciclica.

De igual forma que para los cdédigos anteriores, vemos que el Codigo B.15
solo modifica el modelo de QAOA y su funcién de evaluacién, mientras que BLI
no tiene modificaciones importantes para agregar.

Modificando el modelo de QAOA agregando dos parametros para el operador
mezclador se tiene el siguiente programa.

HHFHFHHHE - - Problema de 4 nodos Max-Cut - -HHHHHHH
HHHHHSHS - - con dos BETAs - -H#HHHHH
HHHHHAHHE - - usando Busqueda Local - -HHEHBHIEH

HHAABHHARHH BB HBAAHBBABHBAAHBRRBHBRBHBRARHBARBH B AR R BRBH B AR HBRAHBHRH

HAHHAHBHHAH B H AR B H AR H A # S xx CAMBIOS *x*x##H#HAFHAHAHHAHHH#HAHHHHH#H
#
#
#
#- Funcion de verificacion -#
def dentro_rango (punto, limites):
# Checar si un valor propuesto esta dentro del rango
# permitido.
if punto[0] >= limites[0] and punto[0] <= limites[1]:
if punto[1] >= limites[0] and punto[1] <= limites[1]:
if punto[2] >= limites[0] and punto[2] <= limites[1]:
return True
else:
return False
else:
return False
else:
return False
#- Funcion de verificacion -#
#
#
#
#- Algoritmo de Ascenso en la Montana Estocastico -#
#
#
#
while candidato is None or not dentro_rango(candidato,
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#
#
#

#
#
#

limites) :

eleccion_a = np.random.choice ([0,1,2])
if eleccion_a == 0:
candidato_1 = solucion[0] +\

np.random.uniform(limites [0],
limites [1]) *\

np.random.uniform(tam_paso [0],
tam_paso [1])

solucion [1]
solucion [2]

candidato_2
candidato_3

elif eleccion_a == 1:
candidato_1 = solucion [0]
candidato_2 = solucion[1] +\

np.random.uniform(limites [0],
limites [1]) *\

np.random.uniform(tam_paso [0],
tam_paso [1])

candidato_3 solucion [2]

else:
candidato_1 = solucion [0]
candidato_2 = solucion[1]
candidato_3 = solucion[2] +\
np.random.uniform(limites [0],
limites [1]1) =\
np.random.uniform(tam_paso [0],
tam_paso [1])
candidato = [candidato_1, candidato_2, candidato_3]

5 #- Algoritmo de Ascenso en la Montana Estocastico -#

7 #- Algoritmo de Busqueda Local Iterativa -#

# Definir el punto de inicio.

mejor None

while mejor is None or not dentro_rango(mejor, limites):
mejor_1 = np.random.uniform(limites[0], limites[1])
mejor_2 = np.random.uniform(limites[0], limites[1])
mejor_3 = np.random.uniform(limites[0], limites[1])
mejor = [mejor_1, mejor_2, mejor_3]

#

#

#
punto_inicio = None

while punto_inicio is None or not dentro_rango(punto_inicio

limites):
eleccion_b = np.random.choice ([0,1,2])
if eleccion_b == 0:
punto_inicio_1 = mejor [0] +\
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np.random.uniform(limites [0],

limites [1]) =*\

np.random.uniform(tam_per [0],

punto_inicio_2
punto_inicio_3
elif eleccion_b
punto_inicio_1
punto_inicio_2

o=

tam_per [1])
mejor [1]
mejor [2]

mejor [0]
mejor [1] +\

np.random.uniform(limites [0],

limites [1]) =*\

np.random.uniform(tam_per [0],

punto_inicio_3]

(11

(1)

(11

while mejor_mn

is

tam_per [1])

punto_inicio_3 = mejor [2]
else:
punto_inicio_1 = mejor [0]
punto_inicio_2 = mejor [1]
punto_inicio_3 = mejor [2] +\
np.random.uniform(limites [0],
limites [1]) =\
np.random.uniform(tam_per [0],
tam_per [1])
punto_inicio = [punto_inicio_1, punto_inicio_2,
#
#
# .
R e REINICIOS POR CONVERGENCIA
--------- #
#
#
#

None or not dentro_rango(mejor_n,
limites):

mejor_1 = np.random.uniform(limites[0], limites
mejor_2 = np.random.uniform(limites[0], limites
mejor_3 = np.random.uniform(limites[0], limites
mejor_n = [mejor_1, mejor_2, mejor_3]
#
#
#
else:

# Permite mantener la exploracion,

# generando valores por fuera de 1los

# limites que mantienen trabajando al

# "while loop".

mejor_1 = limites[1]+1

mejor_2 = limites[1]+1

mejor_3 = limites[1]+1

mejor_n

[mejor_1, mejor_2, mejor_3]
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136 #

137 #

138 # .

139 L REINICIOS POR CONVERGENCIA
_______________ #

140

141 #- Algoritmo de Busqueda Local Iterativa -#

142

143 ########### - Busqueda local MAX-CUT (caso ciclico) VEE -###########
144 #

145 #

146 # .

147 # Valor de prueba para "beta_2" que corresponde al segundo
148 # parametro del primer operador mezclador.

149 beta_2 = candidato [2]

150

151 # Valor de prueba para "beta" que corresponde al parametro
152 # del primer operador mezclador.

153 beta = candidato [1]

154

155 # Valor de prueba para "gamma" que corresponde al parametro
156 # del primer operador de fase.

157 gamma = candidato [0]

158 #

159 #

160 # .

161 #* Paso (3.5) OPCIONAL

162 #x Este paso se realiza para aumentar el numero

163 #* de parametros dentro del operador mezclador,

164 #* es importante agregar el nuevo parametro (ej.
165 #* "beta_2") de manera entrelazada para garantizar
166 #* que QAOA sea capaz de generar estados

167 #* entrelazados y que esto a su vez aumente el

168 #* espacio de busqueda posible del algoritmo.

169 for ent in np.arange(num_particulas):

170 q_c.cx(q_reglent], gq_reglent-1])

171 gq_c.barrier ()

172 for mez2 in np.arange(num_particulas):

173 g_c.rx(2*beta_2, mez2)

174 gq_c.barrier ()

175 #

1 #

7

76

177 .

178 ########### - Busqueda local MAX-CUT (caso ciclico) VEE -##########4#

179

180 HHERHBHBHABAHRHRBRBRBRBR SRSk x CAMBIOS *+*HHAHAHRHRHRHAHRHRHRHRHAHSH
Listing B.16: Cédigo para simulaciéon local usando BLI en el problema de Max-

Cut de 4 nodos en configuracién ciclica con dos parametros (3.

Al igual que en el caso de ISM vemos que el Codigo B.16 que representa la
modificacion del modelo QAOA usando dos parametros 8 es practicamente idén-
tico, porque el aumento de un pardmetro también incrementa en uno el nimero



PROGRAMACION B-52

de variables exploradas en BLI, y posteriormente esta nueva variable se agrega
como tal al circuito cuantico generando la etapa de entrelazamiento de las dos
Bs (lineas 162 - 174).

Para el modelo de dos operadores de fase y dos operadores mezcladores (cuatro
parametros en total para QAOA) se usa un proceso parecido al anterior pero
ahora agregando el nuevo parametro extra, y también se modifica el circuito
cuantico de QAOA como en el caso de ISM donde se usaba este tipo de modelo.

Cddigo para problema de 5 nodos en configuracién completa

Para el problema de 5 nodos en configuraciéon completa solo se necesitaron
los siguientes cambios para poder realizar la simulaciéon correcta del circuito de
esta instancia.

L HHHHEHAH - - Problema de 5 nodos Max-Cut - -HHAHHEH
2 HHHHHHHHS - - usando Busqueda Local - -HHHHHIH
3 HHBHHBAHABHHHBHH BB HHRRAHBRHHRHARBRARRHH BB RARR AR BB AHRRA R BB RARA R BB HHH

6 HHA#HHHARHHBHAHHHARHH B R A HHExxx CAMBIOS *xx*x#H#H###HHA#AHBARAHHARAHHARAHS

8 ########## - Busqueda local MAX-CUT (caso completo) VEE -###########

9 #

10 #

11 # .

12 #* Paso (2)

13 #* Se aplican las compuertas "Z" que corresponden al

14 #*x operador de fase, esto se realiza considerando las

15 #* conexiones entre las particulas para el caso del

16 #* Ising Spin Model y tambien se considera el valor de

17 #* "gamma".

18 conexiones = []

19 for conexion in np.arange(num_particulas):

20 for conexion_2 in np.arange (num_particulas):

21 if conexion != conexion_2:

22 if [conexion, conexion_2] and [conexion_2, conexion
] not in conexiones:

23 g_c.cx(qg_reglconexion_2], q_reglconexion])

24 g_c.p(2*xgamma, q_regl[conexion_2])

25 g_c.cx(g_reglconexion_2], qg_reglconexion])

26 conexiones.append ([conexion, conexion_2])

27 conexiones.append([conexion_2, conexion])

28 else:

29 continue

30 else:

31 continue

c.barrier ()

H # # .0
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#H######### - Busqueda local MAX-CUT (caso completo) VEE -###########

HHHAHHHA RS H AR HH AR H R AR E Rk xx CAMBIOS *xx#######H#HAHHHAAHHBARHHAHS

Listing B.17: Codigo para simulacién local usando BLI en el problema de Max-
Cut de 5 nodos en configuraciéon completa.

Como se observa en el Codigo B.17 la tnica modificaciéon importante que
se presenta es respecto al circuito cuéntico de QAOA donde se deben incorporar
las conexiones entre todos los nodos del problema.

Para los modelos modificados de 2 parametros [ y cuatro pardmetros (2
v v 2 () se siguieron pasos similares a los programas anteriores, en presencia
de méas pardmetros se va incrementando el ntimero de variables a explorar por
parte de BLI y a su vez se incorporan a QAOA para interactuar en las etapas
correspondientes y con las compuertas cuanticas necesarias.

B.2. Programas para simulaciones reales

Los programas para las simulaciones reales son muy parecidos a los progra-
mas generados para las simulaciones locales, dado que el método de optimizacion
tanto para BE como BLI no se puede correr en las computadoras de IBM Q
(debido al tiempo permitido de procesamiento) todos los programas de las si-
mulaciones reales solo comprenden a la etapa de los circuitos cuanticos dentro
de QAOA. Por lo anterior mencionado, no es necesario agregar el cddigo de
estos programas porque son practicamente los mismos de las simulaciones lo-
cales (sin el método de optimizacion) y considerando el cambio del simulador
gqasm_simulator por alguno de los dispositivos cuanticos: ibmq_santiago,
ibmq_bogota o ibmq_manila.
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Simulaciones Locales

En este apéndice llamado Simulaciones Locales se anexan los resultados
complementarios a las simulaciones locales, estos resultados son relevantes para
su estudio, pero no forman parte del cuerpo principal del trabajo, el cual se busca
mantener simple y conciso para resaltar el aporte de este trabajo.

C.1. Simulaciones complementarias para ISM usando
BE

Esta seccion contiene las simulaciones complementarias generadas para los
problemas de ISM usando BE, estas simulaciones contienen diferentes elementos
que fueron variados como el niimero de divisiones, el nimero de parametros por
operador, etc.

C.1.1. Simulaciones complementarias de ISM usando BE para
configuracién lineal de 3 particulas

Para terminar con estos primeros resultados del problema de 3 particulas en
configuracién lineal, ahora se presentan los datos generados para 100 divisiones
del rango de valores de los parametros.

Como se observa en la Tabla C.1 vemos que el aumentar el nimero de
divisiones para el rango de valores de v y 8 ayudo a tener un mayor niimero de

Estado obtenido |001)
Numero de apariciones 792
CTA -2772.0
Valor de vy 1.382301 w
Valor de 1.570796 w

Tabla C.1: Resultados de problema ISM con configuracién lineal de 3 particulas
con 100 divisiones.

C-1
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apariciones, y un valor méas alto de CTA; también se tiene un resultado bastante
interesante y es que el valor de v entre las 50 y 100 divisiones no tuvo una
diferencia considerable, mientras que el valor de § si tuvo un cambio de casi 2
décimas. Este es mejor resultado de los tres experimentos de diferentes divisiones
permitidas para ejecutar la Busqueda Exhaustiva, sin embargo, también fue la
mas tardada de todas, ya que para las 25 y 50 divisiones el resultado del programa
y la gréafica fueron generadas en menos de 3 minutos, pero para el de 100 el tiempo
de ejecucion se extendié alrededor de los 15 minutos, esto presenta un dilema
para lo que se busca como solucién del problema, ya que si bien los resultados
anteriores no fueron mejores que el de 100 divisiones, se puede decir que son lo
“suficientemente” buenos si lo que se busca es rapidez en la respuesta.

0.792
0.8 4
(%]
¥ 0.6
=
o
2
S 0.4
2
o
0.2 1
0.058
0.024 0015  0.014 0.011  0.015
0.0 -
j=] o~ S ~ (=] ~ (=) ~
S <) ~ ~
S S S S < < ~ ~

Figura C.1: Histograma de mejor combinaciéon de pardametros v = 1.382301x y
6 = 1.5707967 del problema de 3 particulas en configuracion lineal.

En la Figura C.1 vemos que la probabilidad de medicién del estado éptimo
|001) es casi del 80 % lo cual es una respuesta bastante aceptable, ademas, se
puede ver que el aumentar el nimero de divisiones mejora la respuesta de QAOA
usando BE, pero aparentemente llegando a un limite de precisiéon de la respuesta,
esto es algo de esperarse, ya que el tipo de QAOA implementado presenta una
baja profundidad, (poco nimero de compuertas cuénticas, y solo 2 hiperparame-
tros para optimizar) se podria optar por implementar una mayor profundidad, es
decir, agregar mas etapas de operadores de fase y mezcladores (aumentar el nu-
mero de hiperparametros a optimizar) para poder mejorar atn més la respuesta
de QAOA pero a costa de un mayor costo computacional, tanto cuantico como
clésico.
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Estado obtenido [1101)
Nuamero de apariciones 536
CTA -3162.4
Valor de vy 4.667509 7
Valor de 1 1.615676 w
Valor de (35 0.0 7

Tabla C.2: Resultados de problema ISM con configuracion ciclica de 4 particulas
con 35 divisiones y dos pardmetros 51 y (o.

C.1.2. Simulaciones complementarias usando BE para configu-
racion ciclica de 4 particulas

Continuando con las simulaciones para el problema de 4 particulas en el ca-
so del aumento a dos parametros 1 y (2 con 35 divisiones se obtuvieron los
siguientes resultados usando el método de evaluacién con estado 6ptimo y CTA.

Y el histograma generado para la mejor combinaciéon de pardmetros v, 81 y

Pa.
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Figura C.2: Histograma de mejor combinacion de parametros v = 4.667509,
B1 = 1.6156767 y B2 = 0.0m (dos pardmetros mezcladores) del problema de 4
particulas en configuracion ciclica.

C.1.3. Simulaciones complementarias usando BE para configu-
racion completa de 5 particulas

Para la simulacién con 50 divisiones con método de evaluacién por biisqueda
de estado 6ptimo y CTA, los resultados generados son los siguientes.

Los resultados de la tabla muestran que no existe una mejora sustancial al
aumentar el ntimero de divisiones para aumentar la probabilidad de aparicién del
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Estado obtenido |00000)
Nuamero de apariciones 402
CTA -4381.8
Valor de vy 5.026548 7
Valor de 4.398229 7

Tabla C.3: Resultados de problema ISM con configuracién completa de 5 parti-
culas con 50 divisiones.

Estado obtenido |00000)

VEE -7.9822
Valor de vy 5.026548 w
Valor de 3 4.775220 7

Tabla C.4: Resultados de problema ISM con configuraciéon completa de 5 parti-
culas con 50 divisiones usando VEE.

estado 6ptimo del sistema.
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Figura C.3: Histograma de mejor combinaciéon de parametros v = 5.0265487 y
B = 4.3982297 del problema de 5 particulas en configuraciéon completa.

De igual forma, el histograma de la Figura C.3 vemos que no existe mucha
diferencia al compararlo con el caso de 25 divisiones.

Para el caso del uso de VEE como método de evaluacién para la simulacion
se obtuvieron los siguientes datos.

De igual forma que en el otro método de evaluaciéon, se observa que la di-
ferencia en el valor de VEE logrado con 50 divisiones es muy similar al de 25
divisiones. Existe también una diferencia entre los dos métodos de evaluacion es
que los valores de § son diferentes por unos decimales.

También, el histograma generado de la Figura C.4 muestra resultados si-
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Figura C.4: Histograma de mejor combinaciéon de parametros v = 5.0265487 y
B8 = 4.7752207 del problema de 5 particulas en configuraciéon completa usando
VEE.

milares a las otras simulaciones, por ello como se coment6é que no era necesario
agregar estos resultados al cuerpo principal de la tesis, sin embargo, era importan-
te plasmar los resultados porque aumentar o disminuir la precisiéon de los valores
posibles para los parametros v y 8 puede ser un factor importante para aumentar
la probabilidad de aparicién del estado 6ptimo.

C.2. Simulaciones complementarias para Max-Cut usan-
do BE

Esta seccién contiene las simulaciones complementarias generadas para los
problemas de Max-Cut usando BE, estas simulaciones no se consideran tan rele-
vantes para incluirlas en el cuerpo principal del trabajo, sin embargo, presentan
evidencia de los anélisis y conclusiones realizadas. Todas las simulaciones se ge-
neraron usando VEE como evaluacién.

C.2.1. Simulaciones complementarias de Max-Cut usando BE
para configuracion lineal de 3 particulas

Para esta simulaciéon se aument6 a 50 el niimero de divisiones posibles para
el rango de parametros.

Como se puede comprobar en la Tabla C.5 vemos que los resultados son
bastante similares a los de 25 divisiones.
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Estado obtenido |010)

VEE 1.673
Valor de vy 3.644247 7
Valor de g 2.261946 ©

Tabla C.5: Resultados de problema Max-Cut con configuracion lineal de 3 parti-
culas con 50 divisiones usando VEE.
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Figura C.5: Histograma de mejor combinaciéon de parametros v = 3.644247w y
B = 2.2619467 del problema de 3 particulas en configuracion lineal.
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