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AT\
1. ELEMENTOS REACTIVOS

- a. CAPACITORES

Definicién de capacitancia:

Es la propiedad de un elemento de circuito en ¢l cual la energia puede ser almacenada en un campo eléctrico. Una
caracteristica importante y distintiva de la capacitancia consiste en que su influencia en un campo eléctrico se
manifiesnta solo cuando existe una diferencia de potencial variable entre las terminales del elemento.

Simbolo:

Analiticamente:

La carga es proporcional a la diferencia de potencial. Esto significa que si un voltaje entre terminales » corresponde
auna carga q en el capacitor, entonces el capacitor ha sido cargado al voltaje » el cual es proporcional a la carga
4

g==0Cv

donde C es la constante de proporcionalidad conocida como la capacitancia del dispositivo.

La unidad de capacitancia es el Farad (F)

1 F = Ampere - seg _ Coulomb

Volt Volt

La capacitancia determina la relacion entre los valores de tension y carga almacenada. Los capacitores que satisfacen
la ecuacion anterior se denominan "capacitores lineales”, puesto que su relacion carga-voltaje es la ecuacién de una
linea recta con pendiente c.

Por lo tanto, un capacitor no lineal es aquel cuya caracteristica no es una linea recta y/o no pasa por el origen. Un
ejemplo de esto es un diodo de estado solido, cuando €l estd polarizado en inversa, es decir, no conduce, presenta
una capacitancia de espacio de carga que en su forma general es

C =P

PR T
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Unidades pricticas:

1uf = 12106 F
bif = 1x107°'F
1pf = 1xI0" F

En este curso se emplean capacitores invariantes en el tiempo, lineales y de parametros concentrados.
La corriente i se define como

.-
at
sustituyendo el valor de q

L, = —‘{Cv

dt
dvc
= R
T, i

la cual es la relacion corriente-voltaje en un capacitor.

Integrando ambos miembros entre t y to el resultado es:

t

£
dc
flf=.£cd‘;

to

I
=1
v, = C{tcdt+v(to)

El término »(to) en esta ecuacién es una condicién inicial y Nos representa

v(to) = %(:o)

que es el voltaje en C al tiempo to.

EJEMPLO
Supongamos una tensién en capacitor de 1 pf igual a V = 10 cos 2000t V.
La corriente cc es:

- (1x1079 g; (10c0s20001) [A]
10(1x105)(2000)( -sen2000¢) [A]
-0.025en2000z [A]

,
I

-
]
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il i

Si » es una constante, entonces la corriente L €S CEro.

d
-cEZm =0
w dr()

Un capacitor actua como un circuito abierto ante un voliaje de DC.

Carga de un capacitor en D.C.

a. Fuente de Corriente

Sea el siguiente circuito:

Con q(0)=0, v (0)=0
donde t.=1Is u(t)

Is es una funcién escalon unitario dado como:
(8
0 s 10

ult) =
{ s =0




Cap. 1. Elementos Reactivos 10

1
v, -E{Edrvv(ta)

1 14
v,==Istl +0

C 0
-

[ o

1
V‘ = EI

Ve, ic
* Ve

CONCLUSION

El capacitor tiene una caracteristica de carga y voltaje continuos si la corriente es un escalén unitario.

b. Fuente de voltaje

Ve(0)=0

1 si t>=0

i, = C%(v J pero v () = v u(t)

d
= C—v_= d(
1 drv, (3]

A 8(t) se le llama Funcién Impulso o Delta de Dirac.
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En general:

%«(t)l,,n - 3()
La funcién impulso esté definida:
0 si t#0
&t =
o si =0
Grificamente
Vc,
A
iC
1 Vc
._—’-t
CONCLUSION

Si se forza un voltaje en un capacitor, circula una corriente infinita.

Esta conclusion pone en evidencia una caracteristica importante de la capacitancia:
El voltaje en un capacitor no puede cambiar en forma discontinua.

ve(07) = ve(0') = ve(0)

RESPUESTA EN A.C.

Sea el siguiente circuito:

t=0
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W W sen wt

v() =v, =v, sen ot

t:=C%v,_mmr=v'chosm

Grificamente
il .
N N8 F
ie A
CONCLUSION

La corriente en un capacitor se adelanta 90° al voltaje.

r
CAPACITOR DESDE EL PUNTO DE VISTA DE ENERGIA

Supdngase que el capacitor es ideal y tiene un voltaje inicial cero entre sus terminales y que se permite fluir una
corriente « por el circuito durante un intervalo de tiempo t.

La energia entregada al capacitor durante este tiempo es

1
v 1, dt peror = C—=
{ € L3 &

¥

t

dv, ¥
c-fvt(Cd‘)dr=vacdvc
0 0

- Lo v Woules)

=

5
|
™

Esta ecuacion expresa que el capacitor absorbe una cantidad de energia proporcional al valor de la capacitancia y

al cuadrado de la tensi6n.
La energia total almacenada en un capacitor siempre es positiva 6 cero.
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CAPACITORES EN SERIE-PARALELO

CAPACITORES EN SERIE

@ @)
Aplicando L.K.V.
VEY FV Y,
v = Cil dt+v (to) + Cizftdnvz(w) + o F Ci'fldtw”(to)
v=(cl1+é—+...+cl)fldr+v,(to)+v2(ro)+-..+vn{to) (1)
Por otra parte

v = -E!;f wt+v(to) (2)

igualando las ecuaciones (1) y (2):

1_ = _.!_ -+ i + .+ i
Ceq C, C, C,
_ 1
c‘? ) ( ..l. + .l. g X ._E_ )
Cl CZ . Cn
CAPACITORES EN PARALELO
by o« ll;—']il. l .
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Aplicando L.K.C.

dv, dv, dv,
Wl g Ty ety
dv
1, = (C+Cy+..+C)= (1)
dt
por otra parte
dv
l’ = C"E (2)

igualando las ecuaciones (1) y (2)

EJERCICIOS

1. Si la tensi6n se incrementa linealmente de 0 a 1 Volt en 1/a seg y se aplica a las terminales de un
capacitor de 1 F, cudnto vale la corriente.

0 s =0
Velt) =4 at si Ktdl/a
1 s t)=l/a

Velt)

L) = C—:;(vcm) . 1%@,@»
1) =0 si<0

1) =a siO<<l/a

v@® =0 sirla
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| elt)

/a

2. Una corriente constante de 10mA estd cargando un capacitor de 4pf. Si el capacitor estaba previamente
descargado, calcular la carga y el voltaje después de 20ms.

v(0)=0

El voltaje es:
1 20x10°*
b -3
v fo 10x10

_(1)(10x10°3) . _ 20010
V,(f)——‘r—r[ tly ]

v = (10x207)(20x107%) _
4x107°

v () =50 Volts

La carga es:

q(® = Cv(®

q(®) = (4x1075)(50)
q(®) = 200pC

3. Considérese el siguiente circuito:

oy =

Calcular »o(0) y v,(01)
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Para t<0:
in an
w .'[: w' ] '_'-..ev

(0)=0
»(0")=8 Volts

-10v +1(3) +1(3) +6 =0

JiE 10-6 -

6 6
v = 0.666 A

-10 +1(3) + v (0) =0
v(07) = 10 - (0.666)(3)
v(0) =8 Volts
ve(0) =2 Volts

Para t>0":
N Y
- lr.—"T\vT‘ —r‘\
!I * - + ’—|.'
8y STEV —h MSXT Ve By
s . A [ y

vi0) = -8 Voits

Obsérvese que:
v(0) = v(0) =8 Volts
va(07) # v (0%)

4. Un capacitor de 0.4pf tiene una tensién » como se muestra. Encontrar la corriente en t=-4,-1,2,5y 9
ms.

/ZM
m
"
Lo
4o
=
o

i I
—IB _9 _& 53 _:? i‘\ .,,-1 Cmseg2
=
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-10<t<-2
) = m
. Y2=¥
X—X
- 100 10 _ om0
(-2+10)x103  8x10°3
fin) = 1.25(z+10)
A-4) = 1.25(-4+10) = 7.5
v (-4) = 7.5Volts
dvc
W = c?;-
(0 = (0.4:10*‘)%((125::103)(:«,10))
1 () = (0.4x107%)(1.25x10%)
1 () =05 mA
2<t<0
f) = m
_ 0-10 e e
0-(-2)x1073  2x1073
fi) = -5x10°(t+2)
1.(0) = (0.4x10°%)(-5x10%)
0 =-2 mA
0<t<4
) =mt
ma 30 55 osp
4-0
fn = -1.25x10%
v, = (0.4x107°5)(~1.25x10°)
=05 mA
4<1<8
A = -5

v, = (0.4x10°%)(0)
i, = 0
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8<1<10
fO) = mt
S0 U5 sp
10-8 2

£ = 2.5x10%-10)
. = (0.4x107%)(2.5x10°%)

=1 md

-
]

5. Calcular la corriente en el resistor asi como su potencia y calcular la corriente en el capacitor asi como
su energia almacenada.

| " li& lic

100 sen2nt ) V<IN T 20

corriente en el resistor:
_ v(® _ 100sen2nt

el 1x10°
1x10 4*sen2xnt

potencia en el resistor:

1

R = (1x10 *sen2nt)*(1x10°)
0.01(sen2r1)?

=C x°

1]

corriente en el capacitor:

d
= C—(100sen2
1 dr( )

1, = 20x107°(100)(2x)(cos2nt)
L= 4x10 3 ncos2nt
v = 0.0125cos2nt

energia almacenada en el capacitor:

W, = lez
2
: %(2(1:10")(100&1:21:!)2

0.01(sen2ni)?

¥
I

A
]
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6. Encontrar la capacitancia equivalente de la siguiente red entre las terminales a y b.
1 3

—n

2 s — -2 e/
| I

C=(IN4/(3+4)

=P = =D — 7K

C=2+2/7 C=@6/ DX/ D)

RESUMEN

1. La corriente que pasa por un capacitor es cero si la tension a través de €l no varia con el tiempo. Por lo tanto
un capacitor es un circuito abierto para D.C.

2, Una cantidad finita de energia puede estar almacenada en un capacitor incluso si la corriente que pasa a través
de €l es cero.

3. Un capacitor se opone a una variacién brusca de la tension a través de €l.

4. El capacitor no puede disipar la energia, solo la almacena, Aunque esto es cierto para el modelo matematico no
lo es para un condensador real.

b. INDUCTORES

Definicién de inductor:
Es la propiedad de un elemento de circuito que aprovecha la propiedad de la energia de almacenarse en un campo
magnético.

Simbolo:

Analiticamente:
En un inductor ideal, el acoplamiento por flujo es directamente proporcional a la corriente que fluye por el
elemento.
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d=I

donde L es la constante de proporcionalidad llamada inductancia.
La unidad de la inductancia es:

Weber

: R=Henry[H]

La Ley de Faraday establece que el voltaje es igual a la razén de cambio en el tiempo del flujo magnético.

d®d
vV = —
dt
lo cual;
dv
i
v, =

la corriente ¢, (t) en términos del voltaje se obtiene integrando ambos miembros de to a t

4
@) = % f v (f)dt+1(t0)

En esta ecuacién, el término de la integral representa la corriente producida del tiempo to a t y el término (to) es
la condicion inicial o la corriente para el tiempo to.
La ecuacién

® =I

nos define un inductor ideal ya que esta ecuacién representa una linea recta que pasa por el origen
P

cuya pendiente es la inductancia.

Una inductancia no lineal se caracteriza por un lugar geométrico en el plano -1 que no es una linea recta y/o no
pasa por el origen.
Un comportamiento no ideal es el siguiente:

4)/%{'—* ;

En un inductor el cual estd sin condicién inicial y se aumenta haga un valor ¢, se genera parte de esta grifica. Si la
corriente se regresa a cero entonces los enlaces de flujo no se vuelven iguales a cero.

Este comportamiento es tipico de un imén permanente; presenta un flujo a pesar de que no existe una corriente.
Variaciones adicionales de la corriente entre los limites [-¢,,¢,] generan la parte restante de la curva caracteristica.
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A este fenémeno se le denomina histéresis.
Esta curva determina las propiedades de los dispositivos magnéticos, tales como toroides, micleos magnéticos,
transformadores y motores.

Unidades practicas:

1 mH = 1x107°H
1 uH = 1xI0H

COMPORTAMIENTO DE UN INDUCTOR EN D.C.

a. FUENTE DE TENSION

Sea el siguiente circuito

i

Vs . VL

»s=funcién escalén unitario

n(M=rg
4@ = [ v
(@) = -?—‘!r
Gréaficamente:
VL, IL
A iL
/'/
== \].
= {
CONCLUSION

La corriente y el voltaje son continuas si el voltaje de exitacién es un escalén unitario.
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b. FUENTE DE CORRIENTE

t=0

G

CONCLUSION

Si se forza una corriente a un inductor se produce una tensién de valor infinito.
Esta conclusién pone en evidencia una propiedad importante de la inductancia.
La corriente en un inductor no puede cambiar en forma discontinua.

1,009 = 1,(0") = 1,(0)

RESPUESTA EN A.C.

Sea el siguiente circuito:

i
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Iy = Im senwt
L@ =1

d d
v, () = Lzl;(f) = LEE(IM senwft)
v, (0 = ImwL coswt

Graficamente
VLitL
F=ilE
W N i
\_>4,/
}
VL
r

CONCLUSION

En un inductor el voltaje se adelanta 90° a la corriente.

r
INDUCTOR DESDE EL PUNTO DE VISTA DE ENERGIA
Supdngase un inductor ideal que tiene una condicién inicial  (0)=0 y el cual tiene una tensién » entre sus terminales
durante un intervalo de tiempo t.
La energia en el inductor esta dada por

W) = fr\udt
W = [ rz%m
W0 = L [t

W) = %Lt’(t) )

W0 = JLé0

W) = %le

A partir de esta ecuacion la energia siempre es positiva; por lo tanto, el inductor es un elemento pasivo.
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INDUCTORES EN SERIE-PARALELO

INDUCTORES EN SERIE

4] )

Aplicando L.K.V.

g I T Y A
=l Ty dt
v-—(Ll+Lz+...+Ln)% (1)
Por otra parte
di
v = L"E (2)

igualando (1) y (2)
Leq = Ly + L, + .. + L,

INDUCTORES EN PARALELO
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Aplicando L.K.C.

I=1 +1, +..+ 0,

—ﬁ: vd1+ifvdr+...+%‘; vdt (D

n

Por otra parte

1
I=—|vdt (2)
rd

igualando (1) y (2)

1
L, L

+ R

1
L L

EJEMPLOS

1. Una corriente que decrece linealmente de 1 a 0 en b seg definida por:

i s R0
(Kt = < 1-bt st Ktk
In si b

pasa a través de un inductor de 1H. El voltaje entre sus terminales es de :
i

i

1/

v,@ = L%

Para t<0

v, = 1%(1) -0

Para 0<t<b’

VD = 1%(1—1;:) 5 =
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Para t>b"'

vL{t)=l-‘%(0):0

2. Un inductor de 10mH tiene una corriente de 50 e mA. Encontrar su voliaje.

di
D= L—
v, (@) &

v, = (10110'3)-‘%5&"@

v, () = 50(10x10)(-(1000))e 1***
v, () = -0.5¢'%%*

3. Un inductor de 20mH tienen una corriente de 10mA. Calcular la energia almacenada.

1
w - lre
A
WE %(20:10 3)(100x10%)?
W, = 100pJ

4. Calcular el inductor equivalente entre los puntos A y B.

. -
T7 Wt ¥
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5. Suponer que la corriente que circula por un inductor cuyo valor es de 3H es la siguiente.

L
L

P

-1 G e i %

dv,
‘\?L(t) = LT";—
Para -0 <t1<-1
v =320 = 0
dt
Para -1 <t<0
() =t u(t+1)
d
HD=3—@m=3
v, () d:()
Para 0<t1<2
@ =1
d(1)
H=3—==0
v, (D) it
Para 2<1<3

() = -t u(t-3)
d
Vi) = 320D = -3

Para 3<t< o

L@ =0
d
v, =320 = 0
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6. Calcular la tension en el inductor, 1a energia en el inductor y la potencia en el resistor de:

i 102

12sent/6

Tension en el inductor:

v, = L%

v, () = 3%(12&::%‘)

v, = (2BXPIcos™

v, (0 = Gnoos%'
Energia en el inductor:
1,2
= A
w,(® 3 v

1 t
0, @ = E(3)(l2sen%)2
0,0 = 216(seu_’:55)1

o, = Zlﬁsenz%‘

Potencia en el resistor:

P, = R
P, = (12sen-“6—r)2(0.1)
P, - 14.4m2%‘

RESUMEN

1. No exisie tension a través de un inductor si la corriente que pasa por ella no varia con el tiempo; por lo tanto,
un inductor es un corto circuito para D.C.

2. Una cantidad finita de energia puede estar almacenada en un inductor aun cuando la tension sea cero.
3. Un inductor se opone al cambio brusco de la corriente que pasa por ella.

4. El inductor nunca disipa energia solamente la almacena; aunque esto es cierto para el modelo matemético no lo
es para un inductor fisico.
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TAREA

1. Determinar » del siguiente circuito:

=M v

a. SiIs = [ senwt
b. Si Is = 1u()
1,(0) = 4y5(0) =0

2. Calcular la corriente que circula por un capacitor de 0.01xF si la tensién entre sus terminales es de:
a. 2 sen 2w10%
b.2 e

3. Encontrar el circuito equivalente de la siguiente red entre a y b:
BH
I - &
w [
v gl
b
a3

4, Mostrar la red més simple de la siguiente red:

n 13V 40mH
2

1SmH S0
v

30mH

£5mH 20mH 4

20mH

5. Si la tensién en un capacitor de SF tiene la siguiente forma de onda. Calcular la corriente que circula por dicho

capacitor.
Para 0<t<1: p». =1
Para 1<t<2: » = t+2

Veit)

1+
———A‘“_"t
1 2
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6. Calcular el inductor equivalente entre a y b.

15 35 1 3
a —T T"“j a — L, o
25} 45§ 2 4 5
WM Gl I
15

7. Determinar C,, del siguiente circuito.
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CAPITULO 2: CIRCUITOS DE ler
ORDEN

INTRODUCCION

DEFINICION
Un sistema de ler orden es aquel que estd definido por una ecuacion diferencial de ler orden que modela el
comportamiento de dicho sistema.

excitacion

. 7___.

respuesta
’i"
o Y
macdelo
matematico
donde p se compone de los siguientes elementos:
1 Resistor
- - Sistema de 1% orden
1 Elemento
Reactivo

Restricciones de los elementos de p.
Elementos Lineales
Elementos Ideales
Elementos Invariantes en el tiempo

a. Respuesta Libre (Circuitos sin Fuentes)

DEFINICION
Se le denomina respuesta libre a la debida a condiciones iniciales diferentes de cero y una excitacion igual a cero.

Cond. Inic. # 0
Exc. = 0
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Respuesta Libre (Circuito R-C).

Sea el siguiente circuito

. ———— |
Metodologia:

1. Determinar Condiciones Iniciales
Analisis para t<0:

con

vA07) = v,
2. Modelo del Sistema

Analisis para t> =0:
3. Aplicar L.K.V.

4. Aplicar L.K.C.

5. Ecuaciones de Rama

NOTA: Es conveniente escoger como respuesta del sistema o variable de interes v 0 ¢ para simplificar
las ecuaciones.
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A partir de las ecuaciones:

e+, =0

dv v
CEC-+—R§=0 pero v, = vg
¢Pe ¥ o

dt R

Reordenando obtenemos la siguiente Ecuacion Diferencial de ler Orden, de coeficientes constantes, lineal
y homogénea:
d"c
+

Je o
dt  RC

6. Respuesta del Sistema
Esta ecuacion diferencial es del tipo:

1
(D"'E)\?c=0

La solucién es del tipo:

——t

vi) =Ke ®

7. Determinacién de la constante K
A partir de las condiciones iniciales

vel0) = vl0") = v(0) = vg

Sustituyendo en la solucion:

1
-~ (0)
vA0) = Ke %¢

v{0) = K = vg
La solucién total:
1
-t
vl =vge * V=0

La grifica de »c(t) es:

Vi

Vs
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Las otras variables de la red

Ve = Vo =Vvge€ V=0

d
1) = CEVC

1 D) = cg[ vge X ]

&
v — —
1) = -?"e L V20
G S
10 = 10 = ;‘ &% V20
Grificas
Vc VR
Vs ]' VS 3
| \_ y \‘"-—\_\__1____ -
|
|
-3 Mgl 2
Vs/R R ’//’_,...- :
\,_L Ve/R ¥
‘ t
La potencia instantinea absorvida por el resistor
2 L3
2 Y] D
v 5 RC
P)=—=—c¢ Watts
" R R
Respuesta Libre (Circuito R-L)
Sea el siguiente circuito
=0 =0
—% =
1s "If\ 11 <R
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Metodologia:

1. Determinar Condiciones Iniciales

Analisis para t<0:

con

2. Modelo del Sistema
Andlisis para t>=0:

35

Vi .iL K 7 Ve
= r -
I——.———I
3. Aplicar L.K.V.
v = Vg
4. Aplicar L.K.C.
1 + g = 0
5. Ecuaciones de Rama
v = 1R g =
di
"o =
» dt
A partir de la ecuacion
Yy +lg = 4]
\’R 0
, + — = ro v, =
t* R pe R
VL B
iy + = - 0 ademds v,

=
|~
SE

]
o
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Reordenando obtenemos la siguiente ecuacién diferencial de ler orden, lineal, de coeficientes constantes
y homogénea:

__+-§|,L=O

dt

6. Respuesta del Sistema
Esta ecuacién diferencial es del tipo:

R
(D*I)1L=O

La solucién es del tipo:

R

1,0 =K e L

7. Determinacién de la constante K
A partir de las condiciones iniciales

1,(07) = 1,(0) = 1,(0) = L

Evaluando en t=0 en la solucién

“E(o)
y0) =I;=Ke
K =1I
La respuesta es:
_R,
vy =Let V20
Las otras variables de la red
R

e = -y, = I el V=0

v, (0 = L%tL

_R,
v,(® = L%[ Lye ™ ]

-=t
v,(® = -IRe * V20

v =-IRe L' V0

)
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Graficas

Vi VR

-1sR # -IsR

Para los circuitos anteriores Vs e Is son el ESTADO INICIAL.
Al considerar la respuesta libre concluimos:
Para circuitos lineales e invariantes en el tiempo la respuesta libre estd definida para:

O<t<w

y es una funcion del estado inicial cuyo formato de respuesta es:

=k ¥

donde k = estado inicial
T = constante del tiempo (RC o L/R)
fi(t) = ve(t) 0 (D)

EJEMPLOS

Iz Del siguiente circuito determine la corriente en el capacitor para t> =0.
+=0 R

A—
| [
¢ T
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38

1. Determinar condiciones iniciales
Anilisis para 1 <0

R1
v l
vs (2 “J R2 Ve
[
V.
v(0) = R ¥s
R, + R,
2. Modelo del Sistema
Anilisis para 1> =0:
V—fr
3. Aplicar L.K.V.
Ve = \Pm
4. Aplicar L.K.C.
L+ =0
5. Ecuaciones de Rama
YR
lp = —
R,
d
1o = e
dt
A partir de la ecuacién
Ve # g =0
cﬁ g 0
a R
d_vc- 38 2 0
d RC
6. Respuesta del Sistema
. 1
v =Ke e
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7. Determinacién de la constante K

R.2 Vs
vA0) = vA(0*) = v (0) = R R
1
R, Vs ==
vA0) = R TR, = ke
1
Vs
k= R,
R, + R,
La solucion es:
R, Vs 2z
v D) = Rl’" = B w0
+
Las otras variables de la red
dv,
e=Ca
Ve =
=ole -2 o,
dt R, +R,
=
= L e ™ Vv =0
R, + R,
!
Vs e
lc——lR -y 1R=R+R28R1
1
Grificas
Ve s VR
ReVs | R2Vs _\
Ri1+R2 X{ Ri+Re \\\
>t - r—
*t vs 1
/— R1+R2 [N
e Y ¥
Ri1+Re -
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Utilizando el formato:

r

fO =ke T
J© = v(® T=RC
_ WsR,
R +R,
Vs “&e
veld) = BV By oo
R, + R,
1. Si «(0")=1A, encontrar »(t) para todo t> =0
150
L |
1740 F '{Vc 3000 'S-Q.

Ve(0) = vis(0%) + vp5(0°)

Vasol0) = 1,00930) = (02)(30) = 6
LO) = o =024
0% = 1,00°) + W0 =02 + 1 =124

V509 = (1.2)(15) = 18 Volss
vo(0") = 18 + 6 = 24 Volis

13

A
J— J 5 v :[L } 180 s
1740 I TSU'E’ =5 T—d» 1r40 3¢ t19=20

f:(t) . vc[t)
k=24

-eoly - 1
T—(20)(40) 5

i

v = 24e ?
V(D) = e
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1, Determinar el voltaje en R,

VI C

Determinar condiciones iniciales

A _ 4
) 5 Sy
Para t> =0:
T :
*J“ L]n — EJ ._‘194;
T ] L
Rgp = 4(3+1)8 = 2Q
@ = v 1)
k = 45
T'=2C
vlt) = 267
A partir de:

V1o 3+1

<

I
| w

n
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V. Calcular ¢ (t) del siguiente circuito:

12V —=

|
__..vr\.“._. -
5
— ]
[

1. Condiciones iniciales

Analisis 1 <0.
E‘f}
" I I
:E’v_%_ an ! D pv=
. ] 1
;-—163=2A=‘L(o-)=u
2. Modelo Matemadtico
Andlisis para t>0.
.:4{1 eH
@ = v0
k=2
r-L_1
R 2
-y
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(s s e errE e L ey S e e e T e

¥ Determinar ¢ y » del siguiente circuito

1. Condiciones iniciales

Andlisis para t<0.

_ 100
l.L(O) =—-5“0‘— =24

1,(07) = 1,(0%) = 1,(0) =24
2. Modelo Matematico

Anilisis para t>0.

10H

1500 757> =i 10H > 1000
500

_C150)¢75>

Req= T5ge7s "o
L@ =@
k=2
L . 4
R 100 10

Para hallar la tension »:
v = v, (D) + v
v, = L2Qe) = 200

Vg = LR = (2¢7®)(50) = 100e ¥
v = -200e'* &+ 100e7'* = -100e~* V120
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VI. Determinar v, . ¥ vc del siguiente circuito
2000 t=0
—V K
12v £ 10000 l_ 2uF <> 5000

1. Determinar condiciones iniciales
Andlisis para t<0.

| ' |
i
12v —;- 100003 Ve
|
|
|

1000
v =(02)—— =10V
9= (D 1000+200
2. Modelo matematico
Anilisis para t>0.
S000

F@® = v )

k= ve0) =v0) = v(0) = 10

T = RC = (2x1076)(500) = 1x1073

Vl) = 10e7¢R0T & 10a~100N V20
10 = c% - (2x10'6)%[10¢"°°°‘]
-0.02¢ 71000 V20

I'C =
1 = -ic = 0.02¢71%%* V0
VII. Determinar la ecuacién diferencial del siguiente circuito

La corriente inicial ¢ (0)=1,.
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Aplicando L.K.V.

v+ v, +k=0

dy,

I,_dr +vp+h =0 pero vy = L(OR
d,

L;+1LR+hL=0

Obtenemos la ecuacién diferencial:

diy, R+k
& Y

) =0
La solucién para esta ecuacion es del tipo:

u®=Le V0

RESPUESTA FORZADA

Respuesta forzada es aquella que se produce como resultado a una excitacién; también se le conoce como
"condiciones iniciales=0" y "excitacién=0".

C. Inic. =0
Exc # 0

Respuesta Forzada. Circuito R-C

Sea la variable de interés »

1. Condiciones Iniciales
r(0)=0.
2. Modelo Matemitico
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3. Aplicar L.K.C.

L =1, +1,
4. Aplicar LLK.V.
VR EINE = Ve
5. Ecuaciones de Rama
dv
R
Vg
Vg = 1.RR - 1\ = I
Resolviendo:
=1+,
dve vy
=t

Se obtiene la siguiente ecuacién diferencial de ler orden, no homogénea con coeficientes constantes:

dve  ve 1

L
dt RC C
La solucién de este tipo de ecuacién es:
VD) = v (8) + vp(t)

Donde

Vel

Solucién a la Ecuacién Homogénea
Solucién Particular de la Ecuacién

Il

Yep
Yoy S€ conoce; es la misma que la respuesta libre:

= fe URC
Ve = ke

La solucion particular se puede obtener a partir de la siguiente tabla:

f(t) y(t)
k A
kt A + Bt
k, + kyt A+ Bt
ke® Ate™
k coswt A senwt + B cosawt

k senwt A senwt + B coswt
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Para este caso f(t)=Is, es decir, una constante.
Hay que seleccionar la solucién y(t) dependiendo del tipo de excitacion que se tenga, entonces:

o) = A

Esta solucion se sustituye en la ecuacién diferencial:

i[A} + A_ = __I_s_,
dt RC %
como la derivada de una constante es cero:
A I .
0+ — =— Despejando A:
RC C
A I‘Rc =1
- R

La solucion particular es IsR. Sustituyendo:

v(0) = ke ¥ + IR

pero v{(0) = 0 para que sea respuesta forzada
0=Fkk+LR - k= -IR sustituyendo:
v = -LRe™ ™ + IR

v (1) = IR(1-e¥FC) Vit>0

Grificamente

velt)

Ise T e )
-~

g -
_ISR>/r

Para un circuito R-L que se excita por medio de una fuente de tensién y una condicién inicial igual a cero:
t=0 R

~r

i A
I ¥
Vs r{-.
|

e

1. Condiciones iniciales
LL(G'} =0
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2. Modelo Matemiitico

donde:

3. Aplicar LLK.V.

4. Aplicar L.K.C.

5. Ecuaciones de Rama

Para obtener la ecuacién diferencial:

v(S) = v senwt

dy,

Ve = 1R + L—
s RR dt
R LdtL

Ve = 1,R + L—
5 L {ﬁ

Obtenemos una ecuacion diferencial de ler orden no homogénea:

La solucion general es del tipo:

Solucién para la homogénea:

Solucion para la particular:
160

Se propone como solucion:

d, g _ Vg

+ —1

& L* 7

@ =y, vy,

_51-

10 =ke L

= depende de la excitacion

A senwt + B coswt
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Al sustituir en la ecuacién diferencial:

v
E[A senwt + B coswit] + %{A senwt + B coswit] = =

AR v, _senwt
Aw coswt - Bw senwt + Tsemnr + -fnﬁcosmt = -t

L
LAw coswt — LBw senwt + AR senwt + BR coswt = v_senwt

Agrupando coeficientes se tiene:

IA® coswt + BR coswt = 0
-LBw senwt + AR senwt =

v, senwt
LaoA + BR =0
-LwB + AR = v
En forma matricial:
(Al lTLe R1 =101
Bl |lR -Lwl v, ]
v
A= =R
R? + (oL)?
P v, oL
R? + (L)
La solucién particular es:
v, R v, Lo
() = —————senwt - ——————coswt
R? + (oL)? R? + (wL)?
sust. la sol. homogénea y la particular en 1,(1):
R
y v,.R v, wL
(1) = ke B senwt - coswt
R? + (@L)? R? + (oL)?
Para determinar el valor de k se utilizan C.I.:
%:(0) v, R v, oL
1,0) =0 = ke + —=  senw(0) - ————cosw(0)
R? + (wL)? R? + (wL)?
v, wL
R? + (L)
sust. los valores obtenidos en 1(1):
v, oL -% v R v _wl
() = ————e ¥ e SEREDE =~ —
R? + (oL)? R* + (wL) R? + (oL)?
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EJERCICIOS
I: Encontrar v para todo t> =0 si »(0)=0 Volts.
=0 100
oy — =8 4
vA0") = 0 Volts
Modelo Matematico
¢ il TRl

Ecuaciones de rama

dv,.
L 3
\‘R="R
De:
Ve =g N
Vg = R + v,
Vg = I.CR + Vo

dv
v =RC-? + Ve

Se obtiene la ecuacién diferencial no homogénea:

dve  ve vg

dt RC RC

Su solucién es:

Veu(t) = ke ¥ = ke ~01010°)2x10°6) _ fp-S0¢
vep(D) = depende de la excitacion
fy =10 = ¥ =A sust.

N T S

dt RC RC
VD) = v + v = Ke™ + 10

Para evaluar k se utilizan C.I.

vA0) = 0 = k900 4 10
k=-10
vAf) = -10e* + 10 = 10(1 - ™)
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II. Encontrar  (t) ¥ t>0

Para 1=0:

= 8 Volis

Aplicar L.K.V.

Aplicar L.K.C.

Ecuaciones de rama

De:

Vo =VR‘+ Ve
v, = gR + Ldvdt

=yR + L—

<
3
I
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Se obtiene una ecuacién diferencial no homogénea:

RV

,— = —
d L L
La solucion general es:
y@ =1, +1,,

4
_..‘
S T e T
4y, =ke® =ke

Y

f=8 = y@ =Asust
[ 7R
& L &

@) = ke + 2

Aplicando C.1.

= depende de la excitacion

1,0 =0=ke®+2 = k=-2

@ = 2% +2=201-¢7

[11. Calcular ¢ si v-(0)=0

172

S .9..._.
mn
-__.\/\_
<
ot
I
%

r
. —

i
v
+
~
Nt
[
<
|
|
|
p—
~
4

V= — 1/4
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1. Condiciones iniciales:

vl0) = 0

2. Modelo Matematico

Aplicar L.LK.V.

Vg +Vp + V=0

Aplicar L.K.C.

Ecuaciones de Rama

dv.
= —
€ dt

Ve = R

De:

Se obtiene una ecuacion diferencial no homogénea:

dv. vo Vg

—_— e —— = —

dt RC RC

La solucién es del tipo:
v(@®) = vey + Vep
T
R Y
Vep = depende de la excitacion
=12+t = y{) =A + Bt sust.
d(A+bt)  A+Bt _ 12+t

dt RC RC
B(RC) + A +Bt =12 + t
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Reagrupando términos:

A + B(RC) = 1]2
B sust

=1

A +RC=12
A=1!2-RC=1!2—(1)(1{4)=1}'2—1{4=1/4
A=1/4

volt) =ke™ + 1/4 + 1

Para evaluar k se utilizan C.I.

vi(0) =0=k+14 = k=-1/4
v D) = —I[4e““+ 1/4 +1 =141 - ™) +1¢

'uc(f)-c_—zzlztl"e-«)*f]

1) = :(1 + e

La corriente a través de R, es

% W
R
2t -[(1/4)1 - e + 1]
2

wn) = t~[—(l-e“‘)+—1

W) =

wr) =

L(t)=r--§(l-e“‘)-5

j JP 1 !
= — -1 —t V=0
(@) 8(e ) + 5 >

Iv. Calcular el voltaje de thevenin y resistencia de thevenin de:

io 1 H

s —A— q
2 -
I

Para encontrar R,, se anulan fuentes:

[

A ':l —
- % |
’7'/: r"":: ::} Vx

’2lo |

| T
b

Se utiliza una fuente de exploracion », entre ay b.
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Malla 1

(1) + (1) = 1,(1) + 21, = 0
4y =,

Malla 2

215 + (1) - 1, (1) + (1) + v, =0
=y, + 2y, = -v,

Utilizando matrices:
flwll 4 <11 =1 01
112 JL-3 2 1 L i

—4v_

S v T A

La resistencia entre a y b estd dada por:

Aplicando L.K.V.

2 + (1) + 1,(1) + 215, =0
4y, =2

1, =24 =12
Vi = Vg = (12)T) + @)1/2) = 32

El circuito equivalente de Thevenin se muestra en la siguiente figura

‘;/4
Vv—a

3/2(:‘_)
—




Cap. 2. Circuitos de 1 Orden 56 m

. Calcular (1) del siguiente circuito si la condicién inicial es cero.
LWL 1 574
\ ’ ,—Kr—‘
at\rl“i %‘ v == 4s5 :’):—zz? v:—:us
| ‘T"E_’ 1
1. Condiciones inciales
vA0?) =0
2. Modelo Matemitico
Ve = Vp + Vg
vs = 1R + v,
dv v v
vs_—_RC_E-;.yC — __(E_’,‘__E:_S
dt RC RC
VD) = veg + Vep
Vo = ke = ket
Vep = depende de la excitacion

=32 =~ =4

sust. en la ecuacidn diferencial:
d A A 3
i = E Iy Wi Lo
dt RC RC

A =32

v ) = ke™ + 32

Para evaluar k se utilizan C.1.:

Vi) =0 =k +32 = k=-32
vod) = 32e™ - 32 V20

Dado que esta expresion fija el voltaje en el capacitor, es posible sustituir este por una fuente.

Tased-e™ )

I -2 +y(D) + (@) -1,(1) +2y, =0
4y -1, =2

IL -2y + (1) =1, (D) + 1,(A) + (32)(1 - =0
<3y, + 21, = -(3/2)(1 - &™)
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VL

Matricialmente:

fy,17 4 11 =1 2 1
lyll-3 21 L-GR)(-e)!
_ 4-162)(A - e)]

! 5
4 3
48 = - —;5’2—(1 —€) =

1

1 V 120
2" 10

En el siguiente circuito encuentre »(t) para t=0 si 4, =0

| 11
| v
+
3
+ (D ; )

10sen2t(]) V<174 ) 1/4

1. Condiciones iniciales:

1,(0) = 0

2. Modelo Matemitico

Aplicar L.K.V,

Ecuaciones de Rama

dy,
v, = L—
dt

v

R

"R"'RR ] 18=?

Resolviendo:
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Se obtiene la siguiente ecuacién diferencial de ler orden, no homogénea:

d; R IR

— + 1,— =

#* *k &

La solucién de este tipo de ecuacion es:

(D) = 100 + 1,0

Resolviendo

fit) = 10sen2t =  y(t) = Asen2t + Bcos2t sust.

gr—[A.l;enz: + Bcos2t] + ﬂ{Asean + Bcos2i] = (10sen21)(1/4)
o 1/4 1/4
2Acos2t - 2Bsen2t + Asen2t + Bcos2t = 10sen2t

Agrupando variables:

Asen2t - 2Bsen2t = 10sen2t
2Acos2t + Bceos2t = 0
TATTY 2T =110]
L&k le 11 L o)
10 _

1-(-4)
LA -

5
1, = ke™ + 2sen2t - 4cos2t

B =

Para evaluar k se utilizan C.I.
1,0 =0=k+(4) = k=4
() = 4e™ + 2sen2t — 4cos2t V=0
1d S
v,(1) = v = ——[ d4e™ + 2sen2t - 4cos2t
@ 4dr[ ]

v = - + cos2t + 2sen2t
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VII. Determinar (1) para t=0 si la corriente inicial es cero.

10sent (%) }

| T
|

sent (D IDT 10
L |

\'
S +
~

Ssent+15(2) 10 4 vV

[

Aplicar L.K.V.

Aplicar L.K.C.

Ecuaciones de Rama

v, =
dt
ve=uR = 1= R

Para obtener la ecuacion diferencial:

Ldl.L

Vg = 1gR + L—

& dt
R Lﬁ

V.= 1 +

A dt

Obtenemos una ecuacion diferencial de ler orden no homogénea:

d, R Vg

—_ % =y, =

at E* &
La solucién general es del tipo:

() =4, + 14y

Solucién para la homogénea:

R
1,00 = ke L' - geos
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Solucion para la particular:

1,:() = depende de la excitacidn
flH) = Ssent + 15

Se propone como solucién

¥ = A senwt + B coswt + C

Al sustituir en la ecuacién diferencial:

Ssent + 15

d 5
—[A senwt + B coswt —[A senwt + B coswt + =
ar" v G g . 9 10

Agrupando coeficientes se tiene:

SAsent - 10Bsent =
10Acost + 5Bcost =
5C=15 = C-=

En forma matricial:

O

AT
Bll1
=B
125

N =

. .,
125

La solucion particular es:

1) = ke 4 —;—sem - %cost +3 V20

Para determinar el valor de k se utilizan C.1.:

1y, =0=k-2/5+3 = k=-26
(1) = -2.6e% + (1/5)sent - (2/S)cost + 3 Vit=0

v, = 10%[ 26795 4 (1/5)sent - (2/5)cost + 3 ]

v (D) = 13e% + 2cost + 4sent V120
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T o O O T I e = T R s, Y e e L e TR T T SRR e e [ Rt

Respuesta completa

Resumen

La respuesta libre es funcion de las condiciones iniciales.
La respuesta forzada es funcion de la excitacién.

Respuesta Completa
DEFINICION
Es la respuesta del circuito a una condici6n inicial y una excitacién diferente de cero.

C.I1#0
exc.#0

Considere el siguiente circuito:

Determinar ».(t) si vo(0)=wy.
La ecuaci6on diferencial que se tiene es la siguiente:
dv, Ve

C? + 7y =1 con v.(0) = vy

Para encontrar la respuesta de este circuito se utiliza el teorema de superposicion,
Sea »,(t) la respuesta libre a este circuito y solucién de la ecuacion:

a2 ¥t 54 (0)
—_— e — = con v/ =V
d R € :

Sea v (1) la respuesta forzada del circuito y solucién de la ecuacion:

dv, v,
Cdr??zIs con v (0) =0
Por adicion:
(v;+v)
C—(v;+v) + e =0+ I con v{0) = vy + 0

La respueta completa es:

vdD) = v + v ()

La respuesta completa es igual a la suma de la respuesta libre més la respuesta forzada.
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Asi pues, para el circuito anterior:

v{t) = R Libre = ke % =

Y

Y20

v,(®) = R Forzada = ke ¥ + Sol. Particular
En este caso la sol. particular = 1R
v (0 = ke ¢ + LR evaluando a k = -IR

v (1) = -LRe ¥ + IR

vll) = ve ¥ — T Re9C 4 IR

| 4

Reordenando la ecuacién anterior:

vd?) = (vy - IR)e ¥

Grificamente

Vi20

R. Libre R. Forzada
+ IR
s g
Edo. Transitorio Edo.
o R. Transitorio Permanente
Vel
Vx —\
Isk -|- e
.1
f Region Region

transitorio Pe

— 4‘—} -

Para el caso cosenoidal:

rmanente

V=0

V20

rad

Edo.
Transitorio

AN
\J

Edo,
Permanente
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EJEMPLO

Obtener la respuesta transitoria y permanente del siguiente circuito.

=) R

— e A
. v

1. Calcular C.1. Analisis para t<0:

1o

L3 Qs
[
1,(07) = I

2. Modelo Matemadtico. Andlisis para t>0

Ecuaciones de Rama

De:

X,
&

di
ve = uR + L?L con ,(0) = I
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Respuesta Libre ¢, solucién de:

d
LT;;"‘- fyR=0  con 1,00) =T

() = ke ™t
2 () = Le ™ V>0

Respuesta Forzada ¢, solucién de:

dy, "
L?+uLR=IS con 4,(0) =0
Yoy = ke ™V
iop = Depende de la excitacion
top = VJR

v
?) = ke ™ + 2
1,0 - R

para evaluar k se utilizan C.I
1,(0) =0 =k + vJR = K= -vJR

—v. -k,
1o = —;’-e YL yR V20
u® =+,

A W v
l.,.(t)=I5¢"—ie"'+—R‘E V=0
Reordenando

v T vs
L@ = (Is—?s)e L R V20

Edo Edo

EJERCICIOS

I. Un circuito R-L de primer orden se excita por una fuente de voltaje senoidal y una condicion inicial
1, (0)=10. Calculcular la respuesta completa.
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Modelo Matemitico

Ecuaciones de Rama

Respuesta Libre ¢, solucién de:

Respuesta Forzada t, solucién de:

Agrupando términos:

En forma matricial:

LKC. yy=1=1,
du
v, = L—dfl vy = 1R
vs = VH + VL
LdtL
= + —_—
vg = 12R %
d
ve= R+ L=  con 1,0) = 10
dt
d
L% +yR=0  con 1,(0) =10
1, () = 10e7
1) = 10e7 V>0
b A
Ldv, + 1 = Vg con 1,(0) = 0
ton = ke
lop =  Asent+Bcost sust.

10sent = I%Msemacosr] + 2[Asent+Beost]
10sent = Acost - Bcost + 2Asent + 2Bcost

2Asent — Bsent =
Acost + 2Bcost = 0

[A112 <11 =T101
lBl1l1 2] 0l
A= 2.4

5
Biw -2 = 3

5



Cap. 2. Circuitos de 1” Orden 66

La solucion particular es:

14®) = ke™ + 4sent - 2cost

Para determinar el valor de k se utilizan C.I.:
1,0 =0=k-2 = k=2
(0 = 2™ + 4dsent - 2cost
L0 =1 v,

1,(0) = 10e™ + 2™ + 4semt - 2cost V=0
1, (0 = 127 + 4semt - 2cost
Edo. Edo.

Transitorio Permanente

= ) 2 iL<t)
v iLe<? .
0 10.0 10
1 | —0.24 = <{_
e -1.63
3 | -175 |
4 1.7 4 4
= = r-y
e | 157 2z s c e
7 | -14s S AT
8 | -l142 =g ~-\u
9 =134 ~H=
10 =127
I1. Calcular v(1) del siguiente circuito si »-(0)=1 Volt.

1

—A

~0—
1l
L7

Modelo Matemético
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Ecuaciones de Rama

]C=C_._...
vy = 15R = 1z = ViR

Para obtener la ecuacién diferencial:

“'H
I
-

]
-

a

dv
Iszi‘!...cﬁ_‘-'

R dt

Obtenemos una ecuacién diferencial de ler orden no homogénea:

cBe , Ve g 0) = 1
—_— — = con v =
é&a R ° 5
Respuesta Libre v, solucién de:
dv v
C}T"»f?‘w con v0) =1
y; = Lo X = W V>0
Respuesta forzada », solucién de:
dv v
-5+l con v {0) =0
d da ° 0
Vou = ke
Vop = A+Bt

sust. en la ec. dif.
d
1 +¢t=1—(A+Bt
+ (A+Brt) +

1+t=B+2A4 + 2Bt

(A+Bt)
0.5

A =025
vo©) = K + 025 - k=-025

vo(0) = -025¢% + 0.25 + 0.5t

La solucién general es:
vlt) = v, + v,
v{) = e - 025¢* + 025 + 0.5
v{) = 0.75¢™* + 025 + 0.5
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