






Presentación

Las nolas que se presenta a continuación tiene jXlr objeto auxiliar al alumno en la U.e.a. deCircuitos Eléctricos n.

Eslas se encuentran divididas en seis unidades y cada una de ellas en un número variable de
secciones. En cada una de las unidades se describe el Curso y se dan ejemplos así comoejercicios para cada sección.

Para complementar y profundizar el curso, se ¡x>drán consultar los textos indicados en labibliografía.

El mecanografiado, el diseño de gráficas, la elaboración y revisión de ejemplos y ejercicios del
presente trabajo estuvo a cargo del aJumno Miguel Santiago Mejía.

Ing. José Raymundo Lira Cortés
Area de Tnstrumentación
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1. ELEMENTOS REACTIVOS

a. CAPACITORES

Definición de capacitancia:
Es la propiedad de un elemento de circuito en el cual la energía puede ser almacenada en un campo eléctrico. Una
caraclcristica importante y dislintiva de la capacitancia consiste en que su influencia en un campo eléctrico se
manifiesnta solo cuando existe una diferencia de potencial variable entre las terminales del elemento.

Símbolo:

_i~

Analíticamente:
La carga es proporcional a la diferencia de potencial. Esto significa que si un voltaje entre terminales" corresponde
a una carga q en el capacitar, enlonces el capacitar ha sido cargado al voltaje" el cual es proporcional a la carga
q.

q'" Cv

doode e es la constante de proporcionalidad conocida como la capacitancia del dispositivo.

La unidad de capacitancia es el Farad (F)

l F '" Ampere - seg '"
Vol,

Coulomb

Volr

La capacitancia determina la relación entre los valores de tensión y carga almacenada. Los capacitares que satisfacen
¡a ecuación anterior se denominan ~capacitores lineales~, puesto que su relación carga-voltaje es la ecuación de una
línea recta con pendiente c.

•

Por lo Wlto, un capacitor no lineal es aquel cuya característica no es una linea recta y/o no pasa por el origen. Un
ejemplo de eslo es UII diodo de estado sólido, cuando él está polarizado en inversa, es decir, no conduce, prescnla
una capacitancia de espacio de carga que en su foona general es
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Unidades prácticas:

8

llJ-f '" lxlO-6 F
in! '" Lt:lO-9 F
lpl '" lxlO- 12 F

Clip. 7.

En este curso se emplean capacitares invariantes en el tiempo, lineales y de parámetros concentrados.
La corriente i se define como

<Ir¡
dI

sustituyendo el valor de q

d
1" '" -Cv

dz

'" C
dvc

" dz

la cual es la relación corriente-voltaje en un capacitar.

Integrando ambos miembros entre t y to el resuilado es:

, , d

J" " Je ;'
• •,

v '" l.Jl dt l' veto), e '
•

Elténnino 1>(10) en esta ecuación es una condición inicial y nos representa

v(to) := .!!.(to)
e

que es el vahaje en e al tiempo too

EJEMPLO
Supongamos una tensión en capacitar de lpf igual a V = 10 cos 2000t V.
La corriente Le es:

, " (1x1O-').!- (10cos2OOOt) [A], dt

" : 10(Ix10-')(2OOO)( -sen2OOOt) [A]

t" := -O.02sen2000t [A]

Si



_fÜISil(Q

l Si tl~ü

"

u(l)

•

9

10 r V

0.02_-t'::::~==7"¿::::t:::o~-,-'-0,02
\,"

-10

dle = e-(l) ., O
dI

ls

Un capacitor aetUa como un circuilO abieno ante un vohaje de Oc.

Si JI es una constante, entonces la comente t es cero.

Is es una función escalón unitario dado como:

Co' q(O)=O, ",(0)=0
donde tt:::: 15 u(t)

a. Fuente de Corriente

Sea el siguiente circuito:

Carga de un capacitor en D.C.

Csp. 1. Elementos Reactivos
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•
v =1. JIs dt • veto)• e ,

1 '
Vt; = -ls ti • oe ,
Vt; = 1ste

1
v, = -te

Vc, ic

.1 /~
~t

,
CONCLUSION
El capacitar tiene una característica de carga y voltaje continuos si la corriente es un escalón unitario.

b. Fuente de voltaje
O"

"9 "1:'
Vc(O)=0

__ {O 5; 1<0
uct)

1 Si t>=O

d
lt; '" e dt(vJ(t) pero Vt;(t) ~ v~u(t)

1 = C.!!...v = 6(t)
• tb'

A ó(t) se le llama Función lmpulso o Delia de Dime.

(

Si

¡;,

El

RJ
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En general:

La función impulso está defInida:

77

!!.u(r)~... '(r)
dI

Gráficamente

b,Ct)
foso
l ex) $:

''0
t=O

Ve, i::
•

IC

1 Ve
-t----.t

,
CONCLUS\ON
Si se forza un voltaje en un capacilor, circula una corriente infinita.

Esta conclusión pone en evidencia una caracleñstica importante de la capacil3ncia:
El voltaje en un capacicor no puede cambiar en forma discontinua.

vc(O) = vc(O') • vc(O)

RESPUESTA EN A.C,

Sea el siguicntc circuito: ..
..Q-:r:

T

-
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Gráficamente

12

v,=v.. s~nwt

vc(t} '" v, '" ". ~n wt

te = C~v. ~n <.>t = V. lJlC ces lJlt

Vc.ic

ic J

c.p.
!!!!!!

CAl

CAP

Apliw

CONCLUSIÓN
La corriente en un capacitor se adelanta 90 0 al vohaje.

,
CAPACITOR DESDE EL PUNTO DE VISTA DE ENERGIA Por
Supóngase que el capacitor es ideal y tiene un voltaje inicial cero entre sus terminales y que se permite fluir una
corriente l por el circuito durante un imervalo de liempo 1.

La energía entregada al capacitor durante este tiempo es
iguala,

a"w, f"cte dt pero 'e =c-
• dl
, a v

W, f\l (C--2)dt • fCvcdv e, dl
• •

W, • ..!.C v'l [Joules]
2 '

Esta ecuación expresa que el capacitor absorbe una cantidad de energía proporcional al valor de la capacitancia ~.

al cuadrado de la tensión.
La energía total almacenada en un capacitor siempre es positiva ó cero.

CAE
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CAPACITORES EN SERIE-PARALELO

CAPACITORES EN SERlE

(1) (2)

Aplicando L.K. V.

v • vI + v" + ... + VII

v z ...!...!1iit+v.(to) + _1rdt+ v1.(to) + ... + _1!1iit+V,,(fO)
~ ~ ~

v .. ( ..!.. ... ...!... + ... + ..!.. ) fuf! + vl(ro) + V,,(IO) + ... + vII(ro) (1)
cl Cz C.

Por Olla pane

v = ...Lftdt+v(ro) (2)
c.

igualando las ecuaciones (1) y (2):

1 1 1 1
-'-+-+ ... +-
Cu¡ Cl C1. C"

1e,. = -(--;-1---;-1-'---:-[­
+-+ ... +-)

CI C2 C..

CAPACITORES EN PARALELO

;·OO;:~'·= '~"
~z J~. LtJ~

(1) (2)



d,
• c-"

"dt

(1)

Si t<:::Q
si 0<t<J1c.
Si t>=l/o

14

VeCtl

-l'c--t
110

= C!!.(, (r» • ¡!!.(, (r»
dt" dl"

.. O si rl>.O

.. a si O<t<t/a

=0 si PI/a

Ceq .. Cl + Cl + ... + C..

l.,(t)

\.,(r)

l.,(t)

\.,(t)

l. Si la tensión se incrementa linealmente de O a l Volt en l/a.seg y .se aplica a las terminales de un
capacitor de 1 F, cuánto vale la corriente.

EJERCICIOS

igualando las ecuaciones (1) y (2)

Csp. 1. E/smentos Reactivos

Aplicando L.K.C.

por Olfa pane



15

".

c(t)

•

2. Una corrieme conslarue de lOmA eslá cargando un capacitor de 4~f. Si el capacilor eslaba previamente
descargado, calcular la carga y el voltaje después de 2Oms.

El vollaje es:

Csp. 1. Elementos Reactivos

La carga es:

q(l) • C'(I)

q(1) • (4xW-'J(SO)

q(1) - 2OO~C

3. Considérese el siguiente circuito:

'tJ .-
"V _ - L__

V

_'_T
VO

.
-=-- 6V

T-
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Para 1<O":

tt{O-)=0
jlt(0'¡')=8 Volts

Obsérvese que:

16

-lOv + \(3) + 1(3) + 6 = O
10-6 4,=--=-

6 6
\ = 0.666 A.
-10 + 1(3) + "t(01 = O

',(01 • 10 - (0.666)(3)

"t(O-) • 8 Volts

"iO-) - 2 Volts

"t(O-) = "t(O·) = 8 Volts

";'0-) ~ "R(O')

4. Un eapacitor de O.4pf tiene una tensión ji como se muestra. Encontrar la corriente en t=4,-1,2,5 y 9
ms.

(V)

-10 -9 -ro -.:

5
2 • 6 8 10
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-1O<t<-2

-2<t<0

17

f(t) :: mt
Y1-Y•

m'-­
~-.1'.

m = _-,1:.:0-,-0,,--:-; ..~ :: 1.2S.x103
(-2i-lO).:dO-3 &x1O-3

f(t) :: 1.25{ti-lO)

J{-4) • 1.25(-4,10) ·705

\l
t
{-4) :: 7.SVolts

<N,
dI) • C­, dl

',(/) = (0.4xlO-') ~«(l25X10'X/'IO»

'c(t) "' (0.4xJO~(1.25.x103)

'e{t) .. 0.5 1M

j{t) .. mt
m = _--,,0,---,,10,--;

(0-(-2»x10·'

-10 3
= -- .. -SxIO

2.xJO-3

j{t) = -S.1'103{ti-2)

'c(t) :o: (O.4.1'JO-Ó){ -5.1'103)

l e(t) = -2 mA.

0<1<4

j{t) :: mt
(-5-0)

m'
4-0

-5 ,
= - = -1.25.1'JQ

4

4<1<8

/(t) .. -1.25.1'103,

'e .. (0.4.1'10~-1.25.1'103)

le .. -0.5 mA.

f(1) = -5
" • (0.4x10-')(0)

.• °,
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8<t< 10

18

j{1) '" mI

no o .=;0-:-=(--;-5)", '" 1. ,. 2.5;:(10'
10-8 2

j(r) o 2.5.tlO'(t-IO)

le '" (O.4xlO"'Í(2.5xlO')

le'" 1 mA.

5. Calcular la corriente en el resistor así como su potencia y calcular la corrieme en el capacitor así como
su energía almacenada.

corrieme en el resiSlOr:

"(1) lOOun2ltt, - -- -
R - R ~ bJ06

\R '" IxJO-4sen2ltt

polencia en el resistor:

P
R

'" l2R '" (lxJO-'sen2ltt)2(bJ06)

P
R

'" O.Ol(sen2r.t)2

corrienle en el capacitar:

== C.E..(IOOstn2ltt)
" dt

" o 20xl0-'(lOO)(2n)(cos2")

\e '" 4xJO-'ncos2ltt

le '" O.0l2Sc0s2nt

energía almacenada en el capacilOr:

1 ,
W, '" -e"2 '

W o .!(2Oxl0-<¡(IQOs,n2..)'
< 2

We '" O.0l(sen21tt)2
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6. Encontrar la capacitancia equivalente de la siguiente red cntre las terminales a y b.
l' 1

'--1T~ '---1TI
.__1' r' ~._lrn

C=(2617XI)JCI26f7)II)

RESUMEN

1. la corrieDle que pasa por un capacitar es cero si la tensión a través de él no vaña con el tiempo. Por lo tamo
un capacitor es un circuito abierto para O.C.

2. Una cantidad finita de energía puede estar almacenada en un capacitor incluso si la corriente que pasa a través
de él es cero.

3. Un capacitor se opone a una variación brusca de la tensión a través de él.

4. El capacitor no puede disipar [a energía, solo la almacena. Aunque esto cs cicrto para cl modelo malemárico no
lo es para un condensador real.

b. INDUCTORES

Definición de inductor:
Es la propiedad de un elemento de circuito que aprovecha la propiedad de la encrgía de almacenarse en un campo
magnético.

Símbolo:

Analíticamente:
En un inductor ideal. el acoplamiento por flujo es directamente proporcional a la corriente que fluye por el
elemento.
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donde L es la constante de proporcionalidad llamada induetancia.
La unidad de la inductancia es:

Wt!ber
Ampeu

= H~nry [HJ

La Ley de Faraday eslablece que el voltaje es igual a la razón de cambio en el tiempo del flujo magnético.

dlfl
Y' -

dt
lo cual:

=~YL dt

la corrienle tL(t) en lérminos del voltaje se obtiene integrando ambos miembros de to a t

,
- 1. f vL(r}dt+\(ro)

L •

En esta ecuación, el término de la integral representa la corrieme producida del tiempo lO a t y el [éOllino (to) es
la condición inicial o la corriente para el tiempo too
La ecuación

nos define un inductor ideal ya que esta ecuación representa una línea recta que pasa por el origen

~,
cuya pendiente es la inductancia.

Una inductancia no lineal se caracteriza por un lugar geométrico en el plano -( que no es una línea recta ylo no
pasa por el origen.
Un componamiemo no ideal es el siguiente:

En un inductor el cual está sin condición inicial y se aumenta hafa un valor tI se genero pane de esta gráfica. Si la
corrienle se regresa a cero entonces los enlaces de flujo no se vuelven iguales a cero.
Este componamiento es típico de un imán permanente; presenta un flujo a pesar de que no existe una corriente.
Variaciones adicionales de la corriente entre los límites [·t¡,tJ! generan la pane restante de la curva característica.



A este fenómeno se le denomina histéresis.
Esta curva detennina las propiedades de los dispositivos magnéticos, tales como toroides. núcleos magnéticos.
transformadores y motores.

21

"0,
l~lt

v, o v,

VL, iL
• iL¡LLVLiL-'.t

l mH '" 1x1O-3H
1 ~H • 1xl0-6H

,
• .!. f v¡il

L •

,
CONCLUSION

Gráficamente:

La corriente y el voltaje son continuas si el voltaje de exitación es un escalón unitario.

's=función escalón unitario
'L(t)=,S

,
a. FUENTE DE TENSION

Sea el siguiente circuito

COMPORTAMIENTO DE UN INDUCTOR EN D.C.

Unidades prácticas:

Cap. 1. Elementos Reactivos
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b. FUEl\'TE DE CORRIEl'<jE

22

,-,
r-+,--lil
h l.

Is (.JJ Vl

ó. (t)

1:-
'HO t

,
CONCLUSION
Si se forza una corriente a un inductor se produce UDa tensión de valor infinito.
Esta conclusión pone en evidencia una propiedad importante dc la inductancia.
La corriente en un inductor no puede cambiar en forma discontínua.

RESPUESTA EN A.C.

Sea el siguicnte circuito:

,.
t=l

-¡iL
•
"
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Gráficamenle

23

Is = 1m s~nwt

tL(t) ., J,
d d

v L(t) = ~tL(t) = L-=-(lm s~n(,lt)
dt dt

\lL(r) = !mwL coswt

vl,i l

J
VL

,
CONCLUSION
En un inductor el voltajc se adclanta 90" a la corricnte.

INDUCTOR DESDE EL PUNTO DE VISTA DE ENERGIA
SUpóngase un inductor idcal que tiene una condición inicial ~(O) =0 y el cual tiene una tensión 11 entre sus terminales
duranle un ¡mervalo de tiempo t.

La energía en el inductor está dada por

W,<t) • L f ult

WL(t) = ~Lt2(r) {

WL(t) = ..!.Lt2(t)
2
1

WL(t) = _Lt2
2

A partir de esta ccuación la energía siempre es positiva; por lo t'.'Jlto, el inductor es un elemento pasivo.



l<4

,-.

24

l2

Leq=LI+L,.+· .. +L"

(1) (2)

v = vL1 + vu + ... + Vz.."

dl dl dI
V = LI - ... L,.- + ••• + Ln-

di di di
d,

v = (LI + L,. .,. ... + Ln) dt (1)

d,
,=L- (2)

'. di

igualando (1) y (2)

(1) (2)

..!...1 L¡
r;='+~'~-~+~- - - - ~

V~ t ln:::j> V t

IY-__----' 4-'

Cap. 1. Elementos Reactivos

INDUCTORES EN SERIE-PARALELO

INDUCTORES EN SERIE

Aplicando L.K.V.

Por otra panc

L'lDUCTORES EN PARALELO



(1)

-b

d
1-(1) = O

dI

25

= 1~(l-bt)
lit

==~
lit

igualando (1) Y (2)

1 1 1 1_=_'1-_+ ... '1-

L~ LI Lz. L"

{
' ,,«.

i(n = l-bt 51 I)(t<b"'

O 51 t>b"'

l = _1f ,,/t (2)
L..

1 ", ti + lZ + ... + lIt

1", J....fvdt + J....fvdt + ...
L, 1.,

Parat<O

pasa a través de un inductor de IH. El voltaje entre sus terminales es de :,+,

1. Una corriente que decrece linealmente de 1 a Oen b· l seg defmida por:

EJEMPLOS

Por olra parte

Aplicando L.K.c.

Cap. 1. Elementos Reactivos
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Para I >b- t

26

dvL(r)", l-(O)=:()
tú

~.

2. Un inductor de 10mH tiene una comeme de 50 e·IOnm.A. Encomrar su voltaje.

d,
vL(r) '" L d1

vL(t) " (lOrJO-'>~5Oe-lon
tú

vL(t) '" SO(lOrJO-3)( -(IOOO»t ·1000r

vL(r) '" _0.5e- 1000r

3. Un inductor de 20mH lienen una corriente de lOmA. Calcular la energía almacenada.

WL '" ~L1Z

W
L

'" ..!.(20xl0-3)(100xJO·3)z
2

WL " l00~

4. Calcular el induclOr equivalente cnue los punlos A y B.

·-TI·
,--

,
.----=1
~,

l'7xU9

,

=:;> :~-ll
l'3'~
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5. Suponer que la corriente que circula por un induclor cuyo valor es de 3H es la siguiente.

,,(U

-,

Para -oo<t<-l

d
"'L(I) = 3

dt
(0) =0

Para·l<I<O

'L(I) = 1 u(I+I)

d
vL(I) = 3-(1) .. 3

dI

Para 0<1<2

Para 2<1<3

Para 3<1<00
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6. Calcular la tensión en el inductor, la energía en el jnduclOr y la potencia en el resislor de:
i lO

"'~''''O><
Tensión en el induclor:

d.
vL(r) = L­

dJ
d .,

vL(t) = 3dt(12S1ln6"). ./
vL(') : (l2)(3X"6)cos6
vL(r) = 6ttcos ttl

6

Energía en el inductor:

= .!.Lt2

2
1 1t1 2

= -(3)(12sen-)
2 6

./ ,
= 216(sen

Ó
)

= 216sen 21t1

6

Potencia en el resistor:

PR = t
2R

PR = (12sen ~t)2(O.1)

PR = 14.4sen21tt

6

RESIDmN

l. No existe tensión a tr:l.vés de un inductor si la corriente que pasa por ella no varia con el tiempo; por lo lantO,
un induclor es un corto circuito para O.C.

2. Una cantidad finita de energía puede estar almacenada en un induclor aun cuando la lensión sea cero.

3. Un inductor se opone al cambio brusco de la corriente que pasa por ella.

4. El inductor nunca disipa energía solamente la almacena; aunque esto es cierto para el modelo malemático no lo
es para un induclor fisico.
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TAREA

l. Determinar v del siguicnle circuito:

a. Si Is = I senwt
b. Si 15 = lu(t)

tLI(O) = IU(O) = O

29

O··' o... . ..

2. Calcular la corriente que circula por un capacitor de O.Olpr si la tensión entre sus terminales es de:
a. 2 sen 2~1O~

b. 2 e·101t

3. Encontrar el circuito equivaleme de la siguiente red entre a y b:

4. Mostrar la red más simple de la siguiente red:

IS...H SOf\\V

20,.,1-1

20,.,H

5. Si la tensión en un capacitor de 5F tiene la siguiente forma de onda. Calcular la corriente que circula por dicho
capacitor.
ParaO<t<l: Ve'" t2

Para I <t<2: Ve = -t+2
Ve<t)
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6. Calcular el inductor equivalente entre a y b.
L5 35

'=:I3
b 1.5

7. Delerminar C"" del siguiente circuito.

30

1 J

:IlJ
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;

CAPITULO 2: CIRCUITOS DE ler
ORDEN

,
INTRODUCCION

DEFINICiÓN
Un sistema de ler orden es aquel que está definido por una Ci;uacion diferencial de ler orden que modela el
comportamiento de dicho sistema.

excito.cion ji

" Modelo "1/"-
Mo.teMo.tico

respuesto

donde p. se compone de los siguientes elementos:

1 Resistor

•
1 Ekmento

Reactivo

Restricciones de los elementos de p..
Elementos Lineales
Elementos Ideales
Elementos Invariantes en el tiempo

- Sistema de 16 orden

a. Respuesta Libre (Circuitos sin Fuentes)

DEFINICiÓN
Se le denomina respuesta libre a la debida a condiciones iniciales diferentes de cero y una excitación igual a cero.

Cond. Inic. #- O
Exc. = O
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Respuesta Libre (Circuito R-e).

Sea el siguiente circuito

Vs ~

Metodología:
l. Dctcnninar Condiciones Iniciales
Análisis para 1<0:

32

c ,

con

2. Modelo del SislCma
Análisis para (> =0:

3. Aplicar L.K.V.

4. Aplicar L.K.C.

5. Ecuaciones de Rama

"'eCo; = "'",

'c ,~

\IR'" 'Jil
d"c

te'" e-­
dI

'. ".R

NOTA: Es conveniente escoger como respuesta del sislema o vari;¡ble de imeres Ve O II para simplificar
las ecuaciones.
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A partir de las ecuaciones:

33

Reordenando obtenemos la siguiente Ecuacion Diferencial de ler Orden, de coeficientes constantes, lineal
'i bomogénea:

6. Respuesta del Sislema
Esla ecuaci6n diferencial es del tipo:

Ve
+-

RC
• O

La soluci6n es del lipo:

( D 1
+ -) ve '" O

RC

7. Determinaci6n de la constanle K
A partir de las condiciones iniciales

_..L,
vJ.t) '" K e 1:C

Sustituyendo en la solución:

La soluci6n tOla!:

-.l..(0)

vJ.O) '" K e Re

vcJ..O) '" K '" Vs

,--vJ.r) '" v,f e RC Vt~O

La gráfica de "dt) es:
Ve

V,

-J-"':::::=~t
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Las otras variables de la red

Gráficas

Ve

Vs

• •
Vs/R

34

,
vJt. ::. ve ::. Vs ~ 1t'C \1't2:0

d
lJ..t) '= e dI Vc

,
d --

lJ..I) '= C-[ VI ~ 1t'C ]
dI
v -.2...

_--!~ 1t'C

R

V••

Vs

-+--=:::=~.. t

¡ e •

-i----::::=~.. t

-+--=:::=~ t
-Vs/R

La potencia instantánea absorvida por el resislOr

, ,
Vs -2"RC
-e
R

Walts

Respuesta Libre (Circuito R-L)

Sea el siguiente circuito
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Metodología:

1. Determinar Condiciones Iniciales

Análisis para 1<0:

con

2. Modelo del Sistema
Análisis para t> =0:

3. Aplicar L.K.V.

4. Aplicar L.K.C.

5. Ecuaciones de Rama

35

15 f) l

n. "

A partir de la ecuación

= ',R
v.

v. '..
R

d'e
ve L-

dJ

'e + lR = O

'e
v.

=0 pt.ro v•• ve+
R
ve • O además vt.

d'e
'e + = '-"

R dr

L dlt.
= O'e + R dr
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Reordenando obtenemos la siguiente eroación diferencial de ler orden, lineal, de coeficientes constantes
y homogénea:

6. Respuesta del Sistema
Esta ecuación diferencial es del tipo:

R( D • - ) lL : O
L

La solución es del lipo:

7. Determinación de la constante K
A partir de las condiciones iniciales

Evaluando en t =0 en la solución

_.!(O)
\L(O) lO Is =- K e L

K: 1s

La respuesta es:

Las otras variables de la red

R--,
.. 1 e L, 'rft,;¿O

R--,
ll'l .. -lL "" -Is e L 'rft20

d
'rJL(t) = L di lL

R

'rJL(r) '" ~[Is e-L
1

]

dt
R--,

'rJL(t) -1s& L Vr20
-.!,

v,l.t) : vL(t) '" -IsR e L Vt~O
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Gráficas

¡e

1,

37

"

---f-~=~t
-1,

Vt. Vil

-t--==~t t

-lsR -¡sR

Para los circuilos anteriores Vs e Is son el ESTADO INICIAL.
Al considerar la respuesta libre concluimos:
Para circuitos lineales e invariantes en el tiempo la respuesla libre está definida para:

O<t<oo

y es una función del estado inicial cuyo formato de respuesta es:

donde k = estado inicial
T = constante del tiempo (Re o UR)
fi(t) "" veCo o IdO

EJEMPLOS

1. Del siguiente circuito determine la corriente en el capacitar para t> =0.
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l. Detenninar condiciones iniciales
Análisis para t <O

38

"

2. Modelo del Sistema
Análisis para t> =0:

v.,(01 -

3. Aplicar l.K. V.

4. Aplicar L.K.C.

5. Ecuaciones de Rama

A panir de la ecuación

"e'" "-'2

V"
l R "'-

R,
dv c'e = C-­
dt

dv c
d1

V"+ --
R,C

-o

6. Respuesta del Sistema

,
"Jt) '" K e R¡:
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7. Determinación de la constante K

39

vcW) = vJO·) = vJO) •

La solución es:

vJ')

Las otras variables de la red

\f1~O

Gráficas

-
\f t~O

--'-• .,c

-+_--2=~t

Vs----
RI +Re

ReVs
Rl +Re

----1f--==~t

Vs
RI +Re

-+----=:=~. t
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Utilizando el formalo:

40

Jlt) o '" T

I,(t) o vc(l) T o R,C

Ko VsR,

R¡ + Rz
lS Vs --'-

"C<I) = e R"c V 12:0
R¡ + lS

li. Si t(O+)= 1A, Cllcontrar "c(1) para lodo 1> =0

vc<0·) '" "m(O·) + "RlJO')

v ",(O') o ',(0')(30) o (02)(30) o 6

l¡(O·) '" -i. '" 0.2 A
30

1(0') '" l¡(O') + 1(0') '" 0.2 + 1 '" 1.2 A

v",,(O') = (1.2)(15) = 18 Volts

"JO') '" 18 + 6 = 24 Vo/ts

""" O;:',~·, =

f,(t) '" "c(t)
J; '" 24

T o (20)(_') = !
40 2

-,/!
"Jr) '" ~ 1

"JI) '" 24e-2:



Cap. 2. Circuitos de 7'" Orden

111. Detenninar el voltaje en RJ

41

Determinar condiciones iniciales

Para t> =0:

-.,<01 • 4(1)

5
4• -V
5

A partir de:

REQ '"' 4(3+1)/8 e 20
/,(1) • -.,(1)

k • 4/5
T = 2C ,

4 - 2C
vC<t) = -~

5

3-,,<')
3+1,

3 --= _~ 2C

5
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IV. Calcular !L{t) del siguiente circuito:

42

1. Condiciones iniciales

Análisis 1<0.

'0 '"

2. Modelo Malemático

Análisis para t>O.

f.{t) : ',(t)
k: 2

T:!::~
R 2

-r¡1
~L(t) '" ~ l '" 2~-1r
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V. Determinar { y " del siguiente circuito ,..

43

l. Condiciones iniciales

Análisis para «O.

'~vl. -¡
,,.

l5Dn SIn

2. Modelo Matemático

Análisis para (>0.

"'0
I J 10ft,,,

si.;'

Para hallar la lensi6n v:

f,(J) .. {L(t)

k = 2
L 10T=-=--
R 100

\L(t) = 2t! -101

1=-
10
'r/t~O

'" = vL(,) + "'so

"'L(t) = ~(2e-I~ = _20Ck-10I

"so = \L(R) = ~-Icw:>CSO) = 1~-10l

" = _2~-IOr + IllOt!-IOr = _tClOt'·IOr \fr~O
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vu. Determinar la ecuación diferencial del siguiente circuito
La corrienle inicial tL(O) = lo.

f,(t) • vdt)

k • VdO) • vfn • vdO) • 10

T • Re = (2<10-6)(500) • IxW3
"c{t) '" l<k-q'LdO"'3 e lOe-lllOCI!' \t't~O

dv c d 1lXn1
'c(t) = Ca¡ = (2x1O-6) d,Po.- J

lC '" _O.02e-1000l 'v'1:<:O

IR '" -IC '" O.02e- 1000r Vt~O

sooo

!()()()
vdt) • (12) • 10 V

HXXh200

Determinar 11.' II!eq Y lIe del siguiente circuito

2000 t::O

I2V0 10000 f-~F}

100IIl'l Ve

l. Determinar condiciones iniciales
Análisis para t <O.

2. Modelo rnmemálico
Análisis para t >0.

VI.
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Aplicando L.K. V.

45

Obtenemos la ecuación diferencial:

La solución para esta ecuación es del tipo:

• .!!.:!).,

'L(I) .. Ie! L VI~O

RESPUESTA FORZADA

Respuesta forzada es aquella que se produce como resultado a una excitación; también se le conoce como
~condicioncs iniciales=O' y "excilacióniZ=O".

C. Inie. = O
Exe iZ= O

Respuesta Forzada. Circuito R-C

Sea la variable de interés v

:l'---r-1"~R

l. Condiciones Iniciales
'c<0)-0.
2. Modelo Matemático

"
v
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3. Aplicar L.K.C.

4. Aplicar L.K.V.

5. EcuaciollCS de Rama

46

I.f= le + \If

Resolviendo:

- V., .-
• R

Se obtiene la siguiente ecuación diferencial de ler orden, no homogénea con coeficientes constantes:

Ve.-RC

La solución de estc tipo de ecuación es:

le. -
C

Donde
"eu = Solución a la Ecuación Homogénea
"er = Solución Particular de la Ecuación

"01 se conoce; es la misma que la respuesta libre:

v eH = /¡z-f/1tC

La solución panicular se puede obtener a partir de la siguiente labIa:

f(!)

k
kt
k] + k11
k ,.
k coswt
k sem~1

y(!)

A
A + 8t
A + 8t
Al C"

A scnwt + B coswt
A senwl + B COSWI
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Para este caso f(I)=ls. es decir, una constante.
Hay que seleccionar la solución y(t) dependiendo del tipo de excitación que se tenga, entonces:

Esta solución se suslituye en la ecuación diferencial:

..'!.[AJ
dI

como la derivada de una constante es cero:

A
+-

RC
I,. -
C

,

A 1,
O + - = - Despejando A:

RC C
1,

A = -RC = I,R
C

La solución panicular es IsR. Sustituyendo:

v JO) = h -ClRC + IsR
ptro v cf..O) = ° para que sta respuesta jorv:zda
O = k + I,R - k. -I,R sustiruy<ndt>,

vc(t) = _IsRe-4RC + IsR
vcf..t) = IsRC1-e-rtK) 'tt:l:O

Gráficamente
YcCtl

,,,1---==- - -=---- YC(1;)

-lSR

Para un circuito R-L que se excita por medio de una fuente de tensión y una condición inicial igual a cero:v.r .
l. Condiciones iniciales
IL(O")=0



2. Modelo Matemático

donde:

48

veS) '" v..sen"'r

3. Aplicar L.K. V.

4. Aplicar L.K.C.

5. Ecuaciones de Rama

Para obtener la ecuación djferencial:

-

Obtenemos una ecuación diferencial de lec orden no homogénea:

dlL R "s- ... -\ ::-
dJ L L L

La solución general es del tipo:

Solución para la homogénea:

Solución para la particular:

~uÁt) - de~1Uk tÚ (a excitación

Se propone como solución:

A sen(,)t + B coswt
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Al sustituir en la ecuación diferencial:

49

d R Vs-[A. s~nl»r ... B cosl»rJ ... -[A s~nú:Jr ... B COSWf) = -
~ L L

A.R BR v.senwr
Aw cosú:Jr - Bw ~nwf .. -unwr ... -coswr ~ --''''-,--

L L L
LAw coswf - LBw senwt ... AR senwf ... BR coswt .. v.st'1Jwt

Agrupando coeficientes se tiene:

!Aw COS(¡)t BR coswr .. O
-LBw senwr AR ~n(¡)t .. v. sellwr

LwA.+BR=O
-LwB + A.R '"' v ..

En forma malricial:

rA j r Lw R j . r O1
1B J LR -LwJ l v. J

A
v.R

R2 + (wL)2

B
v ..wL

R2 + (wL)2

La solución particular es:

v.R v..L(¡)
\u(t) = s~nú:Jt - COS(¡)t

R2 + (WL)2 R1 + (wLi
susto la sol. Iwmoginea y ln particuÚJr en tL(I):

-~t vR vwL
lt.(t) " ke L + .. S~n(M - 111 coswt

R2 + «(¡)Lf R 2 + (l»L)2

Para dclenninar el vaJor de k se ulilizan C.1.:

v wL
• cosw(O)

R 2 + (wL)2

v.CiJL
k = ~RC:;'~+"'(:":w'::L'"')'
susto los valores obl~nidos en
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EJERCICIOS

50

1. Encontrar" para todo t> =0 si J'(O)=O VoUs.

V",OO) • O Volls

Modelo Malemático

Vs '" vA: + Vc
\l.=\R'"'\S

Ecuaciones de rama

De:

Se obliene la ecuación diferencial no homogénea:

Ve
+-

Re

Su solución es:

"'~
Re

"c,/..t) ;: ke -l/Re = ke -1/{UhIO'xwO'" ,. ke·5OI

ve/O tkpende tk ÚJ excitación
f{r) = 10 - y(t) = A susto

dA. A Vs
- + - '" A. = Vsd1 Re Re

vcf...t) '" vC1"') + "c,l...r) .. K~-SOI + 10

Para evaluar k se utilizan C.1.

v¿O) = O '" u{~jQ){O) + 10

k", -10
veJ.t) '" _lOto-SOl + 10 = 10(1 - ~-».l
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11. Encontrar ¡L(t) v t >0

Para t~O:

Aplicar L.K.V.

Aplicar L.K.C.

Ecuaciones de rama

De:

51

[TI';. l'
'o .

eH v ~n
IZV _ -

R ; 6(12). 72 =40
D\ 18 18

=- 12(12) '" 8 Vofrs
".. 18
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Se obtiene una ecuación diferencial no homogénea:

d\L R vd!
-.\-=-
dt LL L

La solución general es:

\L(t) = \I.B' + \lJ'

•-,
\ = k, '1, =ke-'lt
W

lU - tkptntk tk la exciraci6n

j(1) = 8 - )'(1) - A SUS!

.!!.A..RA=! _ A=2
dl L L

\L(t) = k,-1z • 2

Aplicando C.I.

tL(O) = O = k,-lJ • 2 k :>: -2

lL(t) = _2e-:1t • 2 = 2(1 - e-~

111. Calcular t si vc(O)=O
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l. Condiciones iniciales:

2. Modelo Matcmálico

Aplicar L.K.V.

Aplicar L.K.C.

Ecuaciones de Rama

De:

53

,C<O) • O

-"s + "R + "c • O
"5 '" 1~ + "C

d,c
"$ '" RC-- + 'c

dI

Se obtiene una ecuación diferencial no homogénea:

d"c + ~:= ~
dI RC RC

La solución es del tipo:

,,\(1) = "CH + "Cl'

--'-
"CH = ~ (1¡.t)(1) := ~....,

"Cl' - d~~ruk tú la acirnci6n

Jf..t) = 112 .. 1 J(t) • A. + BI SILS1.

=d(A~+bt=) + _Á_+B_' • _1(2_+1
dt RC RC

B(Re) +A +Bt:= 112+1
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Reagrupando ténninos:

54

Ji ... B(RC) '" 1(2
B '" 1 susto
A. ... Re '" 1/2
A = 1/2 - RC = 1/2 - (1)(1/4) = 1/2 - 1/4 • 1/4
A • 1/4
vcf..t) '" ú~ ... 1/4 +- t

Para evaluar k se utilizan C.1.

oJO) • O = k + 1/4 - k. -1/4

vC<t) '" -l/Ik:~ ... 1/4 ... t "" 1/4(1 - I!"" ... t

dvc 1 d 1'J') = C- = --[ -(1 - .-") + r ]
dI 4dI 4

'J') = .!.(I +.-")
4

La corriente a través de R2 es:

2t - \le
l(t) R

,(,) 2t -[(I/4XI - .-"¡ + ,]
2

t(t) '" t - [ !(l - e-4l) ... 1. ]
8 2

t(t) '" t - !(l - I!~ -1..
8 2

I( ~ 1t(1) '" i e - 1) +- "2t 'v't~O

IV. Calcular el voltaje de thevenin y resistencia de thevenin de:

,~"
~~

Para enCOntrar R", se anulan fuentes:

•

r:.... ! r; v.

"~o

•
Se uliliza wta fuente de exploración Jt, eDlre a y b.



Cap. 2. Circuitos da 1'" Orden

Malla 1

Malla 2

Utilizando matrices:

55

lO(1) + \0(1) - l1(1) + 2to = O

410 '" \1

-2l0 + lZ(I) - lO(l) • iz(t) + "';r ~ O
-3l0 + 211 ", -V.l

-[ 1
2 )

flolr4
l l2 J l -3

-4v,
" = ~8:-----'-(_-:30:)(:-_:71)

• rol
l -v J,
4• --v
S '

La resistencia entre a y b está dada por:

v, S.-.
" 4

El voltaje de Thevenin se puede obtener de la siguiente manera:

(I
'" 'o

2 '

¡Olo b

Aplicando L.K. V.

-2 + \0(1) + lo(1) + 2\0 .. O
4\0 ", 2
lO ", 2/4 ", 1/2

v'lo '" "'"" '" (taXI) + (2XI/2) .. 3/2

El circuito equivalente de Tbevenin se muestra en la siguiente figura:

L1;--0

3/2 :. b
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V. Calcular '1(t) del siguiente circuito si la condición inicial es cero.

l. Condiciones inciales

2. Modelo Matemático

"s""Jt+"c

"s " 1,!l. + "c
dvc d"c "c \ls

"s " RC-- + "c - + - : -
dt dt RC RC

"Jt) " "ce'" "C!'

"CH = ¡z-tlJI.C = ú-f

\1 Q d~pentk de la ucitaci6n
J(t) • 3(l - y(t). A
susto en la ecuaci6n diferendal:

d A 3(l
-A+-·-
dt Re Re

A ·3(l
\lJt) = ke-r .,. 3(1.

Para evaluar k se utilizan C.I.:

vC<t) • O • k + 3(l - k. -3/2

\1 C<t) = 3f2e -1 - 3/2 \ft:<!.O

Dado que esta eltpresión fija el voltaje en el capacitor, es posible sustituir este pOr una fuente.

2 ~ r¡;­
¡ái

1. -2 + 1\(1) + \1(1) - 12(1) + 211 " O

411 - Lz " 2

JI. -2l1 + l2(1) - \1(1) .,. \z{1) + (3/2)(1 - e-') ., O

-3\1 + 21 2 '" -(3/2)(1 - e-')
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Matricialmente:

57

r " 1 r 4 -1 I • r 2 1
r ',J l -3 2 J l -(3/2)(1-.-? J

4 - [(3/2)(1 - ,-?1, .
, 5

\I(t) = ~ 3~(l - e-f) = ~ + :oc·'

VI. En el siguiente eircuito encuentre I'{t) para t~Osi (1.=0

V t:l!O

l. Condiciones iniciales:

2. Modelo Matemático

IOsen2t<b V ;>1/4

¡ ,

1/4

Aplicar L.K. V.

Vs = v L • vR

Ecuaciones de Rama

d"
v, • 1r-"

<Ú

\IR = \~
VR- 'R • R

Resolviendo:

IS=\.+\L

L d\¡
1 .-- + ", R <ú
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Se obtiene la siguiente ecuación diferencial de ler orden, no homogénen:

La solución de esle lipo de ecuación es:

\L(t) = luf.,t) ... luf.t)

Resolviendo

sust.
(ln.en2t)(l/4)

1/4

-'!t ~
'Uf lO te L := te ... = te ...
\v depende tk la aciraci6n

J{l) = 100en2t - y(t) = Asen2t Bcos2l

~[Asen2l ... Bcos2l] ... 1/4[Asen2t Bc0s2I] =
dI 1/4

2A.cos21 - 2Bsen2t ... Asen2t ... Bcos2t " IOsen21

Agrupando variables:

Asen21 - 2Bsen21 .. IOsen21
2A.cos21'" Bcos21'" O
rA 1 r 1 -2 1 = r 10 1
l8Jl2 1J lo!

10A=--=2
1-(-4)

8=_20"'-4
5

\L = ke -1 + 2sen21 - 4!"Qs2t

Para evaluar k se utilizan C.1.

\L(O) := O = k ... (-4) - k .. 4

\L(t) = 4e-lt ... 2sen2t - 4cos2t Vt~O

vL(t) = v = ..!..!!.[ 4e -1 + 2sen2t - 4cos2t ]
4 dI

v := -e -1 ... CQs2t ... 2sen21
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VII. DClenninar 1I(t) para t ~O si la corriente inicial es cero.

"
IOsent

..
" v ?" (- -

3

sent

.
" ? " v "- 3

O·
55t'~t"IS _ 10_V

Aplicar L.K.V.

Aplicar L.K.C.

Ecuaciones de Rama

Para oblcncr la ecuación diferencial:

- v'¡R

Obtenemos una ecuación diferencial de ler orden no homogénea:

dlL R "s
- -+ -\ .-
dI L L L

La solución general es del tipo:

Solución para la homogénea:

•--,
\uf.t) '" k~ L '" u..o.5·
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Solución para la particular:

Se propone como solución

'u.I.')/{t) '" 5sent

60

depende de In exciúlción
+ 15

y(1) :::: A senwt + B COS<.>t -+ C

Al suslilUir en la ecuación diferencial:

~(A sen<.>t -+ B CQS<.>t -+ q
dr

Agrupando coeficientes se tiene:

5
+ -(A. sen<.>t -+ B COSwl ... C] ..

10

.
5senl + 15

10

En forma matricial:

5Asent ­
lCl.4co51' +

5e", 15

IOBsent " Ssent
SBcost = O
- C=3

La solución particular es:

r A 1 r 5 -10 1 • r 5 1
1B ) L 10 5 J 1OJ

A
25 1

~ -- ~ -
125 5

B
50 2

125 5

1
-+ -sent

5
2
-COSl
5

+ 3 Vt;a:O

Para determinar el valor de k se utilizan C.I.:

\L(O) " O = k - 2/5 -+ 3 - k" -2.6

\L(t) = _2.6t°.51 -+ (l/5)selll - (2!5)COSI -+ 3 Vt~O

VL(I) = 1O!!.[ _2.6e-o.sr -+ (I¡S)sent - (2/5)cOSI + 3 J
dI

vL(t) '" 13e-(l.$t -+ 2COSl ... 4sent 'v't<l:O
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Respuesta completa

Resumen

61

La respuesta libre es función de las condiciones iniciales.
La respuesta forzada es función de la excitación.

Respuesta Complet.
DEFINICIÓN
Es la respuesta del circuito a una condición inicial y una excitación diferente de cero.

CJ.~O

e.rc.t'o

Considere el siguiente circuito:

"
e •

Oeterminar "e(t) si "dO) = "x·
La ecuación diferencial que se tiene es la siguiente:

dvcc-- +
m

con

Para encontrar la respuesta de este circuito se utiliza el teorema de superposición.
Sea ,,¡(t) la respuesta libre a este circuito y solución de la ecuación:

dv,
C­m

v,
+ -

R
• o con veC0) • V J:

Sea"o(t) la respuesta forzada del circuito y solución de la ecuación:

Por adición:

c dv•
m

v.
+ - = IsR

con veC0). O

La respueta completa es:

con vC<0) '" v.r ... °

veC') ,. v¡(I) + v0(1)

La respuesta completa es igual a la suma de la respuesla libre más la respuesla forzada.
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Así pues, para el circuilo anterior:

62

v¡.r) '" R. Libre = lee -l/Re = V~ -f/1tC Vt~O

v,,{t) '" R. Fonpda ., ke -tiRe - Sol. PartiCIIInr

En este caso In sol. paniculnr '" I,R
v,,{t) '" ke-t/RC + IsR evaluando a k", -IsR
v,,{t) '" -I,sRe-rlRC + I.sR Vt);O

vcf..t) '" vx;e-tl/lC - IsRe--tJ1tC + IsR Vr~o

..........-... .._....•..•..y'._...._ ..._.

R. Libre R. Fonada

Reordenando la ecuación anterior:

vcf..t) = (VI - IsRJe-ttltC
.....•......_.Y' _ .

Edo. Transitorio
o R. Transitorio

Gráficamente

+ ¡,JI
........
Edo.

Permanente

Vt~O

Para el caso coscnoidal:

Vc<tl

¡,:tJ .00'0"

":ransitorio PerManentE'

-. 4"1 -

• t

Edo.
TrClf\!>itorio
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EJEMPLO
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Obtener la respuesta transitoria y permanente del siguiente circuito.

v,r~_'"(f"

1. Calcular C.I. Análisis para «O:

l.
L. D Is

2. Modelo Matemático. Análisis para t >0

LK.V. vs '" va + v¡

L.K.C. lS" l•• l¡

Ecuaciones de Rama

De:



Csp. 2. Circuitos de 1- Orden 64

Respuesta Libre 1; solución de:

L d\L
dz + \LR '" O con \L(O') '" Is

\L(I) '" ú-tltIL

\L(I) '" 1~~Il'JL '112:0

Respuesta Forzada 1" solución de:

d"
L----!:. f \LR '" 1,5 con \L(O-) .. O

dI
¡ '" ~-/.RJ(.
00

¡QP - D~p~ntk de la excitación

¡Ol' '" YJR

"•¡JI) ,. ~-l1f1L

R
para ~valllllr k ~ utiliwn C.l.
'JO) • °•k • 'IR -

-y 2,
lJ,..t) '" _,5~ l + Y~

R
\(.(1) '" \1 .. lo

-.!, v S -.!,
\L(I) '" I~ l - -t \

R
RLordenantio

•
\L(I) '" (1 _ vs)~ --;:' +, R

............)" .
Edo.

Transitorio

'1t2:0

".-
R

"
R

'''¡I''

Edo.
P~nntlftLnt~

\11>0

't/t::l:O

EJERCICIOS

1. Un circuito R-L de primer orden se excita por una fuente de voltaje senoidal y una condición inicial
tL(O) = 10. Calculcular la respuesta completa.
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Modelo Matemático

Ecuaciones de Rama
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LK.V. VS '" \IR ... "L

LK.C. 'S" 'R " 'L

De:

Respuesta Libre li solución de:

L i + tLR " O

'L{t) " lOe-~l

'L{t) " lOe-2t

Respuesta Forzada tu solución de:

Vt~O

"LdIL + - \ls con tL{O) • O
R,--.

'OH" Il.c;

'OP Asenl+Bcost susto

lOsen! " 1!!.(Asent+Bcost] ... 2[Asent+Bcosr]
dI

100ent == Acost - Bcost ... 2A.senl ... 2Bcosr

Agrupando términos:

2AslI!!nt - Bsenl = 100ll!!nl
Ácost ... 2Bcost • O

En forma matricial:

rA 1 r2 -1 I • r 10 1
lB I l 1 2 I 1 O J

A = 20 == 4
5

B 10 • -2=
5
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La solución particular es:

66

Para determinar el valor de k se utilizan C.L:

\0(O):;O:;k-2 - k;2

\0(') :; 2e -Zr + 4s~nr - 2cost
1L(') :; 1¡ + 1..

1L(t) = lOt--Zr + 2e-Zr + 4senr - 2cost 'v'f2:0

llt) = 12e-Zr + 4s~nt - 2cost
······V····· _.._ -

&Jo. &Jo.
Transitorio P~rmallL1tU

iL<t)
;L(t)

t

O 10.00 10
1 -0.34 82 -1.63

63 -175
4 -1.71 4
5 -1.64 2 2 4 6 8 la6 -157 t7 -1.49

-~t8 -1.42
9 -1. 3'1
10 -1.27

11. Calcular "eCo del siguieme circuito si "c(O)=1 Voh.

Modelo Malcmático

L.K.V. v! = Vil • ve

LK.C. Is:; lJt + le
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Ecuaciones de Rama
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- l~ = vJR

Para obtener la ecuación diferencial:

Oblenemos una ecuación diferencial de ler orden no homogénea:

dV ec­
m

RespUCSLa Ubre "i solución de:

dVeC­m

Ve
+ - ·1

R '

Ve
+ - • O

R

con v¿"O) = 1

con v¿"O) • 1

,
VI = le (I)(.JI = e-u VI'ilO

ResPUCSl3 forzada 1'0 solución de:

dvc ve
C- + - = Is con veC0). °m di
v

OIJ
= /ce-u

'lJ oP - A+&
susto en la eco dif.

I + t = 1~(A+Bt) + (A+Br)
di 0.5

l+t=B+2A+2Bt
Reagrupando
2A+B=1

28. 1
donde:
8 • lf2
A = 0.25
vo(O) = K + 025 - k = -0.25

vo(O) = _O.2Se-2I + 0.25 + O.Sr

La solución general es:

vJr)=v,+vo

v¿"r) = e -21 _ O.lli -21 + 0.25 + 0.51

v c(t) = O.75e -21 + 0.25 + O.Sr
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