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Resumen

En el campo del aprendizaje automatico se encuentran las denominadas redes neu-
ronales artificiales, las cuales se emplean en el aprendizaje profundo para realizar tareas
de clasificacién o regresién, generando predicciones a partir de una entrada dada. Para
su implementacién se definen sus hiperpardmetros que incluye, entre otros aspectos, el
numero de neuronas, el nimero de capas y las conexiones entre ellas. Posteriormente, se
optimizan los pesos que modelan la importancia de cada conexién entre neuronas, asi co-
mo los umbrales asociados a cada una, los cuales determinan la facilidad con la que una
neurona se activa. El objetivo de este proceso es minimizar el error entre la predicciéon
obtenida y la salida deseada sobre un conjunto de datos. A este procedimiento se le deno-
mina entrenamiento, y las redes ya entrenadas se emplean posteriormente para realizar
predicciones sobre datos que no forman parte del conjunto de entrenamiento.

En este trabajo se presentan dos metaheuristicas que reducen el niimero de hiperpara-
metros de una red neuronal artificial manteniendo un buen rendimiento. Una metaheu-
ristica consiste en un algoritmo genético, su objetivo es reducir el nlimero de conexiones
entre capas. La otra metaheuristica consiste en un algoritmo glotén, y su objetivo es quitar
neuronas o capas con sus respectivas conexiones distribuyendo sus pesos en las neuronas
restantes. Ademads de las metaheuristicas, en este trabajo se aborda el problema del en-
trenamiento de una red neuronal utilizando técnicas de programacién lineal entera. Para
probar estas técnicas se entrenaron dos redes neuronales una de clasificaciéon de cancer de
mama y otra de prediccién de avance académico de alumnos de la UAM Azcapotzalco.

Palabras clave: Redes neuronales Artificiales, metaheuristicas, programacion lineal en-
tera, .

v



Agradecimientos

Agradezco a la Universidad Auténoma Metropolitana y a la Secretaria de Educaciéon
Publica por otorgarme una beca de maestria durante el periodo comprendido entre no-
viembre de 2023 y abril de 2024 en el marco de la Convocatoria Otofio 2023 del Programa
de Becas Elisa Acufia.

Agradezco al Consejo Nacional de Humanidades, Ciencias y Tecnologias por otorgar-
me la beca de maestria namero 4019163 durante el periodo comprendido entre mayo de
2024 y noviembre de 2025 en el marco de la Convocatoria de Becas nacionales para estu-
dios de posgrado 2024-1.



Dedicatoria

A mi director Dr. Rodrigo Alexander Castro Campos, y codirector Dr. Gustavo Anto-
nio Sandoval Angeles, por su paciencia, conocimientos, ensefianzas, rigor, guia y amistad
que llenaba mi camino con sabiduria, amabilidad y confianza en cada etapa de esta inves-
tigaciéon. Muchas gracias por toda la ayuda brindada.

A mi familia, mi madre Alma Mireya Arrieta Castafieda, mi padre Braulio Buendia Co-
com y mi abuela Hermila Castafieda Rivero, por su amor incondicional, por la confianza
y ayuda otorgada, y por ser uno de los motivos que me impulsaba cada dia.

VI



Tabla de contenido

Jurado del examen de grado
Declaracién de autoria
Resumen

Agradecimientos
Dedicatoria

Indice de figuras

Indice de tablas

1. Introduccidon

1.1. Aprendizaje automdtico . . ... ... ... ... Lo Lo

1.2. Redes neuronales artificiales o RNA

1.3. Aprendizaje automético en RNA

1.3.1. Problemas de clasificaciéon

1.3.2. Problemasderegresion . . ... ... ...... ... .........

1.4. Problema de investigacién y objetivos

1.5. Estadodelarte . . . . . . . . . . e

1.5.1. Entrenamiento de RNA con métodos cldsicos . . . . . . . ... . ...

1.5.2. Entrenamiento de RNA con programacién matemética . . . ... ..

1.5.3. Entrenamiento de RNA con coeficientes restringidos . . . .. .. ..

1.5.4. Los datos de diagnoéstico de cdncer de mama de Wisconsin . . . . . .

1.5.5. Optimizacién de hiperparametros

VII

II

III

Iv

VI

IX



2. Entrenamiento clasico de dos RNA
2.1. Implementacion del entrenamiento cldsico . . .. ... ... ... . ... ..
2.2. Conjuntos de datos y su tratamiento . . . . ... ... ... ... .......
2.2.1. Problema de diagndstico de cdancerdemama . . . . .. ... ... ..
2.2.2. Problema de predicciéon de egreso en la UAM Azcapotzalco . . . . .

2.3. Resultados y conclusionesdel capitulo . . . .. ... .... ... ... ....

3. Optimizacién de arquitectura de una RNA con metaheuristicas
3.1. Algoritmogenético . . . . .. ... ... ... ... L
3.2. Algoritmoglotén . . . .. ... ..

3.3. Resultados y conclusiones del capitulo . . . . ... ...............

4. Entrenamiento de una RNA mediante programacién lineal entera
4.1. Modelo de programacioén lineal enteramixta . . . .. ... ... ... ....
4.1.1. Funciones utilizadasenelmodelo . . . . . ... ... ... ......
4.1.2. Modelado de las funciones de activaciéon . . . . ... ... ... ...
4.1.3. Modelado de las funcionesde pérdida . . . . . .. ... ... .. ...
41.4. Modelo generaldelaRNA . ... ....................
4.1.5. Modelo con restricciones adicionales . . . . . . ... ... ...
42. ResolucibnconGurobi . . . . ... ... Lo o

4.3. Resultadosy conclusiones del capitulo . . . . . ... .. ............
5. Conclusiones y trabajo futuro
A. Informacién para la plataforma Apeiron

Referencias

VIII

11
11
16
18
18
21

24
24
26
28

52

54

56



indice de figuras

1.1. Evaluacién de un modelo de clasificacién con validacién cruzada de 4-

iteraciones!. . . . . ..

1.2. Ejemplo de una neurona artificial y sus partes. . . . ... ... ... ... ..

1.3. Ejemplo de una red neuronal artificial. . . . . .. ...... ... .. .....

IX



indice de tablas

1.1.

2.1.
2.2.
2.3.
24.
2.5.
2.6.
2.7.
2.8.
2.9.

2.10.

3.1.

3.2.

4.1.
4.2.
4.3.
4.4.

Ejemplo de clasificacién binaria. . . ... .. ... ... ... .. ... .... 5
Algunas funciones de activacioén disponibles en Pytorch. . . . . .. ... .. 13
Algunas funciones de pérdida disponibles en Pytorch . . . . . ... ... .. 15
Codificadores para diferentes tipos de caracteristicas. . . . .. ... ... .. 17
Equivalencia numérica de las calificaciones. . . . . . . ... ... ... .... 19
Equivalencia numérica de los trimestres. . . . . . ... ... ... ... ... 20
Equivalencia numérica de los tipos de evaluaciéon. . . . ... ... ... ... 20
Equivalencia numérica del estado académico. . . . . . .. ... ... ... .. 20
Estadisticas de los conjuntos de datos para el problema dela UAM. . . . . . 20
Estadisticas de los modelos para el problema de diagnoéstico de cancer de

MAMA. . . . v v v vt e e e e e e 22
Estadisticas de los modelos entrenados para el problema de la UAM. . . .. 23

Estadisticas de los modelos optimizados por el algoritmo glotén para el

problema de predecir el egresoenla UAM. . . . ... ... ... ....... 28
Estadisticas de los modelos optimizados por el algoritmo genético para el

problema de predecir el egresoenla UAM . . . ... ... ... ... ... 29
Constantesdel modelo. . . . . . ... ... ... ... ... .. ... 31
Variablesdel modelo. . . . . ... ... ... ... .. L o 32
Funciones utilizadas en el programa entero. . . . . ... ... ... ...... 34

Resultados del modelo de programacién entera mixta aplicada al problema
de Breast Cancer Winsconsin (Diagnostic). . . . . ... .. ... ... ..... 50



Capitulo 1

Introduccion

En este capitulo se presentan los conceptos y definiciones necesarias para poder abor-
dar el problema de interés para esta tesis. Se explica en qué consiste el aprendizaje au-
tomadtico, qué son las neuronas artificiales y las redes neuronales artificiales, y como se
entrenan estas redes para poder emplearlas en la resolucion de problemas de clasificacion
y regresion.

1.1. Aprendizaje automatico

El aprendizaje de maquina o aprendizaje automatico es una disciplina enfocada en
desarrollar técnicas o algoritmos que permitan a las computadoras aprender de manera
similar a un humano. Dichas técnicas le permiten a la computadora construir un modelo
con base en la observacion o anélisis de datos experimentales. Dependiendo de la natu-
raleza de los datos que se desean analizar y de qué es lo que se desea obtener, existen
diferentes modelos de aprendizaje que se pueden intentar construir: diagramas de deci-
sién, funciones polinomiales, redes neuronales, etcétera.

Los algoritmos de aprendizaje automatico se clasifican principalmente en dos grandes
categorias: el aprendizaje supervisado y no supervisado. El aprendizaje supervisado se
enfoca en establecer una correspondencia o funcién entre las salidas deseadas con su res-
pectiva entrada, y puede verse como el intento de una maquina de construir una funcién,
que dada una entrada, se acerque lo suficiente a la salida esperada. Dos ejemplos tipicos
que se abordan con aprendizaje supervisado son el problema de clasificacién y el pro-
blema de regresion. El aprendizaje no supervisado se enfoca en reconocer patrones para
agrupar o clasificar las entradas sin necesidad de tener una clasificacién o salida desea-
da o esperada. El aprendizaje no supervisado puede verse como el intento de formar un
modelo interno capaz de generar relaciones, agrupaciones o similitudes entre los datos de
entrada. Un ejemplo tipico que se aborda con aprendizaje no supervisado es el problema
de agrupamiento o clustering.



Naturalmente existe la duda de cémo poder determinar el desempefio de un mode-
lo y decir qué tan confiable es. En el caso del aprendizaje supervisado, se suele partir el
conjunto de datos disponibles en dos subconjuntos: uno de entrenamiento, con el cual el
algoritmo aprende y genera un modelo, y otro de prueba, con el que se evaltia qué tan
bueno es el modelo con entradas no vistas anteriormente. La razén es porque el entrena-
miento busca minimizar una métrica del error cometido frente a los datos usados en el
entrenamiento, y es necesario que el modelo sea eficaz atin ante entradas desconocidas.

Una técnica usada en el andlisis estadistico y en el aprendizaje automético para de-
terminar si el desempefio del modelo es independiente de la particién de los datos, es
la técnica de validaciéon cruzada. Esta técnica consiste en repetir el entrenamiento varias
veces con distintas particiones de entrenamiento y prueba. La validaciéon cruzada de k-
particiones o k-fold cross-validation divide en k subconjuntos disjuntos al conjunto original,
y cada una de las particiones utiliza uno de estos k subconjuntos como conjunto de prueba
y los restantes como entrenamiento. Luego se calcula la media de la eficacia de las k elec-
ciones. La figura 1.1 muestra un ejemplo grafico de la validacién cruzada de k-particiones
conk = 4.

Datos

Prueba
Entrenamiento

Figura 1.1: Evaluacién de un modelo de clasificacién con validacién cruzada de 4-

iteraciones?.

1.2. Redes neuronales artificiales o RNA

Una red neuronal artificial es un modelo de aprendizaje automatico inspirado en la
estructura y funcionamiento de las redes neuronales biolégicas de los animales. El modelo
utiliza nodos para representar las neuronas, y aristas para representar las sinapsis entre
neuronas.

2I1rnagen tomada de https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Esquema_castellA&. jpg.
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Una neurona artificial se define como una funcién i que recibe un vector de nimeros
reales a, denominado vector de activacién, y devuelve un ntimero real, es decir, ¢ : R" —
R. Una red neuronal artificial (RNA) se construye al conectar en serie L capas de neuronas.
El vector formado por los nimeros que devuelven las neuronas en la capa k es el vector
que reciben las neuronas de la capa k + 1. En otras palabras, el vector ay,1 = (¢1(ax),
P2(ak), ..., Pc,(ax)) es la entrada de cada neurona en la capa k 4 1 donde ai es el vector
que recibe cada neurona en la capa k. El nimero de capas L, y el nimero de neuronas Cy
de la capa k, forman parte de los pardmetros que definen la arquitectura de la RNA. La
tigura 1.2 muestra una neurona artificial.

ay

as
Figura 1.2: Ejemplo de una neurona artificial y sus partes.

Una capa k de la red neuronal se puede ver como una funcién de caja negra Y :
R" — R™, donde su comportamiento depende de las funciones ¢ de cada neurona en la
capa. En la literatura, una forma de definir el comportamiento de la funcién ¥, y la que
usaremos en esta tesis, es un producto punto a - w de los vectores a y w. El vector de
pesos w representa la entrada de la neurona i y el vector a representa la activaciéon de las
neuronas en la capa anterior, o capa k — 1. A este producto se le suma una constante de
sesgo o umbral B. El resultado es evaluado en una funcién ¢ : R — RR, llamada funcién
de activacion. La ecuacion 1.1 describe la funcién i, mientras que la ecuacién 1.2 modela
el comportamiento de una capa en la RNA.

¥(a) =¢(a-w+p) (1.1)
ag1 = Vi (ap) (1.2)

Asi, la composicion de las funciones Y de cada capa k definen el comportamiento de
la RNA a una entrada x, y dicha relacién se resume en la ecuacién 1.3 y en la figura 1.3.

y=%Y(x)=%¥.1(¥Yr2(..¥ (x)...)) (1.3)

Para simplificar los calculos, la funcién de activacion ¢ en la capa k serd la misma para
todas las neuronas en una misma capa, es decir, ¢ ;(x) = ¢ j(x) para toda neurona i y
j en la capa k. Consideramos wy ; ; al peso asociado a la entrada i para la neurona j en la
capa k, By, al sesgo asociado a la neurona j en la capa k, y ai; a la entrada i de la capa
k. Definimos el vector a; y la matriz de pesos y sesgos Wj como indican las ecuaciones
1.4a, 1.4b, entonces la ecuacién 1.2 de una capa en una RNA se escribe como la ecuacion
1.4c. Ademas de la cantidad de capas L y el nlimero de neuronas por capa Cy, las funcio-



Entrada Oculta Salida
To(x) 1 (o(x))

Figura 1.3: Ejemplo de una red neuronal artificial.

nes de activacién por capa ¢, también forman parte de los pardmetros que definen una
arquitectura de una RNA.

A1 = (ﬂk—Lo,n-,ﬂk_1,ck71_1,1) (1.4a)
WE,0,0 e Wk,0,C—1
W, = : - : (1.4b)
WkC_1—-10 -+ WkC 1—1,C—1
Bro e Br,c,—1
ay = ¢ (a1 - W) (1.40)

Las entradas aj se propagan por las capas 0, 1, ..., L — 1 en ese orden, es decir, de atras
hacia adelante en la RNA. Esto en la literatura se denomina propagacién hacia adelante o
feed forward. Cuando se propaga una entrada x = ag por la red neuronal obtenemos una
saliday = aj.

En la literatura se definen a los hiperpardmetros como aquellos pardmetros que defi-
nen la arquitectura de la red neuronal, y suelen establecerse antes de cualquier evaluacion
dentro de la RNA. Incluso en algunos casos se consideran las conexiones de la entrada
con la primera capa, o las conexiones de ciertas neuronas de la capa anterior a la siguiente
capa. Como tal, consideraremos que los hiperpardmetros son el nimero de capas L, las
funciones de activacion ¢, la cantidad de neuronas por cada capa Cy, y si existe una co-
nexién entre una neurona 7 en la capa k y una neurona en la capa k 4 1. La conexién entre
neuronas puede modelarse fijando la entrada (Wy);; = 0 para la matriz de pesos Wy en
la capa k, denotando que no existe conexion entre la neurona i en la capa k y la neurona j
en la capa k + 1.



1.3. Aprendizaje automatico en RNA

Una vez definida la arquitectura de una red neuronal, se busca encontrar los valores
para Wy, incluyendo By, que tienen mejor desempefio. Para ello se realiza un proceso que
se le llama entrenamiento. En el proceso de entrenamiento se encuentran valores para
los pardmetros que minimizan alguna métrica sobre el conjunto de entrenamiento. Pos-
teriormente, los pardmetros 6ptimos son puestos a prueba con alguna técnica de andlisis
estadistico o de aprendizaje automético, como la validacién cruzada, para garantizar su
efectividad. Para esto se utiliza un conjunto de datos denominado conjunto de entrena-
miento, los cuales vienen en parejas (x, §) de tal forma que para x el resultado esperado
es §. La red neuronal recibe como entrada x y genera la salida y. Los parametros de la red
neuronal se encuentran con base en los valores de x, y e §.

Después de haber entrenado una RNA, se mide su desempefio revisando qué tan erré-
nea es su prediccién con respecto al valor esperado. Sea x una entrada con su valor espe-
rado ¥, y sea y la salida de la RNA con respecto a x. Para determinar el desempefio, se
evaltian ¥ e y en una funcién de pérdida. Esto se realiza con entradas distintas a las del
conjunto de entrenamiento.

1.3.1. Problemas de clasificacion

Dado un vector de caracteristicas v € V y un conjunto de n clases, un problema de
clasificacién consiste en asignar a v un vector en Z3 que tiene 1 en la i-ésima posicion
si v pertenece a la i-ésima clase y 0 en todas las demads posiciones del vector. Cuando la
asignacion no es certera, se usan vectores de probabilidad.

En un problema de clasificacion binaria sélo hay dos clases A y B. La salida de la RNA
consta de un entero que vale 1 si las caracteristicas de la entrada v corresponden a la clase
Ay vale 0 si corresponden a la clase B. Alternativamente, la salida de la RNA puede ser
una probabilidad de que v pertenezca a la clase A y su complemento es la probabilidad de
que v pertenezca a B. La tabla 1.1 ejemplifica un conjunto de datos con tres caracteristicas
y dos clases, mostrando que podria ocurrir si se intentar clasificar los datos usando una
RNA que emite probabilidades.

Tabla 1.1: Ejemplo de clasificacién binaria.

Caracteristicas Clase Salida | Salida de

(ejemplo) esperada | una RNA
[1, 3, 4] A 1 0.6
[3,5,7] B 0 0.2
[8,2,3] A 1 0.8




La funcién de perdida utilizada en la literatura para esta clase de problemas es la fun-
cién de entropia cruzada o cross-entropy. En el caso de clasificacién binaria, existe la ver-
sién bee, por las siglas binary cross-entropy. La ecuacién 1.5 describe la versiéon binaria de
entropia cruzada para la salida esperada § y una prediccién y a una instancia en el con-
junto de entrenamiento.

Lpce(y,9) = — (9 -log () + (1 — ) - log (1 — y)) (1.5)

1.3.2. Problemas de regresién

Dados vectores de caracteristicas v € V' y sus proyecciones en IR, un problema de re-
gresion consiste en encontrar una funcién que genere las proyecciones de V. Otra manera
de describirlo, es encontrar una funcién que describa la relacién entre las variables inde-
pendientes que son las caracteristicas y una variable dependiente que es la proyeccion.

Una funcién de pérdida utilizada para problemas de regresion es el error cuadrético
medio o mean square error, cuya definicién estd en la ecuacién 1.6.

n
Lmse(]/l,---/yn/yllnwyAn) — Z(?_y)z (16)
i—1

~

1.4. Problema de investigacion y objetivos

Las redes neuronales artificiales se han tornado extremadamente populares en el &mbi-
to académico e industrial debido a su reciente y exitosa aplicacién en la 4drea de inteligen-
cia artificial y ciencia de datos. Sin embargo, tanto su entrenamiento como su evaluacién
requieren tiempos de ejecucién considerables y un alto consumo energético, lo cual ha
llevado incluso a la fabricacién de chips de propésito especifico para llevar a cabo dichas
tareas. El niimero de neuronas suele ser de cientos, miles o incluso millones, mientras que
el nimero de conexiones entre neuronas es de orden cuadratico, siendo ésta la principal
razén del consumo excesivo de recursos. Es por eso que optimizar la arquitectura de una
RNA sin que se deteriore su utilidad practica puede representar grandes ahorros tanto en
tiempo como en memoria, e incluso en hardware y energia. La resolucioén del problema se
alinea con el séptimo de los Objetivos de Desarrollo Sustentable de la ONU, en particular
el objetivo 7.3 donde se plantea que “De aqui a 2030, duplicar la tasa mundial de mejora
de la eficiencia energética” [ONU].

Por otra parte, el entrenamiento de una RNA suele ser modelado como un problema
de optimizacién no lineal que se resuelve con métodos de gradiente, estos métodos tie-
nen la desventaja de quedar atrapados en 6ptimos locales para problemas complicados.
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Investigacion reciente ha propuesto usar otras técnicas de entrenamiento como la progra-
macion lineal entera mixta. Sin embargo, sélo se ha aplicado la programacién entera mixta
en redes neuronales binarizadas, es decir, donde los pesos se representan con un tnico bit
[CB16] o con pesos enteros [TYS23]. Estas redes no superan en la practica a aquéllas que
utilizan aritmética de punto flotante, aunque hay algunas situaciones donde logran un
acercamiento razonable. De todos modos, la programacion lineal entera mixta sé6lo se ha
probado en una cantidad limitada de casos, por lo que no se puede llegar a conclusiones
sobre la efectividad de su empleo [YA21]. En los tltimos afios se ha mostrado que las RNA
aprenden efectivamente atin si sus pesos tienen poca precision, esto al usar ntiimeros en
punto flotante de media precision para representar sus valores [HCS"16]. Esto da pie a
pensar que es posible entrenar una RNA usando programacion lineal entera mixta sobre
un modelo linearizado si se representan los ntimeros reales involucrados como ntmeros
de punto fijo usando pocos bits.

Objetivo general

Desarrollar metaheuristicas que optimicen la arquitectura de redes neuronales clasifi-
cadoras y desarrollar un método de entrenamiento basado en programacion lineal entera
mixta.

Objetivos especificos

1. Entrenar dos redes neuronales clasificadoras para conjuntos de datos disponibles.

2. Optimizar pardmetros de la arquitectura de las redes neuronales mediante metaheu-
risticas.

3. Recrear el proceso de entrenamiento de las redes neuronales optimizadas usando
programacion lineal entera mixta.

4. Comparar el desempefio de las redes neuronales originales con el de las redes op-
timizadas, cuando éstas tltimas se entrenan con el método usual de optimizacién
continua y cuando se entrenan con el método basado en programacion lineal entera
mixta.

1.5. Estado del arte

1.5.1. Entrenamiento de RNA con métodos clasicos

Diederik P. Kingma y Jimmy Ba introducen el algoritmo Adam, un algoritmo de gra-
diente de primer orden para optimizar funciones estocésticas usando un estimado de mo-
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mentos adaptativos. Mencionan que el algoritmo es computacionalmente eficiente, tiene
bajos requerimientos de memoria y tiene invariancia al rescalamiento diagonal del gra-
diente. Es ampliamente usado en el aprendizaje automatico por su eficacia en problemas
con grandes cantidades de datos o pardmetros, y en problemas con gradientes ruidosos o
dispersos [KB17]. Sin embargo, algunos trabajos mencionan que la convergencia de dicho
algoritmo falla y discuten algoritmos tales como RMSProp, Adadelta y Nadam [Zei12]. Se
ha propuesto un algoritmo alternativo que utiliza memoria de largo plazo y que parece
dar buenos resultados empiricos [RKK18].

1.5.2. Entrenamiento de RNA con programacion matematica

Bodo Rosenhahn realiz6 un modelo de programacion lineal entera mixta para una
RNA con neuronas del tipo McCulloch-Pitts, que son neuronas con funciones de activa-
cién escalén unitario, ademads de integrar restricciones de dispersion para evitar el sobre-
entrenamiento de la RNA [Ros23]. Por otra parte, Témas Thorbjarnarson y Neil Yorke-
Smith realizaron un modelo de programacién lineal entera mixta para redes neuronales
con pesos enteros [TYS23]. Adicionalmente, Jannis Kurtz y Bubacarr Bah realizaron un
modelo de optimizacién lineal entera mixta para el entrenamiento de las redes neuronales
con funcién de activacion binaria, ademds de presentar una heuristica para realizar la mis-
ma tarea. Dicha optimizacién parece ser mejor que el entrenamiento con redes neuronales
clasicas [BK20].

1.5.3. Entrenamiento de RNA con coeficientes restringidos

Chunyu Yuan y Sos S. Agaian realizaron una investigacion del estado del arte para
RNA binarizadas, resaltando el hecho de que es dificil comparar las arquitecturas entre
distintos articulos debido a la diferencia en el problema que se aborda y al cambio de la
arquitectura usada [YA21]. Matthieu Courbariaux y Yoshua Bengio implementaron redes
neuronales binarizadas con pesos +1 para poder representarlos con un bit, permitiendo
reducir el consumo y acceso a memoria, asi como reducir el consumo de energia al poder
aprovechar operaciones sobre bits [CB16].

Itay Hubara et al. utilizaron una red neuronal cuantizada y lograron una precisién cer-
cana a la disponible con nimeros de punto flotante. Sin embargo, mencionan que estas
redes no son aptas para algunos problemas [HCS" 16]. Kyuyeon Hwang y Wonyong Sung
investigaron el efecto de la cuantizacién, asi como el reentrenamiento de las redes neuro-
nales utilizando niimeros de punto flotantes y ntimeros de punto fijo, concluyendo que
utilizar nimeros de precision flotante no tiene una diferencia muy significativa respecto a
los ntimeros de punto fijo [HS14].



1.5.4. Los datos de diagnéstico de cancer de mama de Wisconsin

Este conjunto de datos, conocido en inglés como Breast Cancer Winsconsin (Diagnostic),
es ampliamente usado como punto de referencia en el aprendizaje automatico y fue reco-
pilado desde 1989 por el Dr. William H. Wolberg, esto a partir de diagnoésticos de pacientes
del Hospital y clinicas de la Universidad de Wisconsin [Wol90].

Tanaka y Aranha generaron datos artificiales basados en éste y otros dos conjuntos
de datos usando redes generativas adversarias, que son una aplicacion del aprendizaje
automético mediante redes neuronales artificiales que se suele usar para sintetizar datos
artificiales [TACA19]. Sharma et al. mostraron que una maquina de soporte vectorial, uti-
lizando un kernel para producir una clasificacién no lineal, tiene mejor desempefio que
una RNA para algunos conjuntos de datos relacionados a la deteccion de cancer de ma-
ma [SKD18].

Jenni y Chris Sidey-Gibbons listan el desempefio de distintos algoritmos de aprendiza-
je automético utilizados en datos publicos de medicina, incluyendo al conjunto de datos
de diagnostico de cancer de mama de Wisconsin. Uno de los resultados principales es la
demostracion de que algoritmos mas complejos no necesariamente realizan mejores pre-
dicciones, un principio importante en el aprendizaje automatico [SGSG19].

Por su parte, Kumar Dubey et al. obtuvieron una tasa de aciertos de 92 % al utilizar un
algoritmo de k-medias [DG]16]. Abdullah Al Mamun et al. realiza un estudio de distintos
algoritmos de aprendizaje de maquina aplicados a este conjunto de datos e indicaron que
las redes neuronales artificiales son las que mejor desempefio tienen, teniendo un pico de
aciertos en 98.13 % [MBHAZ25].

1.5.5. Optimizacién de hiperparametros

Uno de los principales problemas en el aprendizaje automatico es la optimizaciéon de
los hiperpardmetros, es decir, encontrar una combinacién de hiperpardmetros que den el
mejor desempefio. Naturalmente, para optimizar los hiperpardmetros se suele primero
involucrar el proceso de entrenamiento, que a su vez es otro problema de optimizacion.
En la literatura existen multiples propuestas sobre como optimizar los hiperpardmetros
usando metaheuristicas.

Ying-Yi Hong et al. realizaron una optimizacién de hiperpardmetros de una red neuro-
nal convolucional mapeando los hiperpardmetros a una codificacién binaria y aplicando
una metaheuristica genética en un problema de prediccién de precio del mercado eléc-
trico, obteniendo resultados satisfactorios para dicho problema. La metaheuristica opti-
miza principalmente los hiperpardmetros asociados tinicamente a la parte convolucional
de la red, como son el tamarfio del kernel, la cantidad de convoluciones y el filtro utiliza-
do [HTF20].



Sanghyeop Lee et al. realizaron una optimizacién de hiperpardmetros de una red neu-
ronal convolucional aplicando una representacion binaria de la conexion entre capas con-
volucionales y las funciones de activacién. La metaheuristica contempla un entrenamiento
desde cero para cada arquitectura representada por cada cadena binaria. La metaheur{s-
tica alcanzo un promedio de aciertos de 81.74 %, asegurando que es un buen resultado
para el problema [LKK'21]. Rasdi Rere et al. realizaron un optimizacién de pardmetros
en una red neuronal convolucional usando tres metaheuristicas: evolucion diferencial,
blisqueda arménica y recocido simulado. Lo anterior se hizo sobre el conjunto de datos
MNIST [RFA16].

Maher G. M. Abdolrasol et al. realizaron un resumen de varias metaheuristicas uti-
lizadas en la optimizacién de hiperpardmetros, pero también de los pardmetros de una
red neuronal para intentar resolver el desbalance de los datos de entrada. Algunos de los
algoritmos mencionados son la optimizacién por enjambre de particulas, algoritmos ge-
néticos, busqueda armoénica, optimizacién por colonia de hormigas y optimizacién por
colonia de abejas, entre otros. Los autores no resaltan ningtin mejor algoritmo en particu-
lar, aunque la comparacién que realizaron muestra que un algoritmo basado en btiisqueda
con retroceso tiene un mejor desemperio respecto al namero de iteraciones. Los autores
concluyen que el uso de algoritmos de optimizacién sobre los hiperparametros es im-
portante debido a su buen desempefio general, aunque debido a las diferencias entre los
problemas de aplicacion, la estructura y el algoritmo que mejor se desempefie parece va-
riar [AHU21]. También se han usado algoritmos menos conocidos como la evolucién
diferencial [RSF24].
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Capitulo 2

Entrenamiento clasico de dos RNA

Para resolver el problema del entrenamiento cldsico de una red neuronal se utiliza-
ron dos conjuntos de entrenamiento: el conjunto de datos de diagnoéstico de cancer de
mama de Wisconsin, y otro que surge de un problema en el contexto de la UAM. La im-
plementacion se realiz6 utilizando el lenguaje Python con las bibliotecas Pytorch y Scikit
principalmente, donde Pytorch implementa los algoritmos de entrenamiento basados en
gradiente, mientras que Scikit implementa bibliotecas ttiles en la determinacién del de-
sempefio como la validacién cruzada.

2.1. Implementacién del entrenamiento clasico

Cuando se desea construir una RNA, normalmente el primer paso es fijar una arqui-
tectura, lo cual se suele hacer directamente desde el c6digo fuente de la implementacion.
Esto es asi también en la mayoria de los usos de la biblioteca Pytorch. Sin embargo, parte
de esta tesis requiere poder evaluar distintas arquitecturas facilmente, incluso propues-
tas de arquitecturas generadas dindmicamente. Por esta razon, se decidié implementar el
entrenamiento cldsico de las RNA de la manera més general posible.

Con este propésito y para poder realizar pruebas facilmente, se decidi6é implementar
un programa que lee la arquitectura y una multitud de pardmetros de entrenamiento de
la RNA desde archivos json. A continuacion se listan los pardmetros manejados:

= Cantidad de neuronas en cada capa, sin contar la entrada y salida.
= Funciones de activacion.

= Probabilidad de aplicar la técnica de dropout a una entrada de la red, lo cual puede
reducir el sobreaprendizaje de la misma. La técnica dropout utiliza una probabilidad
px para volver la entrada i de la capa k a 0, en particular, se realiza volviendo a; ; = 0
de una capa k con una probabilidad py.
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Determinacién del uso de normalizacién por lotes. Pytorch define la normalizacién
x — E[x]
Var|x| + €

trenables, € es un numero suficientemente pequefio para causar estabilidad numéri-

ca, Var[x] y E[x] son la varianza y esperanza calculada sobre los lotes de entrada x.

Se obtiene la salida y para cada entrada x en el lote.

por lotes como la formula y = -y + B donde <y y B son parametros en-

El sesgo utilizado.

Identificador del método de inicializacién de los pesos de la red, tal como lo soporta
Pytorch.

Capas que pueden entrenarse.

Cantidad de lotes de entrenamiento.

Identificador del tipo de optimizador utilizado, tal como lo soporta Pytorch.
Ntuimero de iteraciones con sobreajuste toleradas.

Pardmetros de regularizacion L1 para activacion. La regularizacion se obtiene al
agregar a la funcién objetivo el término D,y - Y |ax| donde D, 1 es un parame-
tro real que pondera el peso o importancia de la regularizacién en la capa k y a; son
las activaciones o salidas de la capa k.

Parametros de regularizaciéon L1 para pesos. La regularizacion se obtiene al agregar
a la funcioén objetivo el término Dy, 1k - ¥ |wk| donde Dy, 1 x es un pardmetro real que
pondera el peso o importancia de la regularizacién en la capa k y wy son los pesos
de la capa k.

Pardmetros de regularizacion L2 para activacion. La regularizacion se obtiene al
agregar a la funcion objetivo el término D, - Za% donde D, es un parametro
real que pondera el peso o importancia de la regularizacién en la capa k y a; son las
activaciones o salidas de la capa k.

Pardmetros de regularizaciéon L2 para pesos. La regularizacion se obtiene al agregar
a la funcién objetivo el término Dy,o - 3. w% donde D, x es un pardmetro real que
pondera el peso o importancia de la regularizacién en la capa k y wy son los pesos
de la capa k.

Probabilidad de aplicar la técnica de dropout a una conexién entre neuronas. La téc-
nica dropout utiliza una probabilidad py para volver la conexién de una neurona i
en la capa k — 1 a la neurona j de la capa k a 0, en particular, se realiza volviendo
todas las wy ; ; = 0 de una capa k con una probabilidad py.
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El c6digo implementado lee el archivo json y genera la arquitectura determinada por
el archivo, ademas de realizar el entrenamiento usando el optimizador especificado. El
entrenamiento utiliza el conjunto de prueba para verificar si hay sobreajuste en el conjunto

de entrenamiento.

Aunque el cédigo soporta cualquier funcién de pérdida soportada por Pytorch para
las salidas, en esta tesis solo se usa la funcién de entropia cruzada con softmax para el caso
clasificaciéon multiclase, la entropia cruzada con sigmoide para el caso de clasificacién
binaria, y el error cuadratico medio para el caso de regresién. Ver las tablas 2.1y 2.2 para
conocer la lista de funciones soportadas y su definicion matematica.

Tabla 2.1: Algunas funciones de activacién disponibles en Pytorch

’ Funcién ‘ Simbolo ‘ Formula ‘ Parametros
Rectificador xsi x>0
lineal (ReLU) Priu Praa(x) = 27 = { 0six<O0 @1)
In (14 e*Ps
Softplus Psp Pep (x) = In(1+e"e) (2.2) Psp €R
Bsp
LeakyReLU Pirlu P (x) = X six20 (2.3) my € R
T My - X 81 x <0
0six<0
ReLU6 ¢rlu6 (,bﬂué(x) = xsi0<x<6 (24)
6six>6
Threshold it ¢ (x) _ X Si X > Cyyr 2.5) cthr€ R
thr Cval S1 X < Cinyr : cval€ R
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X — Asshr si x > )\sshr

Softshrinkage Psshr Poshr(X) = X+ Asshr 81 X < —Agghr Agshr € [0, 00)
0 si _/\sshr <x< /\sshr
(2.6)
. eX — X
Tanhshrinkage Prshr Prshe(x) = x — tanh(x) = x — T (2.7)
) - X six> /\hshr 0 /\hshr < )\hshr
Hardshrinkage Phshr Phshr(X) = { 0 8i A < % < Apehr Ahshr € [0, 00)
(2.8)
Chtmax S1 X > Chtmax Chimax € R
Hardtanh ¢htanh ¢htanh(x) = Chtmin S% X < Chtmin Chimin€ R
X Sl Chimin < X < Chtmax Chitmin < Chtmax
(2.9)
Tangente X — e
hiperbdlica htanh X)) = — 2.10
IZTanh) Phtan Phtanh (¥) prap— (2.10)
0 six<-3
Hardsigmoid Phe Pro (x) = 1 1 si x >3 (2.11)
X
3 + 5 si-3<x<3
Siomoid __1 2.12
igmoi ¢o Po(x) = 1+4ex (2.12)
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Ploge (X) = In(¢o (%))

(2.13a)

LogSigmoid Proge 1
— — —X
¢loga(x) =In (1 +€x> = —11‘1(1 +e )
(2.13b)
et
X)i = 2.14
Softmax Psmax Pamax(X); = (2.14)
). el
j=0
Plogsmax(¥)i = In (Plogsmax ()  (2.15)
eti
LogSoftmax | ¢logsmax Plogsmax (X)i = In — (2.15b)
2 ¢
=0
n—1
(Plogsmax(x)i =—In Z et (2.15¢)
j=0
e~ % 1
min | = 2.16
Softmin $smin Psmin (X)) ( )

n—1
Yo
j=0

Tabla 2.2: Algunas funciones de pérdida disponibles en Pytorch

Funcion ‘ Formula ‘ Parametros ‘

Entropia

cruzada Lpce(X,t) = —Whee * (Poce - £ - In(x)+ Whee € [0,00)
. (2.17)

binaria (1—1)-In(1—-x)) Pbce € [0, 00)
(BCE)
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Entropia
cruzada
binaria
con logits
(BCELogits)

Lbce(x/ t) = —Wpcelog (Pbce -t ln((P(T(x )+

(1-1) In(1—gp(x))) &

Whcelog € [O,oo)
Pocelog € [O/OO)

Entropia
cruzada (CE)

n—1
Lce(x, t) = Z —w; - t; ln(xz-) (2.19)
i=0

w; € [O/ OO)

Divergencia
Kullback-Leibler

Lyg(x,t) =t-In <i> =t-(In(t) —In(x)) (2.20)

Error absoluto
medio (EAM)

Leam (X, ) = Laps(x,t) = |x — £ (2.21)

Error
cuadratico
medio (MSE)

Linse (%, 1) = (x — 1)? (2.22)

Ohub \ .
5hub'<’x_t|_ 2u> si |x—t > Shup

(2.24)

— )2
Error L1 (2x ) si |x —t| < Bsione
suave leone<x/ t) = Psione . Bstone € [0, 00)
(SmoothLl) |x - t| - % si |x - t| > ,leone
(2.23)
(x = 12 |
1 si |x —t| < Spub
Pérdida de 2
L x,t) =
Huber (Huber) hb (%, 1) Ot € [0, 00)

2.2. Conjuntos de datos y su tratamiento

Se discutird primero la forma general en la que se trataron los conjuntos de datos y

posteriormente se discutirdn los dos conjuntos especificos con los que se trabajo.

Como ya se menciond, una manera simple de determinar la eficacia de un modelo de
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prediccién es partir el conjunto de datos en subconjuntos de entrenamiento y de prueba,
repitiendo el experimento usando diferentes particiones. A este método se le conoce como
validacién cruzada. Sin embargo, Salzberg aconseja que es mejor idea realizar una parti-
cién para formar tres subconjuntos: datos de validacién, datos de entrenamiento y datos
de prueba; lo anterior para realizar la validacién cruzada tnicamente sobre los subcon-
juntos de entrenamiento y prueba [Sal97].

El programa que implementa la construccién de la red recibe un archivo json que con-
tiene los porcentajes de datos de entrada usados para el entrenamiento, la prueba y la
validacién. La entrada proviene de archivos csv que se particionan con la biblioteca Sci-
kit, la cual permite realizar una particion estratégica manteniendo la proporcién de clases
del conjunto original. Esto es importante para evitar que los subconjuntos se queden sin
ejemplos de alguna clase, o que tengamos pocos ejemplos de una clase en particular, tanto
para entrenamiento como para la validacion y la prueba. El archivo json ademads recibe
una entrada especial label_regex que indica, usando expresiones regulares, cuales entradas

contienen diferentes tipos de datos. Los diferentes tipos de datos se codifican de acuerdo
a la tabla 2.3.

Tabla 2.3: Codificadores para diferentes tipos de caracteristicas.

| Entrada | Codificador \ Ejemplo |
L. Mediciones con error
Caracteristicas . L
reoulares - que sigan algun tipo
& de distribucion desconocida
Caracteristicas L. L. Calificaciones tinicamente
Escalador maximo-minimo )
desplazadas aprobatorias
Inversiones con un
Caracteristicas L. minimo de inversion,
: Escalador méaximo absoluto
dispersas pueden ser 0 o alguna
cantidad mayor a la minima.
Caracteristicas . Mediciones con error que
Normalizador ) .. .
normales sigan una distribucién normal
Caracteristicas . . .
. Codificador binario Tipo de sangre
categoricas
Caracteristicas . . .
. Codificador ordinal Lugar obtenido en una carrera
ordinales
Obijetivos de ..
) . - Prediccion del mercado
regresion
Diagnostico médico
Objetivos de . . .
J Codificador binario de deteccién de
clase
alguna enfermedad

La validacién cruzada se realiza sobre la unién de los conjuntos de entrenamiento
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y prueba. La implementacién de la validacién cruzada usa la biblioteca scikit-learn de
Python, permitiendo realizar diferentes tipos de validacién cruzada. Al igual que con la
descripcién de la arquitectura de la RNA, se emplea un archivo json con la informacién
relacionada a su configuracién y que contiene los siguientes parametros:

» Funcién de validacién cruzada en scikit-learn junto con sus argumentos.
= Cantidad de particiones.

= Una semilla que se utiliza para la generacién de nimeros aleatorios en el entrena-
miento.

2.2.1. Problema de diagnéstico de cancer de mama

En la literatura, el conjunto de datos de diagnoéstico de cancer de mama de Wisconsin,
o Breast Cancer Winsconsin (Diagnostic) en inglés, contiene un total de 569 instancias, con 30
pardmetros de caracteristicas reales y un objetivo categoérico binario que califica un tumor
como benigno o maligno, con una distribucién de 357 benignos (59.38 %) y 212 malignos
(40.62 %).

Dicho conjunto se usa ampliamente en la literatura para evaluar algoritmos de apren-
dizaje automatico, por lo que también se us6 en esta tesis. Otra de las razones es que pro-
cesar este conjunto requiere poca cantidad de preprocesamiento, ya que las caracteristicas
son numeros reales, salvo el diagnostico que es categérico. En la literatura se suele preferir
también por estas mismas caracteristicas. Aunque Python tiene una biblioteca que impor-
ta este conjunto de datos desde c6digo, se encontré que los datos importados contienen
errores, por lo que se opt6 por usar el conjunto de datos original [Wol90].

2.2.2. Problema de predicciéon de egreso en la UAM Azcapotzalco

En la educacién superior, es muy comun que los alumnos se den de baja o abando-
nen sus estudios por distintas razones. Esta es una problematica en la que la Universidad
Auténoma Metropolitana no es la excepcién. Una de las razones por las cuales los alum-
nos abandonan sus estudios es por su bajo rendimiento académico, y es natural pensar
que si el alumno no es capaz de aprobar las materias, pueda sentirse abrumado y termine
abandonando.

Idealmente, la universidad detectaria esta falta de rendimiento y ayudaria al alumno
de alguna forma. Sin embargo, en algunas ocasiones la deteccién suele ser tardia o la
ayuda puede ser deficiente. Es por eso que en esta tesis se intent6 abordar el problema
de predecir de manera anticipada el futuro egreso o el posible abandono de un alumno
usando una RNA clasificadora, la cual trabaja a partir de su historial académico o kdrdex.
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Para ello, se cuenta con el kdrdex anonimizado de todos los alumnos de la diez inge-
nierias de la Divisién de Ciencias Bésicas e Ingenieria de la UAM Azcapotzalco, asi como
el estado académico de cada uno. Los datos se almacenan en un archivo json, el cual con-
tiene, ademas de los estados académicos, las calificaciones de cada Unidad de Ensefianza-
Aprendizaje (UEA) cursada, el trimestre en que se cursé y el tipo de evaluacion. Los datos
se preprocesaron antes de intentar construir una RNA para ellos, ya que no es cierto que
todo alumno ha cursado toda UEA y en consecuencia hay informacién faltante. Para cada
alumno egresado o con baja, el preprocesamiento genera el siguiente conjunto de datos
que se usa como entrada de la RNA:

= Calificacién promedio para cada UEA en el plan de estudios de su carrera, con valo-
res numéricos tomados de la tabla 2.4.

= Ultima calificacién para cada UEA en el plan de estudios de acuerdo a la tabla 2.4.

» Trimestre de primera inscripciéon para cada UEA de acuerdo a la tabla 2.5.

= Trimestre de dltima inscripcién para cada UEA de acuerdo a la tabla 2.5.

= Promedio del tipo de evaluacion para la inscripciéon de cada UEA de acuerdo a la
tabla 2.6.

= Ultimo tipo de evaluacién para cada UEA de acuerdo a la tabla 2.6.
= El promedio general del alumno de acuerdo a la tabla 2.4.

= Cantidad de créditos obligatorios aprobados por el alumno.

= Cantidad de créditos optativos aprobados por el alumno.

= Ultimo trimestre activo de acuerdo a la tabla 2.5.

s Estado actual del alumno de acuerdo a la tabla 2.7. Para alumnos activos, se consi-
deran de baja si tienen mds de seis trimestres sin actividad.

Tabla 2.4: Equivalencia numérica de las calificaciones.

] Calificacién en la UAM \ Valor numérico \

RE 8
AO 8
EE 8
EQ 8
MB 10
B 8
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S 6
NA 4
No cursada 0

Tabla 2.5: Equivalencia numérica de los trimestres.

] Trimestre en la UAM \ Valor numérico \

il 3i+0

iP 3i+1

iO 3i+2
No cursada 0

Tabla 2.6: Equivalencia numérica de los tipos de evaluacién.

] Tipo de evaluacién en la UAM \ Valor numérico \

Global 1
Recuperacion 2
No cursada 0

Tabla 2.7: Equivalencia numérica del estado académico.
| Estado académico | Valor numérico |

Baja 0

Egreso 1

El preprocesamiento anterior se realizé para las carreras de Ingenieria Ambiental, In-
genieria Civil, Ingenieria en Computacion, Ingenieria Eléctrica, Ingenieria Electrénica, In-
genieria Fisica, Ingenieria Industrial, Ingenieria Mecénica, Ingenieria Metaltrgica e Inge-
nieria Quimica. El andlisis s6lo considera los planes de estudios vigentes, donde cada uno
ademas tiene una cantidad distinta de UEA. Los resultados se resumen en la tabla 2.8.

Tabla 2.8: Estadisticas de los conjuntos de datos para el problema de la UAM.

Carrera Ntimero Ntmero Ntmero Numero
de casos | de caracteristicas | de bajas | de egresados
Ingenieria
Ambiental 436 1053 221 265

20



Ingeplgrla 545 1143 277 268
Civil
Ingenieria .e/n 603 1203 342 261
Computaciéon
Ing/emgrla 280 897 189 91
Eléctrica
Ingen,lelila 460 1155 304 156
Electrénica
Ing?glerla 391 1239 194 197
Fisica
Ingemepa 538 927 265 273
Industrial
Inger}1§rla 484 1137 248 236
Mecénica
Ingen/ler‘la 309 1125 151 158
Metaldargica
Inge}me.zrla 595 1041 252 343
Quimica

2.3. Resultados y conclusiones del capitulo

Diagnéstico de cincer de mama de Wisconsin

La literatura no proporciona detalles sobre como construir RNA de alta calidad para
este conjunto de datos, por lo que se tuvo que determinar experimentalmente el cémo lo-
grarlo. La tabla 2.9 resume los resultados reportados y obtenidos para el entrenamiento de
RNA para este conjunto. Los pardmetros del autor con asterisco no se indican de manera
explicita en la literatura y se infirieron de fragmentos de c6digo mostrados en su respec-
tivo articulo. Las RNA construidas para esta tesis usan la funcién de activaciéon ReLU e
inicializacién de los pesos Glorot o Xavier uniforme [GB10]. Dicha inicializacién inicializa

cada peso wy ; ; de una distribuciéon uniforme u(—a,a) donde a = ¢ - , @ es un
p k,i,j

ni+n
pardmetro real positivo denominado la ganancia, n; y 1, son el nimero de éntra(ozlas y sali-
das en la capa, o las dimensiones de la matriz de pesos. La ganancia utilizada fue ¢ = /2.
El entrenamiento us6 el optimizador Adam. La arquitectura de la fila 3 de la tabla 2.9 fue
la primera arquitectura, junto con sus hiperparametros como el optimizador y funciones
de activacién fue encontrada de manera heuristica y fuerza bruta sobre el conjunto de
buisqueda. La arquitectura de la fila 4 fue encontrada en base a los descubrimientos del
capitulo 4, mostradas en la tabla 4.4, mostrando la posibilidad de una arquitectura mas
pequena.
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Tabla 2.9: Estadisticas de los modelos para el problema de diagndstico de cancer de mama.

Matriz de Exactitud
Neuronas Porcentaje | Matriz de L Exactitud | validacion
NN . confusién L
y autor validacién | confusion validacion | cruzada
verdaderos k—5
{9,514} _ ] ] ; ]
Sidey [SGSG19] 94%
Sharma [SKD18] - - - 93.06 % -
130,256, 128, 17 o
. 100% 0% 0 0
64%,16,1} 33.33 % 3 67 | 4286% 95.714% 98.396% | 96.685%
Luis Angel
{30,2,1} . 70 1 98.592 1.409 % . .
Luis Angel 20% 0 42 0%  100% 99.115% 97.345%

En el capitulo 4 se presenta el trabajo realizado con respecto a como entrenar RNA
usando técnicas de programacion matematica. Derivado de los experimentos realizados
en esa parte de la investigacion, se descubrié que existe la RNA con capas {30,2,1} que
se muestra en la tabla 2.9. Aunque la RNA de ese tamafio se descubri6 con programacién
matematica, Pytorch también pudo construirla ya sabiendo de antemano qué arquitectu-
ra también debia funcionar. Por esta razén es que dicha red se reporta también en este
capitulo.

Los resultados permiten concluir que existe una diversidad importante de arquitectu-
ras para las que existen RNA de calidad para el mismo problema. Esto es particularmente
importante porque la evaluaciéon de una RNA depende especificamente de su arquitec-
tura, en lo que obviamente impacta el tamafio de la RNA pero también la elecciéon de
funciones de activacion.

Problematica de egreso en la UAM Azcapotzalco

Para entrenar una RNA para este problema, el conjunto de datos se dividi6é en 80 %
para validacién cruzada y 20 % para validacién, manteniendo la proporcion de las clases.
Las pruebas con validaciéon cruzada usaron k = 5. El mejor modelo obtenido en la vali-
dacién cruzada se usé para evaluar el desempefio en el conjunto de validacion. La tabla
2.10 resume los resultados obtenidos por el entrenamiento de las redes neuronales. La ar-
quitectura tiene {256, 64, 64, 64, 64} neuronas por capa oculta, usa la funcién de activaciéon
Leaky ReLU con pendiente 0.01, normalizacién por lotes, inicializacién Glorot uniforme
y probabilidad de 0.5 y 0.1 de perder una entrada en las capas 0 y 4 respectivamente. El
entrenamiento uso seis lotes del conjunto de entrenamiento, el optimizador Adam y nor-
malizacion L2 y L1 para las activaciones en las capas 0 y 4, con pesos 0.002 y 0.00002 para
L2, y con pesos 0.00002 y 0.0000002 para L1 respectivamente.
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Tabla 2.10: Estadisticas de los modelos entrenados para el problema de la UAM.

Matriz de Casos Exactitud
Matriz de . ] L Exactitud | validacién
Carrera .. confusion validacién ) .
confusion validacién | cruzada
verdaderos cruzada k—5
Ingenieria 38 6 86.364% 13.636 % o o
Ambiental | 3 50 | 5.66%  94.34% 389 90.722% | 91.34%
Ingenieria 43 12 78.182% 21.818% o o
Civil 2 52 | 3704% 96296% | 0 87.156% | 86.789%
Ingenieria en 62 6 91.177% 8.824 % o o
Computacion | 3 49 | 5769% 94231% | 59 92.5% 91.5%
Ingenieria 38 0 100 % 0% o o
Eléctrica 2 16 | 11.111% 88.889% | 224 96.429% | 94.286%
Ingenieria 61 O 100 % 0% o o
Electrénica 5 26 |16.129% 83.871% 368 94.565% | 95.652%
Ingenieria 37 2 94.872% 5.128 % o o
Pisica 0 39 0% 100 % 313 97.436 % 95.128 %
Ingenierfa 49 4 92.453% 7.547 % o o
Industrial | 4 50 | 7407% 92.593% | 1 92.523% | 93.084%
Ingenieria 47 2 95.918% 4.082 % o o
Mecanica 5 42 | 10.638% 89.362% | OO0 92.708% | 94.167%
Ingenieria 26 4 86.667 % 13.333 % o o
Metalirgica | 1 30 | 3226% 96.774% | 20 91.803% | 90.164%
Ingenieria 47 3 94 % 6 % o o
Quimica 3 66 | 4.348% 95.652% 476 94.958% | 95.126%

Los resultados parecen mostrar que el problema de predecir si los alumnos egresaran

o se dardn de baja, usando tnicamente su historial académico, es resoluble con una RNA.

Un detalle importante a notar es la poca cantidad de datos disponibles y lo poco balan-

ceadas que resultan ser las clases en algunas ingenierias, lo que da lugar a estadisticas
poco ttiles para poder realizar inferencias para tales ingenierias. Sin embargo, las inge-

nierias con clases que estdn mds balanceadas y con datos abundantes parecen tener un

buen desemperio, suficiente para justificar una futura investigacioén sobre este tema.
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Capitulo 3

Optimizacion de arquitectura de una
RNA con metaheuristicas

La problematica de reducir el nimero de hiperpardmetros en una red neuronal es un
problema de sumo interés en la industria, en particular porque a la hora de implementar
redes neuronales en circuitos, un menor tamafio de las mismas implican menor gasto de
materiales y energia. En este capitulo se presentan dos metaheuristicas que buscan reducir
el tamafio de una RNA. La primera es un algoritmo genético que busca reducir la cantidad
de conexiones entre neuronas, mientras que la segunda es un algoritmo glotén que busca
reducir la cantidad de neuronas y capas utilizados en la RNA.

3.1. Algoritmo genético

Recordando que Wy € R(G+1)*Cki1 eg la matriz de pesos de la capa k, utilizamos la
representacion de la ecuacion 1.4b para definir la matriz Uy para una € > 0 para cada
k € {0,...,L} como se muestra en la ecuacioén 3.1. A las matrices Uy se le asocian el vector
u y la ecuacion 3.2 indica la relacién entre el indice i, y los indices k, i, j de las matrices de
pesos Uy.

1 osi [ (We);;|>e
Ui)ij = , g .
(Uk)is {0 si [(Wi)ijl <e -
ui, = (Up)i o
k=3
iw=j+i Ceat ), (Cou+1) - Cpa
ki=0

24



En este algoritmo, los cromosomas denotan una arquitectura construida como un sub-
conjunto de las conexiones entre neuronas que estdn presentes en la arquitectura original.
De manera mds formal un cromosoma es un vector binario u definido de acuerdo a la
ecuacion 3.2 y un cromosoma es considerado un individuo en el algoritmo. El conjunto
de varios individuos es considerado la poblacién. Se define la aptitud del individuo como
Fitness(a,u) = e~ " donde p es la pérdida obtenida por el individuo u aplicada a la arqui-
tectura a al evaluarse con el conjunto de prueba. Se utiliza una funcién exponencial debido
a su capacidad de limitar todos los datos reales a niimeros tinicamente positivos, asignan-
do valores mas altos a individuos con pérdidas menores. La representacién binaria de los
individuos u permite realizar operaciones genéticas facilmente.

De esta manera el individuo original del algoritmo genético es el vector u lleno de
unos. Por lo tanto, se garantiza que cualquier individuo con al menos un cero tiene menos
conexiones. Por consiguiente, la peor solucién visto por el algoritmo genético es precisa-
mente el individuo original que conserva todas las conexiones y que entonces no logra
ninguna reduccion.

Al aplicar un individuo a una arquitectura, el individuo funciona como mascara al
multiplicar elemento a elemento U, y Wy para toda k € {0,...,L}. Las matrices de pesos
resultantes se evaltian con la funcién pérdida en el conjunto de prueba. De forma similar,
se define como Fitness (A, u) a la aptitud generada por un individuo u aplicada al con-
junto de arquitecturas A. La mayor de todas las aptitudes Fitness (a,u) para todaa € A
es la aptitud de u.

El algoritmo utiliza un conjunto de arquitecturas A; en la iteracién o generacién t para
las cuales se evalta un individuo u. Si la aptitud obtenida es peor que la tolerancia acep-
tada, entonces se entrenan las RNA con el conjunto de entrenamiento usando todas las
arquitecturas A; y empleando como madscara a u. Esto da lugar a un nuevo conjunto Aj.
Si Fitness (A}, u) > Fitness (A, u), entonces se agrega la arquitectura a; € A} que dio la
mejor aptitud a A;.

El algoritmo genético se descompone en los siguientes pasos:
1. Inicializa Ap con la arquitectura inicial.

Genera la poblacioén inicial P; de manera aleatoria.

Evalta la poblacién inicial P; con Ay.

Asignat:=1y Ay := A1 U Ap.

SLE

Repite hasta que se alcancen el niimero de generaciones.

a) Selecciona de P; a los padres, teniendo mayor probabilidad aquéllos con mejor
aptitud.

b) Cruza a los padres utilizando cruza uniforme, generando a la descendencia P;.
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¢) Muta a los individuos de P/ utilizando mutacién estdndar.
d) Evalta cada uno de los nuevos individuos P/ en A;.

e) Selecciona individuos de P} U P asignando mayor probabilidad a los que tienen
mejor aptitud, esto genera Py .

f) Asigna A;yq = A UAL =t 41

6. Devuelve el individuo en P; que tiene mejor aptitud.

3.2. Algoritmo gloton

Retomando la ecuacién 1.4b de la matriz de pesos Wy, la heuristica glotona estd basada
en ascenso a la montafa y se centra en eliminar neuronas o capas. Eliminar una neurona
i en la capa k se logra repartiendo o promediando los vectores de pesos asociados a esa
neurona. Para una neurona i en la capa k, su vector de pesos corresponde con la i-ésima
columna de Wy y los enlaces de la neurona i que van a las neuronas de la capa k + 1
corresponden con la i-ésima fila de la matriz de pesos Wy, 1. Redefinimos las matrices Wy
y Wi11 como se muestran en 3.3 y 3.3, respectivamente.

Wk,0,0 e Wk0,i—1 Wk,0,i+1 e Wk0,C—1
Wk = . T . . T . +
Wk,C,_1-10 -+ WkC_1-1i-1 WkCi 1—-1,i+1 --- WkC_1—-1,C—1
Bro . Bri-1 Brit1 . Br.c,—1
W,0,i Wk, 0,i
C—1 = C—1
Wk, -1, Wk,Cp1—1,i (3.3)
C—1 = C-1
Br,i Br.i
-1 = C-1
Wk+1,00 -+ Wk1,0,Ciq—1
Wki1,i-10 -+ Wkil,i—1,Cepq—1 Cri1 Crk11
Wi = | Wri1ir10 -+ Wkilit1,Gq -1 | T+ : : (3.4)
c ... G
Wk41,C,—1,0 -+ Wkt1,C—1,Crpq—1 k+1 k+1
Brrio -+ Prrics-1
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La reducciones 3.3 y 3.4 se pueden aplicar hasta que quede una sola neurona en la capa
k. La reduccién de capa se realiza al tener una sola neurona en la capa k como se muestra
en la ecuacion 3.5. Las demds matrices de pesos simplemente se recorren como indica la
ecuacion 3.6 para toda L > k' > k.

Wi1:=Wi_1- Wi (3.5)
Wk’—l = Wk’ (36)

Las operaciones de reduccion sirven para generar arquitecturas que son subconjuntos
de la arquitectura original. Dicha arquitectura reducida mantiene las mismas funciones
de activacion en cada capa. En el caso de eliminar una capa, se elimina la capa junto con
su funcién de activacion, aunque en la implementacion real se salta dicha funcién hasta
alcanzar la siguiente capa no eliminada. El algoritmo estd parametrizado por una toleran-
cia aceptada de empeoramiento o mejora con respecto a la solucién inicial, asi como una
probabilidad p que se usa durante la generacioén de soluciones “vecinas”, que son aquéllas
que se pueden obtener a partir de eliminar neuronas individuales, o a partir de eliminar
capas completas. Més alld de ello, el algoritmo usa la misma funcién de pérdida del en-
trenamiento de la arquitectura original, asi como también conserva el resto de pardmetros
de entrenamiento.

El algoritmo glotén se descompone en los siguientes pasos:

1. La arquitectura actual se establece como la arquitectura original.

2. Sila arquitectura tiene mds de una capa entonces se puede aplicar la reduccion por
capas, y si tiene mds de una neurona en toda la red se puede reducir por neuronas,
en caso de poder generar arquitecturas vecinas, se generan garantizando que hay al
menos una propuesta que elimina una neurona de cada capa, y que haya al menos
una propuesta que elimina alguna capa completa en caso de tener més de una ca-
pa. Para cada capa, las demds arquitecturas generadas son aceptadas o rechazadas
de manera probabilistica. Este proceso usa una probabilidad inicial p que aumenta
linealmente de acuerdo a cuédntas arquitecturas se han rechazado, lo cual garantiza
que eventualmente una sea aceptada. La probabilidad deja de aumentar cuando se
acepta una arquitectura, por lo que el proceso para aceptar mds arquitecturas pasa
a ser un proceso de Poisson con probabilidad p, pero restringiendo la cantidad de
arquitecturas generadas.

3. En caso de no poder reducir mads la arquitectura actual, es decir, solo queda una sola
neurona en toda la red, el algoritmo termina y la devuelve.

4. Las arquitecturas generadas se evaltian usando el conjunto de prueba pero sin reen-
trenar. La arquitectura de menor pérdida es comparada con la pérdida de la arqui-
tectura original.
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a) Sies menor o igual a la tolerancia, se acepta y pasa a ser la arquitectura actual,
repitiendo el paso 2.

b) Siesmayor a la tolerancia, todas las arquitecturas propuestas se reentrenan con
el conjunto de entrenamiento. El reentrenamiento usa los parametros y pesos de
la arquitectura original como pardmetros iniciales. Al finalizar, nuevamente se
compara la pérdida de la mejor arquitectura generada con el de la arquitectura
original.

1) Si es menor o igual a la tolerancia, la arquitectura se acepta y pasa a ser la
arquitectura actual, repiriendo el paso 2.

2) Sies mayor a la tolerancia, el algoritmo termina y devuelve la arquitectura
actual.

3.3. Resultados y conclusiones del capitulo

La exactitud mostrada en las tablas 3.1 y 3.2 s6lo considera el conjunto de validacién
para el mismo problema. En el caso del algoritmo genético, la cantidad de conexiones
se calcula contando la cantidad de unos de las matrices Uy o del vector u asociado a la
arquitectura. Las heuristicas tienen un tiempo de ejecuciéon que no es despreciable, princi-
palmente porque cuando los pesos que se estimaron para una arquitectura reducida pro-
ducen una RNA que genera resultados de baja calidad, la RNA con la nueva arquitectura
se reentrena con el método clésico.

Los resultados parecen mostrar que la metaheuristica genética reduce considerable-
mente el nimero de conexiones en una red neuronal, aunque pierda un poco de exactitud.
La metaheuristica glotona, por otra parte, parece reducir el nimero de capas y neuronas
utilizadas a cada paso, pero sin perder mucha exactitud. Considerando que ambas reduc-
ciones no cambiaron el desempefio original, las metaheuristicas parecen apropiadas para
aplicarse en otros problemas. Ademads, la implementacion de las metaheuristicas podria
mejorarse para acelerarlas. En conclusion, parece buena idea continuar la investigacién en
torno a estas metaheuristicas.

Tabla 3.1: Estadisticas de los modelos optimizados por el algoritmo glotén para el proble-
ma de predecir el egreso en la UAM.

Matriz de EX?Ctlt}l,d Exactitud | Neuronas Tiempo de
Carrera .. | validacién Sy . Neuronas . .
confusiéon . validaciéon | (original) ejecucion
(original)
Ingenieria 36 8 o o [1053,256,64, | [1053,256,63,
Ambiental 1 5 90.722% | 90.722 % 64,64, 64, 1] 64,56,0,1] 908 s
Ingenieria 43 12 0 o/ | [1143,256,64, | [1143,250,64,
Civil 3 51 87.156 % | 86.239 % 64,64, 64.1] 61,0,64,1] 3287 s
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Comeinion | 1 51 | 2% | 2% | B enerar | 519
Ihgenieria 318 107 96.429% | 98.214% Efé f&fﬁ' [869276?2) %3 554's
pmgenieria | 57 2| oaseson | 967399 | 11052506 | (1155 254 0| s02s
ngenieria 307 329 97.436% | 97.436% | (123725 %‘ [16259éé5é'16]3' 187 s
e | 1 s | 9250% | osasen | BEERGL| BRARE | s
gt | 953 Ty | sar | | I | g,
wBeters | % s | L803% | 90164% | (LB | B0 | g7
Iggu‘?;ff 438 626 94.958% | 95.798 % [162424222 %‘ “6%42022 %3 815 s

Tabla 3.2: Estadisticas de los modelos optimizados por el algoritmo genético para el pro-
blema de predecir el egreso en la UAM

Matriz de EX?Ctit}l,d Exactitud | Conexiones Conexiopes Y Tiempo de
Carrera .. | validacion 1 . porcentaje del . 9
confusién . . validaciéon | (original) . . ejecucion
(original) original
Ingenierfa 38 6 o o 39916
Armbiental 0 53 90.722% | 93.814 % 298817 (13.4.%) 718 s
Ingenieria 43 12 o o 43131
Civil 1 53 87.156 % | 88.073 % 321857 (13.4.%) 954 s
Ingenieriaen | 59 9 o o 48790
Computacion 1 51 92.5% 91.667 % 337217 (14.4.%) 693 s
Ingenieria 37 1 o o 41853
Eléctrica 0 18 96.429 % | 98.214 % 258881 (16.2.%) 289 s
Ingenierfa 60 1 o o 43734
Eloctronica 1 30 94.565 % | 97.826 % 324929 (13.4%) 300 s
Ingenieria 38 1 o o 38640
Fisica 0 39 97.436 % | 98.718 % 346433 (11.2%) 2184 s
Ingenieria 47 6 o o 43158
Industrial 0 54 92.523% | 94.393 % 266561 (16.2%) 558 s
Ingenieria 45 4 o o 40918
Mocénica 2 45 92.708 % 93.75 % 320321 (12.8%) 211s
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Ingenierfa 25 5 o o 37589

Metalirgica 0 31 91.803% | 91.803 % 317249 (11.8%) 267 s
Ingenieria 46 4 o o 42779
Quimica 2 67 94.958 % | 94.958 % 295745 (145%) 798 s
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Capitulo 4

Entrenamiento de una RNA mediante
programacion lineal entera

En este capitulo se describe como plantear el problema de entrenar una RNA usando
programacion lineal entera mixta. La idea clave consiste en modelar los pesos y sesgos
como numeros de punto fijo. La resolucién del modelo permitiria incluso encontrar el 6p-
timo global, pero también es un proceso que resulté ser muy lento en la practica. Ademaés
de describir como modelar el proceso de entrenamiento, se explican aspectos practicos
sobre como acelerar su resolucién.

4.1. Modelo de programacién lineal entera mixta

El modelo de programacién lineal entera se divide en cuatro secciones. Se usard la no-
tacion a(i, j, k) para denotar variables dentro del modelo, mientras que se usaré la notacién
a; para denotar constantes. Modelar las funciones de activacion o pérdida requieren el
uso de variables y restricciones auxiliares. Cada vez que se evalte una variable z en una
funcién de activacion o de pérdida, se generardn implicitamente sus variables y restriccio-
nes correspondientes.

Tabla 4.1: Constantes del modelo.

| Notaciéon | Tipo | Descripcion |
L Natural | Cantidad de capas en la RNA.
Ck Natural | Cantidad de neuronas en la capa k.
Pk,ij Natural | Potencia de dos médxima en el peso para la entrada i en la
neurona j de la capa k.
byi j Natural | Cantidad de bits permitidos en el peso para la entrada i en
la neurona j de la capa k.
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Wk, Real Peso precalculado para la entrada i en la neurona j de la
capa k.
X Trax Real Fraccién maxima, armax € [0,1] de instancias que su pérdi-
da se tomara como restricciéon en el modelo adicional.
X Tmin Real Fraccién minima, armin € [0, 1], de instancias que su pérdi-
da se tomara como restricciéon en el modelo adicional.
D; Real Peso de la norma-i o norma Li en la capa k. Utilizada en el
modelo adicional para integrar la regularizacién con norma
LlyL2.
Crol Real Valor de tolerancia en la salida de la RNA utilizado en las
restricciones de pérdida de las instancias.
Sk Real Porcentaje minimo de pesos que deben ser 0 en la capa k.
T Natural | Tamafo del conjunto de entrenamiento.
Xt Real Entrada i del vector de caracteristicas en la instancia ¢ del
conjunto de entrenamiento.
Tt Real La entrada i del vector de la salida esperada en la instancia
t del conjunto de entrenamiento.
Kspm Conjunto | Conjunto de pendientes que se utilizan en la aproximacién
lineal de la funcién Softplus multivariable $spm, Aspm €
(0,1) para toda aspm € Kspm
Kmse Conjunto | Conjunto de pendientes que se utilizan en la aproximacién
lineal de la funcién cuadratica, mmse € [0,00) para toda
Mmse € Kmse-
Bx Real Valor del sesgo en la capa k.
€ Real Constante muy pequefia.
M Real Constante muy grande.
Ey Conjunto | Conjunto de funciones de perdida para la RNA.
Eyp Conjunto | Conjunto de funciones de activaciéon para la RNA.
Tabla 4.2: Variables del modelo.
Notacion | Tipo | Descripcion
ax(t, ki) Real Valor que entra a la neurona i de la capa k para la instancia
t.
ay(t, k1) Real Valor que sale de la neurona i de la capa k para la instancia
t.
ap(t k1) Real Valor que entra a la funcién de activacién de la neurona i
capa k para la instancia ¢.
aw(t,k,i,7) Real | Valor de la multiplicacién de la entrada 7 a la neurona j en

la capa k para la instancia t por sus peso correspondiente.
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ap(t,k,i,7,1) Real Valor de la multiplicacién de la entrada i a la neurona j en la
capa k para la instancia t por su coeficiente binario en caso
de que el bit / esté prendido en caso contrario es 0.

Le(y, 9) Real Valor de la pérdida o error de y con respecto a i basado en
la funcién de perdida f.
¢r(z) Real Valor de la funcién de activaciéon f evaluada en z.
us(z) Binaria | Variable auxiliar en la definicién de la funcién f evaluada
en z como restriccion del programa entero.
w(k,i,j) Real Valor del peso para la entrada i en la neurona j de la capa k.
wy(k,i,j,1) | Binaria | Bit/-ésimo del peso para la entrada i en la neurona j de la
capa k.
y(t, i) Real | Salida i-ésima de la RNA para la instancia ¢.
E(t) Real | Error de perdida total para la instancia ¢ en la RNA.
bpre Binaria | Variable auxiliar para la btasqueda local sobre los pesos

w(k, i, j) utilizando los pesos wy ; ; calculados previamente.
bsparse(k,i,j) | Binaria | Variable auxiliar que restringe el peso w(k, i, j) a 0, indican-
do dispersion sobre la matriz de pesos.

basym(k, j,i) | Binaria | Variable auxiliar que indica si el elemento i del vector aso-
ciado a la neurona j capa k es mayor o igual al elemento i
del vector asociado a la neurona j + 1 de la capa k.

Drelax (1) Binaria | Variable auxiliar que indica si la instancia t se toma como
restriccién o como objetivo.

4.1.1. Funciones utilizadas en el modelo

La funcién escalén dada en la ecuacién 4.1a permite redefinir la funcién de activaciéon
Threshold y la funcién Hardshrinkage, definidas en las ecuaciones 4.8a y 4.10a, respecti-
vamente. Esto es posible usando la propiedad 4.1b.

Pu(x) = { (1) :i . ; 8 (4.1a)
Pu(—x) =1—pu(x) (4.1b)

Las propiedades 4.2b y 4.2c permite redefinir la funcién LeakyReLU, como se mues-
tra en la ecuacion 4.6a. La propiedad 4.2a permite redefinir las funciones Softshrink y
Hardshrink, como se muestra en las ecuaciones 4.9a y 4.10a, respectivamente.
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min (xg, ..., Xy) = —max (—xg,..., Xn) (4.2a)

min (a,b) = a+b—2|a—b| (4.2b)
max (a,b) = a+b—|—2|a—b| (4.2¢)

La tabla 4.3 contiene las funciones utilizadas para modelar las funciones soportadas
por Pytorch y que pueden emplearse en el modelo matemaético. En la siguiente seccién se
describird como es posible aproximar funciones no lineales.

Tabla 4.3: Funciones utilizadas en el programa entero.

Funcién ‘ Foérmula ‘
Escalén [ 0six<O
unitario Pu(x) = { 1six>0 (4.3)
Rectificador
lineal ‘Prlu(x) = méx(O, x) (4.4)
(ReLU)
Valor Pabs (x) = x| = méx(x, —x) (4.5)
absoluto
Prr1u (x) = max(0, x) + my, - min(0, x)
LeakyReLU () = S X1
eakyke Irlu 2 Irlu >
X+ X X — X
¢lrlu(x) = ()b‘;bs() + My - 4);)5() (4.6a)
ReLU6 $riue(x) = max(0, x) — max(0,x — 6)
¢rlu6(x) = ¢rlu(x) - (Prlu(x - 6) (4.7a)
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4)thr (x)

= max(0, X — Cihr) + Cthr - Pu(X — Cthr) + Cvar - (1 — Pu(X — cihr))
Threshold )
= max(O,x - Cthr) + Cthr * (Pu(x - Cthr) + Cval * (¢u(_(x - Cthr)))
= ¢rlu(x - Cthr) + Cyal + (Cthr - Cval) : (Pu(x - Cthr) (4-8a)
‘Psshr(x) = méx(O, X — )\sshr) + min(O, X+ )\sshr)
Softshrinkage Psshr(X) = max(0, x — Agghy) — max(0, —(x + Agghr))
¢sshr(x) = (Prlu(x - Asshr) - ¢rlu(_ (x + /\sshr)) (4-9a)
P () = max (0, X — Apghr) + min(0, x + Apgpr )+
shr /\hshr : (Pu(x - /\hshr) - )\hshr : (1 - (Pu (x + )\hshr))
- ix (0, X — Apshy) — max(0, —(x + Apghr) )+
Hardshrinkage x) = max ( hshr shr
(Phshr( ) /\hshr : (Pu (x - )\hshr) - Ahshr . (Pu(_(x + )\hshr))
. ¢rlu (x - Ahshr) - (Prlu(_(x + Ahshr))"’
Hx) = 4.10a
(PhSh < ) )\hshr : 47u (x - /\hshr) - /\hshr : Qbu(_(x + /\hshr)) ( )
Hardtanh (Phtanh(x ) = Chtmin + méx(O, X — Chtmin) - méx(O, X — Chtmax)
(Phtanh(x) = Chtmin + ¢rlu(x - Chtmin) - (Prlu(x - Chtmax) (411&)
$no(x) = méx 0,x+3 — max O,X—i_3 -1
. . 6 6
Hardsigmoid 3 3
X+ X —
thtf(x) = ¢rlu ( 6 > - ¢rlu < 6 ) (4123)
n—1
RealSoftmax ¢rsmax(x0/ sy xnfl) =In Z e’ (413)
j=0
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(Psmax(xO/ ey xn71>i - —1 - n_1 (414a)
Z e Z e %i
Softmax j=0 j=0
Psmax (X0, - -+, Xn_1)i = g~ Promax (X0 =i X1 = i) (4.14b)
Qbsmax(xO/ ceey xnfl)i = aax(,brsmax(xO/ ceey xnfl) (414C)
n—1
Softplus Pspm (X0, ..., Xp—1) = In <1 + Z ex/> (4.15a)
multivariable j=0
$spm (X0, -+ Xp—1) = Prsmax (0, X0, ..., Xy—1) (4.15b)
1 e~
$o(X) =1 T T T e (4.16a)
Sigmoide ¢ (x) = e Pom(=¥) (4.16b)
d
Po(x) = %%pm(x) (4.16¢)
Entropia Locelog (/)
cruzada ~Whee * (Pbee - £ - In(¢po(x)) + (1 — ) n(l—¢s(x))) (4.17a)
binari.a —Whee * (pbce -t 1n(¢0'( )) <1 - t (4)(7( )))
C(c;)rliloogl;s = —Whee * (Pbce 1+ (— 475pm( x))+(1—t)- (_475pm(x>))
& = Wpee * (pbce -t (Pspm( ) + (1 ) ’ ‘Pspm(x)) (4-17b)
gy (x,£) = £ ln( d )
kldo 7 (PU(X)
Knullerback Liaar (x,1) = £+ (In(t) — In(g0 (x))) (4.18a)
con sigmoide Liaae (x,£) = £ (In(t) — (~@spm(—1)))
Lo (x,t) = t- (In(t) + pspm(—x)) (4.18b)
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Lkldsmax(x0/ e Xn—1, tO/ ey tn,‘l)
n—1 t
= t,‘ -In ( ! >
i—0 Qbsmax(xOr ceey xn—l)i
n—1
KnuuerbaCk = t,‘ . (ll’l(ti) — ln(¢smax(x0, ey xn_l)i)) (419&)
con softmax i=0
n—1
=) ti-(In(t;) = (=Pspm (X0 — Xi) ..., Xu—1 — Xi)))
i=0
n—1
= t- (ll’l(ti) + (/)spm(xo —Xiyeoo, Xp—1 — xi)) (4.19b)
i=0
Lcesmax(xO/ e Xn—1, tO/ sy tn—l)
n—1
X = —w; - ti -In ((psmax(xo, ey xn_1)i> (420&1)
Entropia =0
cruzada -1
con softmax = —wj -t - (—Pspm (X0 — Xiy - .., Xn1 — X;))
i=0
n—1
= wi . tl : (Pspm(xo - x1', “ee ,xn_l — XZ') (4.20b)
i=0

4.1.2. Modelado de las funciones de activacion

Denotamos como ¢(z) a la variable que contiene el valor de la funcién f aplicada a z,
es decir ¢¢(z) = f(z), y la variable binaria us(z) es una variable auxiliar de la funcién f.
Para las funciones de valor absoluto ¢, y de la unidad lineal rectificadora ¢,y,,, se generan
las restricciones y variables mostradas en las ecuaciones 4.21 y 4.22, respectivamente.

¢absgzg >z

Pabs(z) > —2z

bios(2) =1 —> ful2) < 2 (4.21)
Uabs(2) = 0 == ¢aps(2) < —2
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(PrluEZ; >z
¢ru(z) 20
urlu(z) =1 = gbriu(z) <z (4.22)
Uiiu(2) =0 = ¢nu(z) <0

Sustituyendo las variables de la funcién de valor absoluto ¢,,s(z) en 4.6a, definimos la
restriccion para la funciéon LeakyReLU, como se muestra en la ecuacién 4.22.

z + V4
Prriu (Z) = %() + Mgy -

Z—- (Pabs(z) (423)
2
Auxilidandose de la propiedad de la variable binaria u,,(z) = ¢u(z), definimos las
restricciones para las funciones Hardshrinkage y Threshold, como se muestra en las ecua-
ciones 4.25 y 4.24, respectivamente.

(Pthr(z) = ¢rlu (Z - Cthr) + Cyal + (Cthr — Cval) - (1 - urlu(z - Cthr)) (4.24)

_ ¢rlu (Z - /\hshr) + Ahshr * Uslu (Z - Ahshr)_
= 4.25
(Phshr (Z) (Prlu(_ (Z + )\hshr)) - )‘hshr : urlu(_(z + /\hshr)) ( )

Las restricciones para las funciones Softshrinkage, ReLU6, Hardsigmoid y Hardtanh,
se muestran en las ecuaciones 4.26, 4.27, 4.28, y 4.29, respectivamente, y se derivan de
sustituir las variables de ReLU en sus respectivas formulas.

Qbsshr (Z) = Qbrlu (Z - )\sshr) - ¢rlu(_ (Z + Asshr)) (4-26)
Prius (Z) = Pry (Z) - ¢rlu(z - 6) (4.27)
(Ph(T(Z) = ¢rlu (223) = Prlu (Zg3) (4.28)
(Phtanh (Z ) = Chtmin + (Prlu (Z - Chtmin) - (Prlu (Z - Chtmax) (429)

4.1.3. Modelado de las funciones de pérdida

Sea f una funcién estrictamente convexa y diferenciable. Las ecuacién 4.30a definen
aproximaciones lineales de f utilizando las derivadas parciales de la funcién. Mds atn, f
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siempre estd por encima de cualquiera de sus aproximaciones lineales dado que es estric-
tamente convexa y la desigualdad 4.30b se cumple. Al ser un problema de minimizacién,
las restricciones pueden expresarse como desigualdades de mayor igual de todos los hi-
perplanos tangentes calculados.

n
f(xOI' . -/xn—l) ~

I
<

(ag,...,an-1) - (xi —a;) + f(ag,...,a,-1) (4.30a)

QU

~

X

Iy -~
[l
_ O
QU
-~

f(xo,...,xn_l)z.

1

(ag,...,an-1) (x; —a;) + f(ag,...,a,-1) (4.30b)

QU

~

0 9%i

Para modelar el error absoluto utilizamos las restricciones de la ecuacién 4.31. Obser-
ve que el error absoluto se modela con exactitud. Para otras funciones como pérdida de
Huber o Smooth L1 utilizamos aproximaciones lineales como se describe en esta seccién.

—(y
+(y

Labs (¥, 9)

)
Labs (v, ) (3D

)

Las funciones x? y Softplus multivariable ¢spm son funciones estrictamente convexas.
Para x? se tiene la ecuacién 4.32a y sustituyendo m = 2x( tenemos la ecuacién 4.32b.

< <

>
>

x? > 2xg - (x — xq) + X3 (4.32a)
2 (T my?
2> m <x 2>+(2> (4.32b)

La aproximacién lineal de x> permite definir las restricciones para las funciones de
pérdida de error cuadratico, pérdida de Huber y Smooth L1, como se muestra en las ecua-
ciones 4.33, 4.34 y 4.35, respectivamente.

Mm Mmse \ 2
Lmse(]/,]?) mese' <+(y - yA) - Se) + ( se) vmmse € Kmse

m2 m2 , (4.33)
Lmse(]// ]2) > Mmse * <_(]/ - 9) - I;Se> + ( I;se> Vmse € Kmse



N Mm N Mm 1 Mmse \ 2
Lhub(y'y) > 286 ’ <+(y_y) - zse) + 5 ( 25e> vmmse < Mhub
N Mmse N Mmse 1 Mmse \ 2
Lhub(y'y) > 2 ’ <_(]/_]/)_ 2 )+§ ( 2 ) vmmse<mhub (4.34)
N R Mhu
Lhub(y'y) thub' <+(y_y)_ }21b>
N . Mhu
Liub (¥, 7) >Mpp - <—(?/ —9) - }21 b)

N Mmse n Mmse 1 Mise 2
> . . . -
Leione (v, 7) ~ 2 Bslone (+(]/ 7) 2 ) + 2 - Bione < 5 ) Viimse < Bslone
.\ Mmge n Mmge 1 Mmse >
> N B .
leone(y/ y) —2. ,leone ( (y y) 2 > + 2. ,leone < ) ) ViMmse < :leone
Laione (v, 7) >+ (y —79) — @
leone(y, ?) > — (y — y) _ @

(4.35)

Las aproximaciones lineales asociadas a las funciones de pérdida de clasificaciéon uti-
lizan una aproximacién lineal del logaritmo de la funcién Softmax ¢smax y sigmoide ¢,
Para simplificar la aproximacién se expresan dichas funciones en términos de la funcién
Softplus multivariable.

ln((Psmax(x)i) = _(Prsmax(xo — Xijeoes Xp—-1— xi)

ln((psmax(x)i) = —gbrsmax(o, X0 = Xiyeoos Xj = Xiyooo, Xp—1— xi) V] 7é 1

In(Psmax (%)) = —Pspm (X0 — Xj, ..., Xj = Xjy o, X1 — X)) Vj#i (4.36a)
In(¢o(x)) = —Pspm(—x) (4.36b)

Deduciremos la aproximacion lineal 4.37 de la funcién ¢spm donde 119 = Psmax (0,aq,...,a0);,
1
Yo = ap —1In(mg), m1 = Psmax(0, ..., a1,...,0);,y1 = a1 —In(m;),0 < my < Ey() <m <1

con ag y a4; nimeros reales.

n—1
Pspm (X0, - - -, xp1) = Y mj- (xi — (yj+1In(m;))) +y; Vje{0,1} (4.37)
i=0

Utilizando las derivadas parciales de ¢spm, cuya definicion estéd en la ecuacion 4.15a, y
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la definicién 4.14a de ¢smax se obtiene la ecuacion 4.38a. Sustituyendo en la aproximacion
lineal 4.30a de la funcién ¢spm(xo, . .., X,—1), obtenemos la ecuacién 4.38b.

dPspm et
a—xi(xo'”"x”_l) =] = ¢smax (0, X0, - .., Xp—1); (4.38a)
1+ Z ei
j=0

n—1
(Pspm(xOI ceey xn—l) > Z 47spm(01 ag, . - - /an—l)i : (xi - ai) + 47spm(110; ceey an—l) (4.38b)
=0

Tomando
et

moy = ¢smax(or ap, . - '/aO)i - W!

encontramos que

— Mo — _ _
ap = In (1 — mon) = In(mg) — In(1 — mqn).

Por otro lado,

— mon

1
=In (1—m0n) = —1In(1 —mgn)

=ay — In(my)

Tomando yy = ag — In(my), se tiene ag = yo + In(my). Para que las ecuaciones estén bien
definidas, se debe cumplir que 0 < my < . Esto resulta en la aproximacion lineal 4.37
paraj = 0.

De forma similar, tenemos que

e

mp = CPspm(O,..-,ﬂlr--"O)i - n-+en

a1 = In (1ni1;1> = In(my1) + In(n) —In(1 — my)

mn
¢5Pm(01"-1[11;~--/0) :ln(n+€al) =In <n+ 1_m1)

:ln<1 " ):ln(n)—ln(l—ml)

=a1 — ln(ml)

Si tomamos y; = a1 — In(my), entonces a; = y; + In(my). Para que las ecuaciones estén
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bien definidas se debe cumplir que 0 < m; < 1. Esto resulta en la aproximacioén lineal 4.37
paraj = 1.

Usando la aproximacién lineal 4.37 y la propiedad 4.39, se definen las restricciones
4.40 donde my = aspm/n, My = &spm, Yo = —In(1 —mon), y; = In(n) —In(1 —my) y
aj = yj+In(m;) para j = 0, 1. Se considera que las constantes v, 1o, y1, m1 y a; se definen
para cada aspm € Kspm.

47spm(xO, ey xn_l) 2 méx(O, X0y y xn_1> (439)

<Pspm(]/(8),- yn—1))>0

Pspm (¥(0), ..., y(n —1)) > y(i) Vie {0,...,n—1}
Pspm (y(0), -, y(n — 1)) = y;+ m; - i_Zo(y(l) =% Yagm € Ko
Cuando n = 1 tomamos my = m; = txspm y ao a1 = —In(1 — agpm) + In(aspm). De
esta manera yp = y1 = — In(1 — aspm) = ( T2 ) Las restricciones correspondien-
- Wspm

tes se muestran en la expresion 4.41.

‘PSP(y) >

N .
1-— Xspm 1-— Xspm

Las aproximaciones lineales de Softplus se utilizan en la aproximacién de las funcién
de pérdida de entropia cruzada binaria y la divergencia Kullback-Leibler, en ambos casos
combinadas con la funcién logistica o sigmoide, como se muestra en las ecuaciones 4.17b
y 4.18b, respectivamente.

Po(—x) =1—¢o(x) (4.42)
Loce(y, 1) == w - (p- 9 Pspm(—y) + (1 = F) - pspm(y)) (4.43a)
_w'(P'9'¢sP(_y)+(1_ A)"PSP(]/)) '
Lia(v, 7) =9 - (In(#) + Pspm(—y))
- (In(§) + Pupl—1)) -

Las aproximaciones lineales de softplus multivariable ¢spm se utilizan en las restric-
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ciones de entropia cruzada y divergencia Kullback-Leibler, mostradas en las ecuaciones
4.20b y 4.19b, respectivamente, con n > 1, dando lugar a las restricciones 4.44 y 4.45.

vje{o,...,n—1},
Vk €{0,...,n—2},
Lee(y(7), 9;) = w; - 9 - spm(y(io) = y(j), - - -, y(in—2) —y(j)) ik €{0,...,n—1},

Ik #J, (4.44)
w; eRT
n—1
Lee(y(0),...,y(n—1),90,- .., Jn-1) = 2 Lce(y(]')/ij)
=0

Vi e{o,...,n—1},

Laaly(7),37) = b+ (I00) + g i) = ¥(1) - y(ia2) ~v)) "} cor 0~ 3}

(4.45)

4.1.4. Modelo general de la RNA

El modelo se define en el mismo orden que la propagacién hacia adelante en la RNA.
Se generan las variables a,(t,k, i) y a,(t,k, j), donde son la i-ésima entrada y j-ésima salida
de la capa k para el caso t respectivamente. Al conectar las capas k y k + 1, se forma la
restriccion 4.46 paratodat € {0,...,T—1},k€{0,...,L—-2},j€{0,...,Crsq1 — 1}.

ax(t,k+1,7) = ay(t,k,j) (4.46)

La variable restante a, (¢, k, Cy) de toda capa k y todo caso t se conecta con el sesgo By,
dando lugar a la restriccion 4.47.

ax(t, k, Cx) = P (4.47)
Las variables w(k, i, j) contienen los pesos entre la neurona i de la capa k y la neurona

j de la capa k + 1. Al estar en complemento a dos se obtiene la restriccion 4.48 para toda
ke{o,...,L—-2},i€{0,...,C},j€{0,...,Cryq — 1}
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by j—1
w(k,i,j) = —2Prii) . w, (k,i,,0) + Z 2(Peii) =Ly (k, i), 1) (4.48)

Definimos a,(t,k, i, j,1) como el valor de la multiplicacion de la activacion ay (¢, k, i) por
el I-ésimo coeficiente binario del peso w(k, i, j). Esta igualdad se plantea como dos restric-
ciones de implicacion para toda t € {0,..., T —1},k € {0,...,L —2},i € {0,...,Cx},
j € {O/-"/Ck—H — 1},1 € {0,...,17](’,"]' — 1}

wy(k,ij,1) =1 = ay(t, ki, j, 1) = 2070 a1k, i) (1.49)
wy(k,i,j,1) =0 = ay(t, k,i,j,1) =0 '
Debido a que se utiliza complemento a dos en la representacién binaria de los pe-
sos w(k,1,j) entonces la multiplicacién con el digito més significativo wy(k,i,7,0) tiene
signo negativo, mientras que las demds [-ésimas multiplicaciones son positivas. Suman-
do todas las I-ésimas multiplicaciones se obtiene ay(t, k, i, j) que representa el valor de la
multiplicacion de ax(t, k, i) por el peso w(k,i,j), dando pie a la restriccion 4.50 para toda
te{0,...,T—1},ke{0,...,L—2},i€{0,...,Cc},j€{0,...,Cry1 — 1}

aw(t,k,i,j) = —ay(t, k,i,j,0) + ap(t,k,i,7,1) (4.50)
]

.

I
—_

Posteriormente definimos a(t, k, j) como el valor de la entrada a la funcién de activa-
cién ¢ para la instancia t en la capa k y en la neurona j. La variable ay(t, k, j) no es mas que
la suma de los valores a,(t, k, i, j) que ya contienen las multiplicaciones de la activaciéon y
los pesos, dando pie a la restriccion 4.51 para toda t € {0,..., T —1},k € {0,...,L —1},

je{0,...,Ceoq — 1}

o(t k) = Zawtkz] (4.51)

Cada funcién de activacion requiere un conjunto de restricciones distinto, asi que se de-
fine la restriccion 4.52 paratoda t € {0,...,T—1},k€ {0,...,L—1},Vj €{0,...,Cxs1 —
1}, donde ¢(z) es el valor de la funcién de activacion de la capa k evaluada en z.

ay(t,k,j) = ¢x (ag(t,k, ) (4.52)

Conectamos x; ; e y(t,j) que denotan el i-ésimo componente de la entrada y el j-ésimo
componente de la salida de la RNA para la instancia t. Dando pie a las restricciones 4.53
para todai € {0,...,Co—1} yj € {0,...,Cr_1 — 1} respectivamente y cada uno para
cadacasot € {0,..., T —1}.
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ax(t,0,1) =x4;
y(t,j) =ay(t,L —1,j)

Consideramos E(f) como la pérdida o error de la RNA asociado a la instancia ¢, y
como Lf(y(t,O),. o y(t,n—1),9:0,...,0tn—1) al valor del error asociado a la funcién de
pérdida f € Ef evaluada en la instancia ¢ con las salidas esperadas f;,; y salidas y(t, i).
Las restricciones 4.54 para cada t € {0,...,T — 1} definen el promedio de las funciones
de pérdida asociadas.

(4.53)

Z Lf(]/(t/ Z'0)/ o zy(t; infl)/gf,iol oo /yAt,in,l)

4.54

La funcién objetivo més simple es minimizar el promedio de los errores en cada ins-
tancia.

) E(1) (4.55)

4.1.5. Modelo con restricciones adicionales

En el caso de desear realizar biisqueda local sobre pesos calculados previamente, se
modifican las restricciones 4.48 y 4.50 por las restricciones 4.56, ademds de agregar las
restricciones 4.57.

Wiijj - bpre - z(pk’i’j) ~wy(k,1,7,0)+ Vk €{0,...,L -2},
w(k,i,j) = biij—1 Vie{0,...,C},
(k,1,7) Y- 2 (Prij) =1 . wy(k,i,7,1) Vj e }O,...,Cﬁl 1
=1

Vie{0,...,T—1},
Vke{0,...,L -2},
Vi e {O,...,Ck},

Vj e {O,...,Ck+1—1}

bk,i,j_l

aw(t,k,1,) = apre(t, k,i,7) — ap(t, k,i,7,0) + Y ap(t, ki, j,1)
=1
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vte {0,...,T -1},
bpre =1 = apre(t, k,1,j) = wy;;-a(t, ki) Vke{0,...,L—-2},
Bore = 0 = apre(t,k,i,j) = 0 vie {0,...,C},

V]'E{O,...,Ck+1—1}

(4.57)

En el caso de querer agregar restricciones que propicien la dispersion de las matrices
de pesos como método de regularizacion, se introducen las restricciones 4.58.

VkG{O,,L—Z}/

bsparse(k,1,j) =1 = w(k,i,j) =0 vi€{0,...,Ce},
VJ E {O,...,Ck+1_1} (4.58)
Cr Crp1—1
Z Z bsparse(k; i/j) > [Sk : (Ck + 1) : Ck+11 Vk € {O, ..., L— 2}
i=0  j=0

Los primeros experimentos realizados mostraron que la resolucién del modelo era su-
mamente lenta. Para acelerar el algoritmo branch & bound, que es el que suele usarse en los
solucionadores de programacion entera, se agregaron restricciones de antisimetria para
evitar encontrar soluciones repetidas. Si intercambiamos los indices j y j; entre los pares
w(k,i,jo) y w(k,i,j1) paratodai € {0,...,Ci}, y los pares w(k +1,jo,j) y w(k +1,j1,7)
paratodaj € {0,...,Cx,o — 1}, entonces el comportamiento de la RNA no se altera, dan-
do lugar a una solucién repetida. Dada una RNA ya entrenada, es decir, donde los pesos
w(k,i,j) ya se conocen, podemos intercambiar las neuronas en la capa L — 2 de modo que
los pesos entre las capas L — 2y L — 1 estén ordenados lexicograficamente. Aplicando este
procedimiento entre las parejas de capas (L —3,L —2), (L—4,L —3), ..., (0,1) obtene-
mos las relaciones 4.59, en estas relaciones el simbolo < representa el orden lexicografico
entre vectores, que es una relacion transitiva y antisimétrica. Las restricciones asociadas
al modelo a partir de esta observacién se describen en la expresion 4.60.

w(k,0,7) w(k,0,j+1)
w(k, Cy, ) - w(k,C,j+1) vk € {0,...,L -3}
w(k+1,j,0) = w(k+1,j+1,0) Vi€ {0,...,Cry1 — 2},
w(k+1,j,Cry2—1) wlk+1,j+1,C2 —1)

(4.59)
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VkG{O,,L—?)};
basym(k,j, i) =1 = w(k,i,j) +e <w(ki,j+1) Vi e {0,...,Cy},
Vk € {0,...,L —3},
basym(k,i, Gk +147) =1 = w(k+1,i,j) +e <w(k+1,i+1,j) Vie{0,...,Cory —2},
vk e {0,...,L -3},
\V/iE{O,...,Ck},
V]()E{O,...,]—l}
Vk € {0,...,L —3},
VJ 6 {0, . .,Ck+2},
VioE{O,...,i—l}

basym(k, j, i) =1 = w(k,i,jo) = w(k,i,jo+1)

basym(k, i, Ce +1+j) =1 = w(k+1,ip,j) = w(k+1,ip+1,j)

CetCryr—1
. Vk € {0,...,L —3}
i_;) basym(k/]zl) =1 Vj e {0/---rck+1 _2}’
(4.60)

Al agregar la normalizacién L1 o L2 al modelo se introducen las restricciones 4.61 o
4.62 respectivamente y se suman Ej; o Ej; a la funcién objetivo respectivamente.

Ck Ck+1_1
Y ) Las(w(kij),0)
i=0 j=0
vk €{0,...,L—1
. (Ck+1) - Crpa { J (4.61)

Y Dy -Lpa(k)
By, — k=0

Lpi(k) =

L
Ck Crp1—1
Z Z Lmse(w(k/ i/j)/ O)
i=0 j=0
Vke{0,...,L—1
. (Ck+1) - Crpa { J (4.62)

Y Dy -Lia(k)
k=0

Lio(k) =

Eir =
L2 I

De manera similar, se pueden agregar restricciones para penalizar soluciones lejanas
a pesos calculados previamente en caso de requerirlo. Esto se logra con las restricciones
4.63 y 4.64 que emplean la norma L1 o la L2 respectivamente.
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Cr Crp1-1

2 Z Labs k Z ]) wkz])

Lorer1(k) = Vke{0,...,L—1
pret1 (k) = L (Ck+1) Crt1 { J (4.63)
E Dl,k : LpreLl (k)
Epre1 = =
pre L
Cr Crp1—-1
Z Z Lmse k 1 ]) wkl])
Loveta(k) = — Vke {0,...,L—2
pret2(k) = . (Ck +1) - Cry1 { J (4.64)
Z D2,k ’ LpreLZ (k)
E _ k=0
prel.2 I

Adicionalmente se agregaron restricciones para relajar el entrenamiento, y por lo tanto
la optimizacién, como un método de regularizacién. La relajacién consiste en introducir
variables binarias que decidan si una instancia t se utiliza como objetivo o como restric-

cion.

Z Lf t lO y(t/ i?’l—l)/ yAt,iO/ oo rﬁt,in_1)

fEEys vte{0,...,T—1},
Breax(t) = 0 => E(t) = '
relax() () |Ef| lkG{O,---,CL_1—1}
breox () =1 = E(t) = 0 vt e {0,...,T—1}

brelax(t) =1 = Lf( ( ) : '/y(t in—l)/]?t,iof"'/]?t,in,l) <
f( +Ctol/‘"/]?t,in_llyt,iol"'/?t,in_l)/

. . A . vVtedo,..., T -1},
f(yt,io" s Ytiy_q T Crols Ytjigr - - "yt,inq)/ { }

A A . Vf € Ey,
S Wtio = Ctatr o Teioar i+ i) i €{0,...,Co 1~ 1)

f(]?t,ioz s /?t,in,l — Ciols gt,iol s /?t,in,l)
(4.65)

Adicionalmente se pueden especificar los limites de proporcién de restricciones acep-
tadas, con al menos una restricciéon o al menos un objetivo.

T-1
D‘Tmin ’ T—| < Z brelax(t) < L“Tmax ’ TJ (4-66)
t=0
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4.2. Resolucion con Gurobi

El modelo de programacion lineal entera se implement6 usando el optimizador de
Gurobi 13.0.0 corriendo bajo el sistema operativo Debian 12 y en una computadora con
dos procesadores Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2620 v3 @ 2.40GHz, para un total 12 ntcleos
tisicos y 24 procesadores 16gicos, con un maximo de 24 hilos. La computadora cuenta con
384 GB de memoria RAM.

Ademas de las restricciones que se agregaron tinicamente para acelerar el proceso de
resolucién, también se experimenté modificando algunos pardmetros de configuracién de
Gurobi:

= Presolve: Modificado a 2 para solicitarle a Gurobi que se esfuerce més de lo normal
en preprocesar el modelo para intentar simplificarlo.

» PrePasses: Modificado a 100 para controlar el ndmero de iteraciones de la etapa de
preprocesamiento de Gurobi.

= Aggregate: Modificado a 2 para que la simplificacion realizada durante el preproceso
intente combinar restricciones de manera més agresiva; no parece generar problemas
numéricos.

» AggFill: Modificado a 100 para que limitar qué tanto se evita generar matrices densas
al combinar restricciones.

= Heuristics: Controla el tiempo que Gurobi le dedica a heuristicas. Modificado a 1 en
RNA grandes y cercano a 0 en redes mds pequefias.

» Cuts: Modificado a 1, ya que con el valor por omisién Gurobi genera muchas restric-
ciones de corte que ralentizan el tiempo de resolucion.

= CutPasses: Modificado de 1 a 10 por la misma razén que Cuts.

= PreSparsify: Modificado a 1. Tener una matriz dispersa parece ayudar en encontrar
una solucién.

= Method: Modificado 3. Utilizado para evitar el método de barrera que parece ser
demasiado lento y sin buenos resultados para este modelo.

= ConcurrentMethod: Modificado a 3. Modificarlo a 3 utiliza un algoritmo concurrente
de simplex y simplex dual, sin utilizar el método de barrera que mostr6 ser bastante
lento en todos los casos.

= DegenMoves: Modificado de a 1 a 10 dependiendo del tamafio del modelo. Los mo-
vimientos degenerados parecen ayudar, pero en redes méas grandes ralentiza el pro-
ceso considerablemente.
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= MIPFocus: Modificado a 1 para solicitar que Gurobi se concentre en encontrar nue-
vas soluciones factibles.

= Cutoff: Se utiliza para cortar soluciones que son peores que soluciones conocidas de
antemano.

4.3. Resultados y conclusiones del capitulo

Desafortunadamente, el modelo matemético s6lo logra resolverse en un tiempo ra-
zonable para RNA muy pequefias. Por esta razon, sélo se intent6 replicar el proceso de
entrenamiento de RNA para el problema clasificacién de diagnéstico de cancer de ma-
ma. Los resultados se resumen en la tabla 4.4. Los pardmetros de los autores con asterisco
no se indican de manera explicita en la literatura y se infirieron, ya sea de fragmentos
de codigo o de porcentajes reportados en los respectivos articulos. Finalmente los tiem-
pos de ejecucién con asterisco indican que no se trata de la solucion 6ptima al modelo de
programacion lineal entera, sino que se reporta el mejor resultado en ese momento.

Tabla 4.4: Resultados del modelo de programacion entera mixta aplicada al problema de
Breast Cancer Winsconsin (Diagnostic).

.. Casos .
Neuronas Autor Llr‘mte ‘c%e entren- | Bits Exp}or.lente Exactitud T1.e mp(.),de
activaciéon ) méaximo ejecucion
amiento
Sidey
* _ * - - OO
{9,5,1} [SGSG19] 466 94 %
Sharma
- - 559* - - 93.06 % -
[SKD18]
{30,256,128 Luis
64,16,1} Aneel - 364 - - 98.396 % -
(Clasico) &
{30,2,1} Luis ) ) ) o )
(Cléasico) Angel 305 99.115%
Luis (o)
{30,8,1} Angel [-100, 100] 200 2 0 97.656 % 629 s
Luis o,
{30,8,1} Angel [-100, 100] 100 2 0 95.225 % 375s
LUiS 0, *
{30,2,1} Angel [-100, 100] 200 2 0 95.703 % 2143 s
Luis o *
{30,2,2,2,1} Angel [-1,1] 30 4 -1 96.30 % 590 s
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Los resultados de la tabla 4.4 parecen indicar que el modelo de programacioén entera
presentado es un método de entrenamiento viable para redes neuronales pequefias, inclu-
so si no se resuelve alcanzando el resultado 6ptimo. Un detalle importante de este método
de entrenamiento es la pequefia cantidad de casos de entrenamiento con los cuales se ob-
tienen resultados similares al entrenamiento cldsico.

Ademas, el hecho de que los pesos estén cuantizados permite que puedan ser imple-
mentados con exactitud y con menores recursos en un circuito, reduciendo diferentes tipos
de costos energéticos o de fabricaciéon. Al combinar estos dos detalles el método propues-
to parece ser una buena alternativa a explorar para reducir y entrenar redes neuronales
pequefias pero funcionales y con un namero limitado de datos de entrenamiento.
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Capitulo 5

Conclusiones y trabajo futuro

En esta tesis se abordaron dos problemas de optimizacién relacionados al uso de re-
des neuronales artificiales como modelos de aprendizaje automatico. El primero de ellos
consiste en encontrar arquitecturas optimizadas, es decir, con pocas capas, neuronas y
conexiones, que sean funcionalmente equivalentes a redes neuronales grandes entrena-
das previamente de forma satisfactoria. El segundo problema es la implementacién de un
método de entrenamiento usando programacion lineal entera, en lugar de los métodos
clasicos de optimizacién no lineal.

El problema de optimizar la arquitectura de una red neuronal se aborda en la literatura
empleando distintos algoritmos de optimizacién, en donde sus resultados indicaban que
la optimizacién mediante algoritmos heuristicos era mejor que intentar realizar la bus-
queda por fuerza bruta. En esta tesis se abord¢ este problema usando una metaheuristica
glotona y otra genética, encontrando que efectivamente se obtuvieron arquitecturas mejo-
radas con un esfuerzo computacional razonablemente bajo y con algoritmos simples que
podrian paralelizarse de manera relativamente sencilla. En esta drea atin queda mucho
margen de investigacion, debido a la propia naturaleza artesanal de disefiar metaheuristi-
cas. Por otra parte, las metaheuristiocas sélo se aplicaron a un problema académico dentro
de la Universidad Auténoma Metropolitana Azcapotzalco, por lo que abre la puerta a pro-
bar su eficacia en otros problemas més comunes.

Por su parte, el problema de implementar un método de entrenamiento de redes neu-
ronales artificiales con programacion lineal entera se abord6 creando un modelo matema-
tico y resolviéndolo usando el solucionador lineal Gurobi. Es bien conocido que optimizar
modelos de programacion lineal entera es un problema NP-duro. Aunque en un principio
se temia que la resolucién exacta al problema de entrenamiento diera peores prediccio-
nes en el conjunto de prueba debido al sobreentrenamiento, se encontré que se pueden
obtener muy buenos resultados. Es posible las restricciones usadas dentro del modelo de
programacion matematica funcionen como método de regularizacion para evitar el sobre-
entrenamiento, lo cual abre puerta a esta drea de investigacién, no sélo para saber qué
ocurre experimentalmente al aplicarlo, sino para entender teéricamente cémo se mani-
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festarfa el sobreentrenamiento con este método. Aunque hace falta probar este método
con otros problemas, la dificultad de encontrar buenas soluciones en poco tiempo para
redes grandes sélo la vuelve ttil en limitadas situaciones, o al menos esa es la expecta-
tiva, ya que el tiempo de entrenamiento varia enormemente de acuerdo al conjunto de
entrenamiento. Investigar mas sobre cémo acelerar el entrenamiento usando este método
permitiria alcanzar el rango de aplicabilidad, ya que todo parece indicar que cuando se
disponen de pocos casos de entrenamiento el método sigue siendo eficaz, volviéndolo una
alternativa cuando se tienen conjuntos de datos limitados. Al mismo tiempo, el método de
entrenamiento sobre redes pequefias puede suponer un paso importante para la misma
problematica ya que parece ser un buen método de entrenamiento de redes pequenias, lo
cual contribuye a reducir el problema del gasto energético que la inteligencia artificial esta
suponiendo hoy en dia.
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Apéndice A

Informacién para la plataforma Apeiron

Resumen del protocolo

Una red neuronal artificial (RNA) es una funcién con pardmetros internos, los cuales
pueden configurarse segtin convenga mediante un proceso denominado entrenamiento.
Las RNA se han aplicado con gran éxito en inteligencia artificial. Sin embargo, tanto su
entrenamiento como su evaluacion tienen un alto consumo energético. Se propone opti-
mizar la arquitectura de una RNA clasificadora y disefiar un método de entrenamiento
alternativo basado en programacién entera.

Impacto cientifico

Thorbjarnarson y Yorke-Smith modelaron una RNA con pesos enteros. Matthieu Cour-
bariaux y Yoshua Bengio implementaron y compararon RNA binarizadas para reducir el
consumo de memoria y el uso de energia. Mehrdad Kaveh y Mohammad Saadi Mesgari
usaron metaheuristicas para optimizar la arquitectura de una RNA. Se propone optimizar
la arquitectura de RNA usando metaheuristicas pero ademads entrenarlas.

Impacto social

Las herramientas de inteligencia artificial generativa como ChatGPT emplean RNA en
sus modelos, las cuales consumen enormes cantidades de energia y agua para entrenarse
y evaluarse. El séptimo de los Objetivos de Desarrollo Sostenible de la ONU plantea que
se debe duplicar la tasa mundial de mejora de la eficiencia energética. La reduccién en el
consumo de energia que se puede lograr optimizando una RNA es una aportacion.
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Aportacion a la solucion de problemas prioritarios

El Programa Nacional Estratégico de Energia y Cambio Climético busca identificar
acciones para alcanzar un sistema energético sostenible y equitativo, al mismo tiempo
que impulsa estrategias de mitigacion. La industria tiene una demanda cada vez mayor de
recursos, lo cual pone en peligro a los grupos marginados. Es importante que los avances
tecnolégicos vengan de la mano con un uso razonado de los recursos.

Estrategias para el acceso universal al conocimiento

Se procurard que los estudiantes de la Maestria en Optimizacion presenten un articulo
de divulgacién, un video resumen de su investigaciéon y un video sobre optimizacion
y desarrollo sostenible. Ademds, participaran en actividades de difusiéon y divulgacion
organizadas por la UAM.
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