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1 INTRODUCCION

1.1 ANTECEDENTES

En el andlisis sismico de las estructuras desplantadas sobre suelo blando es importante
considerar las relaciones entre las caracteristicas de la estructura y el suelo en el cual serd
desplatada, a este efecto se le conoce como interaccion dindmica suelo-estructura (IDSE), la cual
consiste en un conjunto de efectos cinematicos e inerciales producidos en la estructura y el suelo
como resultado de la deformabilidad de este ante excitacion sismica (Avilés y Pérez-Rocha, 1996).
Debido a las caracteristicas de las arcillas de la Ciudad de México, las cuales son altamente

deformables, los efectos de sitio y la IDSE adquieren una mayor importancia.

Figura 1.1 Teorema de superposicion de la interaccion suelo-estructura (tomada de Avilés 2000)

Para poder resolver los problemas de IDSE Kausel ef al (1978) establecen el principio de
superposicion, en el que la interaccion total depende de la interaccion cinemadtica y de la
interaccion inercial, como se muestra en la Figura 1.1. En la superposicion de la interaccion total
se consideran tres pasos como se muestra en la Figura 1.2. El primer paso consiste en determinar
el movimiento efectivo de la cimentacion generado por la excitacion sismica (considerando a la
cimentacion sin masa y con movimiento de cuerpo rigido), el segundo paso consiste en determinar
las funciones de impedancia o rigideces dinamicas (las cuales son los resortes y amortiguadores

equivalentes del sistema suelo - cimentacion) y, por Ultimo, determinar los efectos inerciales o
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bien la respuesta de la estructura, esto se obtiene de la estructura apoyada sobre los resortes y

amortiguadores equivalentes del segundo paso sometida a los movimientos del primer paso.

Figura 1.2 Etapas de solucion del problema de interaccion suelo-estructura (tomada de Avilés 2000)

Las funciones de impedancia o rigideces dindmicas son esenciales para conocer los efectos
de IDSE, ya que los efectos de interaccion producen incrementos o reducciones de las resistencias
requeridas, que dependen de los valores de los parametros del sistema, particularmente de la
relacion entre los periodos de la estructura y el sitio. Las funciones de impedancia se definen como
la fuerza y el momento requeridos para producir un desplazamiento y una velocidad arménica
unitaria del cimiento en traslacion horizontal y en rotacion, respectivamente, a los cuales se les
conoce como rigideces dinamicas. Estos dependen de las propiedades del suelo, pero también de

las caracteristicas de la cimentacion y de la frecuencia de excitacion (Avilés, 2000).

Para el calculo riguroso de rigideces dindmicas, puede recurrirse a un método eficiente de
elementos finitos desarrollado por Tassoulas y Kausel (1983) para cimentaciones axisimétricas
enterradas en depositos de suelo estratificado. Se sabe que existe poca informacidon sobre
cimientos irregulares, incluso siendo simétrico alrededor de un eje. Las soluciones analiticas estan
disponibles solo para geometrias simples. Esto se debe a que para obtener dichos resultados se
necesita realizar andlisis rigurosos que requieren de un esfuerzo mayor, ademas de la

implementacion computacional.
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Iguchi y Luco (1980) utilizaron una combinaciéon del método de elementos finitos para
obtener la rigidez de la placa de cimentacidon y ecuaciones integrales para analizar el suelo de
desplante. Para este proposito se seleccionaron dos modelos, un modelo donde el perimetro de la
placa se supone rigido, mientras que en el segundo modelo la placa tiene una zona rigida de cierta
dimension en la parte central como se muestra en la Figura 1.3. En los resultados reportados se
muestra una reduccion en los coeficientes de amortiguamiento vertical y rotacional a medida que
aumenta la flexibilidad de la placa. Ademas, se muestra que, en el modelo de la placa flexible con
perimetro rigido, la parte central de la placa no es muy efectiva, lo que sugiere que una base flexible
podria estar representada por una base rigida con un orificio interno. Iguchi y Luco (1980)
demostraron que esta representacion conduce a resultados adecuados para la excitacion vertical y
también para la excitacion oscilante de baja frecuencia si la longitud efectiva de la base rigida

equivalente se selecciona adecuadamente.

Mooel (Q Mode! (D)

Figura 1.3 Modelos de cimientos flexibles que descansan en un suelo elastico homogéneo. Modelo (a): placa
flexible con un perimetro rigido, modelo (b): placa flexible con una regién central rigida (Tomado de Iguchi y
Luco et al. 1980)

Suérez et al. (2002) estudiaron la respuesta de cimientos rigidos en forma de L embebidos
en un medio homogéneo sometidos a la incidencia de ondas sismicas como se muestra en la Figura
1.4, en la cual se calculan las rigideces dindmicas con el método indirecto simplificado de
elementos de frontera. Obteniendo las rigideces dindmicas, se calcula el movimiento de entrada de
cimentacion para las ondas incidentes P, S y Rayleigh con el método de promediado de Iguchi. Se
comparan las cimentaciones embebidas con las superficiales, y de geometria cuadrada con la forma

de L. Se concluye que la geometria de los cimientos no es tan importante como la profundidad de

3
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desplante de la cimentacion, ademas que la aproximacion de una forma regular puede usarse de

manera eficiente para determinar el movimiento de entrada de los cimientos irregulares.

’ !

Figura 1.4 Geometria del modelo en forma de L. embebido en un medio homogéneo y sometido a las ondas P, S
y Rayleigh (tomado de Sudirez ef al. 2002)

Existen diversos métodos computacionales para la obtencion de la rigidez dinamica segun lo

reportado por Gazetas (1991):

= Me¢étodos analiticos y semianaliticos que pueden manejar depdsitos de suelo de varias capas y
cimientos de superficies rectangulares (por ejemplo, Luco 1976, Gazetas y Roesset 1976,
1979).

=  Me¢étodos dinamicos de elementos finitos que pueden resolver aproximadamente cimentaciones
superficiales, someras y pilas sobre o en perfiles de suelo estratificados (Waas 1972, Kausel
1974, Lysmer et al. 1975).

= M¢étodos analiticos y numéricos combinados que intentan aprovechar las capacidades de los
enfoques analiticos y numéricos. Se incluyen en esta categoria los métodos de elementos de
frontera desarrollados (Kausel, 1981; Lysmer et al., 1981; Tassoulas, 1981).

= Técnicas aproximadas que simplifican la fisica del problema y pueden proporcionar soluciones
de ingenieria para algunas situaciones muy complicadas (e.g., separacion entre los flancos de
las cimentaciones y el relleno) que no se pueden tratar rigurosamente (Beredugo y Novak,
1972; Meek y Veletsos, 1973; Novak et al., 1978; Nogami, 1979; Gazetas y Dobry, 1984;
Wolf, 1985, 1988; Gazetas y Tassoulas, 1987).

4
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En aplicaciones practicas, la seleccion de un método apropiado depende principalmente del
tamano y la economia del proyecto, asi como de la disponibilidad de los cddigos informaticos.
Ademas, el método que se selecciona debe considerar adecuadamente la geometria de la

cimentacion, el suelo en el que se desplantard, el modo de vibrar y la frecuencia de excitacion.

Gazetas et al. (1991) propusieron 6 casos de sistemas suelo-cimentacion, como se muestran
en la Figura 1.5, con informacion y formulas para el calculo de los coeficientes de rigidez dindmica
con diferentes caracteristicas en los suelos y geometrias en la cimentacion. Los casos son los

siguientes:

1. Se refiere a los cimientos de cualquier forma so6lida que se apoye sobre la superficie de un
medio homogéneo, y cuya cimentacion es considerada sin masa y rigida.

2. Se tienen las mismas caracteristicas del caso 1, con excepciéon de que la cimentacion se
encuentra parcialmente o totalmente embebida.

3. Se refieren principalmente a cimentaciones circulares y zapatas corridas sobre la superficie de
un estrato de suelo homogéneo subyacente en el lecho de roca (también se dan algunos
resultados para cimientos rectangulares).

4. Este sistema es muy similar al 3, cuya diferencia es que la cimentacion se encuentra
parcialmente o totalmente enterrada.

5. Se refiere a cimientos cuadrados y zapatas corridas en la superficie de algunos perfiles no
homogéneos, en los cuales el médulo varia con la profundidad de acuerdo con el médulo de
corte G.

6. Es principalmente para pilotes de friccion que oscilan lateralmente en dos estratos homogéneos

o en estratos no homogéneo.
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Figura 1.5 Casos de sistemas suelo-cimentacion estudiados por Gazetas (tomada de Gazetas 1991)



vl ,
_A,& T 1 INTRODUCCION

La rigidez dindmica del suelo suele expresarse en términos de la rigidez estatica K%, y los
coeficientes adimensionales de rigidez k, y amortiguamiento c., de la Ecuacion 1.1 (Gazetas,

1991).
Kn =K, [k, () +inc, ()] (1 +i2¢,) (1.1)

Donde: 7 es wR/Vs es la frecuencia adimensional, w es la frecuencia de estudio, R es el
radio de la cimentacion, Vs es la velocidad de propagacion de onda del suelo, m indica la direccion
del movimiento que puede ser: traslacion horizontal (m=h), traslacion vertical (m=v) o cabeceo

(m=r). El factor i2(; intenta aislar el efecto del amortiguamiento material del suelo.

Con lo anterior, para la obtencion de las rigideces dindmicas con esta representacion son
necesarios los coeficientes adimensionales de rigidez y amortiguamiento correspondientes a la
frecuencia en estudio. En la Figura 1.6 se muestran la variacion de los coeficientes de rigidez y
amortiguamiento propuestos por Gazetas et al. (1991) con geometrias circulares, rectangulares y
zapatas corridas superficiales, desplantadas en un estrato de suelo homogéneo subyacente al lecho
de roca. Se puede observar que existen variaciones en los coeficientes de rigidez y
amortiguamiento respecto a las frecuencias, ademas que la influencia que tiene la geometria de las
cimentaciones es un importante factor, al igual que la localizacion de la capa dura con respecto a
la longitud de la cimentacion. Esto es un indicativo de que en general la forma en que los
coeficientes de rigidez y amortiguamiento varian con la frecuencia depende de varios pardmetros.
En la aproximacion utilizada en las NTC-17 en general la variacion de los coeficientes
adimensionales no depende de la forma de la cimentacion. Las NTC-17 consideran como caso
base para definir los coeficientes adimensionales, una cimentacion circular superficial desplantada
en un semiespacio infinito. Por ejemplo, para el coeficiente de rigidez k en direccion horizontal, la
aproximacion utilizada en las normas considera un valor constante &, (k,)=1, la cual corresponde

al caso de la cimentacion circular con un espesor de estrato infinito (H/R=a).
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Figura 1.6 Coeficientes dinamicos de rigidez y amortiguamiento para cimientos circulares, rectangulares y zapatas corridas sobre la superficie de un
estrato de suelo homogéneo subyacente en el lecho de roca (tomada de Gazetas 1991)
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Gazetas (1983), realiz6 un estado del arte respecto a las funciones de impedancia de
diferentes propuestas en cuanto a geometria y caracteristicas del suelo donde se desplantan, como

los que se muestran en la Figura 1.7.

» G,
i ) D‘ ‘
V- G.r ) I S —_—
m T : @

a) b) ¢)

Figura 1.7 Esquemas de los casos de estudio de las funciones de impedancia a) cimientos circulares que se
apoyen en superficie de un medio homogéneo, b) cimientos circulares embebidos en superficie de un medio
homogéneo y c¢) cimientos de cualquier forma sélida que se apoye sobre la superficie de algunos perfiles no
homogéneos, en los cuales el médulo varia con la profundidad de acuerdo con el médulo de corte G (tomada
de Gazetas 1987)

En las Figuras 1.8 y la 1.9 se muestran los coeficientes de rigidez y amortiguamiento de
cimientos circulares que se apoyan en la superficie de un medio homogéneo, la influencia que tiene
la profundidad de la capa dura con respecto al radio de la cimentacion y con respecto al
amortiguamiento del suelo respectivamente, donde la variacion con respecto a la frecuencia de los
coeficientes de rigidez y amortiguamiento en direccion vertical y horizontal depende fuertemente
de la profundidad de desplante, mientras que en los coeficientes de rigidez y amortiguamiento en
rotacion y torsion esta dependencia es menor o casi nula. En los casos del amortiguamiento del
suelo se asume que el amortiguamiento del suelo no es un factor que modifique la variacion en los

coeficientes dindmicos de rigidez y amortiguamiento con la frecuencia.
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Figura 1.8 Coeficientes de rigidez y amortiguamiento en cimentacion circular apoyados sobre un estrato de
suelo homogéneo subyacente en el lecho de roca; efectos de la relaciéon H/R (v=1/3, £&=0.05)
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Figura 1.9 Coeficientes de rigidez dinamicos en cimentacion circular que se apoyen en superficie de un
estrato de suelo homogéneo subyacente en el lecho de roca; efectos del amortiguamiento & (v =1/3, H/R = 2)

11
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Figura 1.10 Efectos del enterramiento de la cimentacion en los coeficientes dindmicos de rigidez y
amortiguamiento en cimentacion circular en un estrato de suelo homogéneo subyacente en el lecho de roca
H/R=3,v=1/3, £=0.05)
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Figura 1.11 Efectos de la relacion Gi1/G:z en los coeficientes dinamicos de rigidez y amortiguamiento en
cimientos de cualquier forma sélida que se apoye sobre la superficie de algunos perfiles no homogéneos, en
los cuales el modulo varia con la profundidad de acuerdo con el médulo de corte G (H/R=2,v =04, § =
0.05)
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En la Figura 1.10 se muestran los efectos del enterramiento de la cimentacion en la
magnitud de los coeficientes dindmicos de rigidez y amortiguamiento en la cimentacion circular
en un estrato de suelo homogéneo subyacente en el lecho de roca. El efecto del enterramiento es
importante, ya que la variacion de los coeficientes es pronunciada, sélo los coeficientes

rotacionales son mas uniformes.

En la Figura 1.11 se muestran los efectos de la relacion G1/Gz en los coeficientes dindmicos
de rigidez y amortiguamiento en cimientos de cualquier forma so6lida que se apoye sobre la
superficie de algunos perfiles no homogéneos, en los cuales el médulo de rigidez al corte varia con
la profundidad. Este efecto tiene una influencia pequena en los coeficientes dindmicos de rigidez
y amortiguamiento, ademas las formas de los diferentes ejemplos que se tomaron son muy

semejantes, por lo que se asume que este parametro no ejerce una gran influencia.

Es importante mencionar que, de los casos anteriormente descritos, las Normas Técnicas
Complementarias para la Ciudad de México para Disefio por Sismo en el apartado de Interaccion
Suelo-Estructura (NTCS-17), el calculo de la rigidez dindmica se enfoca principalmente en
cimentaciones someras y pilotes. Para la determinacién de las funciones de impedancia en las
NTCS-17 se recomienda considerar a la cimentacion circular, sin masa y rigida; ademas de que el
suelo donde se desplantan las estructuras es el de las Zonas II o III con lo cual se sabe que el suelo
cuenta con capas duras a mayor profundidad. El cimiento se supone infinitamente rigido, porque
comparado con el suelo sobre el que se desplanta (suelo blando) la cimentacion tiene una mayor
rigidez. La respuesta del sistema suelo-estructura sometido a cargas dinamicas depende de los
factores como la rigidez y la geometria de la cimentacion, la profundidad de desplante, las

caracteristicas de suelo y sobre todo de la frecuencia de excitacion Avilés (2000).

14
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1.2 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA O JUSTIFICACION DEL TEMA
Cuando las cimentaciones se someten a cargas de excitacion dindmica durante un sismo,
una explosion, paso del tren o bien por maquinaria, su desplazamiento depende de la geometria y

rigidez de sus elementos, asi como también por el tipo de perfil del suelo en el que se desplantan.

En las disposiciones de las NTCS-17 en el calculo de la rigidez dinamica en cimentaciones
someras, se asume que la cimentacion es circular e infinitamente rigida, ademés que el suelo se
mantiene en el intervalo eléstico lineal, por lo cual la respuesta ante cargas dindmicas surge

unicamente de la deformacion del suelo de apoyo.

También en dichas disposiciones se reemplaza el suelo por resortes lineales y por
amortiguadores viscosos, los cuales se definen como la fuerza y el momento requeridos para
producir un desplazamiento y una velocidad armoénica unitaria del cimiento en traslacion

horizontal y en rotacion, respectivamente y se les conoce como rigidez dindmica.

Es muy importante conocer la respuesta de la cimentacion durante un sismo, por lo cual
esta tesis estd enfocada en analizar la influencia de distintos pardmetros en la rigidez dindmica de
cimentaciones, por ejemplo, la flexibilidad de la cimentacion y su geometria utilizando el método
de los elementos finitos. Como caso de estudio se utilizan tres cajones de cimentacion que
corresponden a proyectos construidos en la Ciudad de México. Los cajones tienen distintas formas
(uno cuadrado, uno rectangular y uno irregular). La flexibilidad de los cajones se introduce

modelando los elementos estructurales que los constituyen.

15
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1.3 OBJETIVOS

Estudiar las rigideces dindmicas del sistema suelo-cimentacién de tres cajones de
cimentacion mediante el método de elementos finitos, y estudiar la influencia de diferentes
variables como son la geometria, la estratigrafia y la flexibilidad del sistema estructural de cajon
para compararla con las hipdtesis consideradas en las Normas Técnicas Complementarias para

disefio por Sismo en el apartado de Interaccion suelo-estructura.

» Validar los modelos numéricos utilizados en este trabajo.

» Estudiar la variacion de las rigideces dinamicas cuando se considera la flexibilidad
de los elementos estructurales de la cimentacion.

» Estudiar la variacion de las rigideces dindmicas en diferentes geometrias de cajones
de cimentacion.

» Comparar los resultados obtenidos del modelo de elementos finitos considerando
los puntos anteriores con las hipotesis consideradas en el calculo de las funciones

de impedancia utilizadas en las NTC-17.

1.4 HIPOTESIS

Al cumplir con los objetivos antes mencionados se espera corroborar ante qué condiciones
el célculo mediante el método de elementos finitos de las impedancias dindmicas y de los

coeficientes de rigidez y amortiguamiento sean semejantes a los recomendados en las NTC-17.

16
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2 DETERMINACION DEL TAMANO DE LAS MALLAS

Para el modelado mediante elementos finitos de problemas dindmicos en la masa de suelo,
la determinacion de las caracteristicas del modelo depende de diversos parametros tanto mecanicos
como dinamicos del problema. Uno de los pardmetros fundamentales que determinan la validez y
eficiencia de los modelos de elementos finitos es el tamafo de los elementos a utilizar. En el caso
de los problemas de propagacion de onda, el tamafio maximo de los elementos tiene que ser tal
capaz de reproducir la propagacion de la onda de menor longitud que se desee analizar. Otro
pardmetro fundamental es la condicién de frontera del medio. En este capitulo se describen las

estrategias para definir ambos parametros, asi como su influencia en los resultados.

2.1 LONGITUD DE ONDA

Una forma de analizar un problema del tamafio de onda es utilizar un corte de frecuencia
suficientemente alto para obtener la precision de la solucion suficiente. Las dificultades se
encuentran en la identificacion de la frecuencia de corte que se utilizard y el establecimiento de un

modelo de elementos finitos correspondiente.

Para obtener una malla de elementos finitos apropiada para el analisis de un problema de
propagacion de ondas, generalmente es mas efectivo emplear los conceptos utilizados en el analisis
de diferencias finitas y el método de caracteristicas para establecer una malla de elementos finitos
apropiada y el paso de tiempo para el andlisis (Bathe, 1982). En la Figura 2.1 se representa la
longitud de onda. Para el caso en que se requiera calcular la respuesta de un medio homogéneo
sobre un basamento rocoso, la onda de mayor longitud que se desea representar corresponde a
aquella con un periodo igual al periodo fundamental de vibrar del estrafo (7f). El modelo de suelo
debe tener el tamafio suficiente para poder representarla. Por otra parte, la onda més pequena esta
asociada con la mayor frecuencia que requiere representarse y su periodo asociado (7af): el tamafio
del elemento que debe utilizarse depende de estas longitudes de onda, como se muestra en las

ecuaciones 2.1y 2.4.
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Figura 2.1 Representacion de longitud de onda

Lwl =Vs*Tf 2.1
Lw2 =Vs*Taf (2.2)
TF = 4*HS (2.3)
Vs
le = VS*E (2.4)
n

Donde: n es el nimero de puntos en los cuales se quiere representar la onda (tamafio del
elemento), le es la longitud del elemento, Vs es la velocidad de la onda, 7f es el periodo

fundamental del estrato, 7afes el periodo correspondiente a la méxima frecuencia considerada, HS

18
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es la profundidad del estrato. La longitud de onda y el periodo dependen de la velocidad de

propagacion del elemento por el que se propaga la onda.

Existen 2 diferentes longitudes de onda, la primera longitud (Lw1) Ecuacién 2.1, depende
del periodo fundamental del estrato y la cual define la longitud minima del modelo del estrato a
considerar en direccion “x” y en direccion “y”, o bien la longitud minima del estrato necesaria para
que sea bien representada la onda (bordes del estrato). La segunda longitud (Lw2) Ecuacion 2.2
define el tamafio del elemento y nos definird correctamente la onda en el analisis numérico, en
donde se considera un periodo debido a una alta frecuencia para una mayor resolucion en la
respuesta y para estructuras con periodos pequefios. Ademas, para un estrato de suelo existen
frecuencias criticas debajo de las cuales el amortiguamiento por radiacion de ondas del suelo no
es activado y se buscoé en este trabajo que dicho amortiguamiento se activara por lo cual se utilizé

una frecuencia alta. En la Figura 2.2 se representan las dos diferentes longitudes de onda para una

mayor comprension.

Lwi

Lw1= De acuerdo al Periodo fundamental del estrato
Lw2= De acuerdo a una alta frecuencia
Figura 2.2 Tipos de longitudes de onda
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2.2 VIGA CON CARGA ARMONICA

Para comprender el comportamiento de las cargas armonicas y su respuesta se realizd un
modelo de una viga en el programa SAP2000(CSI-20) con carga distribuida Figura 2.3. Dicha
carga fue de 200 lb/plg con una variacion en el tiempo en funcidon de un armoénico con historial de
tiempo. Las propiedades del material y de la seccion de la viga se enlistan en la Tabla 2-1, la viga

se subdividio en 2 elementos, esto con la finalidad de evaluar la respuesta en el centro de la viga.

Tabla 2-1 Propiedades del material y de la seccién

Propiedad Cantidad

E (Ib/in?) 3,000,000
Masa por unidad de longitud (0.1 Ib-sec?/in?) 0.1
b (in) 12
d (in) 10
I (in%) 1,000
A 7 A A
o ol
8‘ &

15 +

05 +

Funcion

Tiempo (s)

b)
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c)

Figura 2.3 Modelo de viga: a) viga con carga aplicada, b) funcién de cargay c) respuesta de la viga con la carga
aplicada

La respuesta en el nodo central de la viga se muestra en la Figura 2.4, cuya curva fue

contrario al armoénico, pero con la misma forma.
0.06 +

0.04 +

=
S
\S]
!
T

0.00 } t t t |
0.005 0.01 0.015 0.02 0.025

Desplazamiento (in)

<)
o
=
1
T

-0.04 1

-0.06 + .
Tiempo (s)

Figura 2.4 Respuesta de viga con carga arménica
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2.3 POSTE APLICANDOLE FUERZA ARMONICA CON DIFERENTE NUMERO DE
ELEMENTOS

Posteriormente se realizd un modelo similar al de la viga con carga armonica, se modelo

un poste circular Figura 2.5, al cual se le aplicé una carga puntual en funcién de un armonico con

el paso del tiempo, dicho poste se mallé con diferentes nimeros de elementos como se describen

en la Tabla 2-2. En la Figura 2.6 se compara la influencia del nimero de divisiones del elemento

en la respuesta, por lo que se concluye que al refinar mas el elemento se obtiene una respuesta mas

precisa en los diferentes puntos.

0.5 1
5
2 0 t t t e } } i
E 0.0002 0.0004 0.0006 .0008 0.001 0.0012 0.0014
-0.5
-1 4
-1.5 4 _
Tiempo (s)
a) b)
Figura 2.5 Modelo de poste: a) poste con aplicacion de carga y b) funcion de carga
Tabla 2-2. Postes con carga arménica
Le
Vs Lwl At .
Longitud . . n (nimero de (Longitud
POSTE | del Poste (Veatbal | (Lorin] T (s) | divisiones del (Int.ervalo del 740
de onda) de Onda) de tiempo) elementos
(cm) elemento) elemento)
cm/s cm S em
1 300 194132.443 150 0.0008 20 0.0000386 7.5 40
2 300 194132.443 150 0.0008 30 0.0000258 5 60
3 300 194132.443 150 0.0008 50 0.0000155 3 100
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0.00003 T 0.00003 +
0.00002 0.00002
0.00001 0.00001 4
§ 0 g 0
-0.00001 -0.00001 -
-0.00002 -0.00002 -
-0.00003 + -0.00003 +
L(cm) L(cm)
a) b)

0.00003 -

0.00002

0.00001 A

d(cm)

0.00000 -/

(=}

-0.00002

-0.00003

L(cm)

c)

Figura 2.6 Desplazamiento en un poste con mallado con el nimero de elementos siguientes: a)10, b)20 y ¢) 50
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2.4 COMPARATIVA SOLUCION CERRADA CON NUMERICA

Se realizé la comparativa de la solucion cerrada de la respuesta de un estrato homogéneo
utilizando la funcién de transferencia para un estrato homogéneo definida por Wolf (1985), en
donde se obtiene una solucion analitica cerrada de un estrato homogéneo en dos dimensiones, al
cual se le aplicé un acelerograma en la base y en el centro del estrato. Al obtener la respuesta en
la superficie del estrato se compard con la respuesta obtenida con un modelo de elementos finitos
en el programa SAP2000(CSI-20). Se eligi6 este programa por ser comercial y muy usado en los
despachos de ingenieria, en donde se simuld el mismo estrato en dos dimensiones y se le aplico el
mismo acelerograma en la base. Se realizaron dos diferentes modelos, uno en donde se restringio
completo en los bordes y en la base y otro en donde solo se restringié completo en la base, como
se muestra en la Figura 2.7. Con la respuesta en la superficie del estrato (desplazamiento) se utilizé
el programa DECTRA para obtener la funcion de transferencia del terreno. Las propiedades del
suelo se enlistan en la Tabla 2-5 las caracteristicas del modelo con restricciones completas en los
bordes y en la base en la Tabla 2-3 y las caracteristicas del modelo con restricciones completas en
la base en la Tabla 2-4, donde la longitud de onda Lw1 se obtiene de la Ecuacion 2.1. El periodo
correspondiente a la frecuencia mayor se propone de 0.1 segundos (10 Hz), se considerd 6 nimeros
de puntos en los cuales se represent6 la onda, la longitud del elemento se obtiene de la Ecuacion
2.4y con ello se obtuvo las divisiones del estrato. El amortiguamiento del suelo se considero del

3%.

Tabla 2-3 Caracteristicas utilizadas en el modelo con restricciones completas en los bordes y en la base de
SAP2000

Lwil Lwl Divisiones del | Divisiones del q
Prueba de ; Taf Tipo de
estrato min | propuesto ) n Le (m) Estrato a Estrato en amortiguamiento
(m) (m) profundidad direccion x
1 80 80 0.1] 6 0.564 35 142 MODAL
80 80 0.1] 6 0.564 35 142 RAYLEIGH
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Tabla 2-4 Caracteristicas utilizadas en el modelo con restricciones completas en la base de SAP2000

Prucha de Lwl Lwl Tfa Divisiones del | Divisiones del Tipo de
estrato min (m) propuest (s) n | Le(m) Estrat? a E.strat.(z en amortiguamiento
0 (m) profundidad direccion x
1 80 80 0.1 | 6 0.564 35 142 MODAL
2 80 80 0.1 | 6 0.564 35 142 RAYLEIGH
3 80 120 0.1 | 6 1.129 35 212 MODAL
4 80 120 0.1 | 6 1.129 35 212 RAYLEIGH

Tabla 2-5. Propiedades del suelo

PROPIEDAD | CANTIDAD
E (kg/m?) 600,000
v 0.5
Gs (kg/m?) 200,000
Y (kg/m?) 1,710
p (kg*s?/m?) 174.3715
Vs (m/s) 33.867
Tf (s) 23622
HS (m) 20
Lwl (m) 80

Donde: Lwl es la longitud de onda del suelo, Tfa es el periodo asociado a la frecuencia

maxima, n es el nimero de puntos en los cuales se quiere representar la onda (divisiones del

elemento), Le es la longitud del elemento, £ es el mdédulo de elasticidad del suelo, v es el

coeficiente de Poisson del suelo, Gs es el mdédulo de rigidez al corte del suelo, ¥ es el peso

volumétrico del estrato, p es la densidad de solido del estrato, Vs es la velocidad de onda del suelo,

Tf es el periodo fundamental del suelo, HS es la profundidad de la segunda capa dura.

a)
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Figura 2.7 Modelo en SAP de Estrato en 2d con restricciones: a) en los bordes y en la base y b) en la base

En las curvas de la Figura 2.8 se muestra la respuesta en la superficie y la funcién de
transferencia del estrato con restricciones en los bordes y en la base en el programa SAP2000 con
un amortiguamiento modal y un amortiguamiento de Rayleigh, asi mismo la respuesta en la
superficie y la funcion de transferencia del estrato del programa FORTRAN. Las respuestas de los
diferentes programas no se asemejan, en el modelo de elementos finitos se observa una se
rigidizacion del estrato, esto debido a las restricciones en todas las direcciones en los bordes, por
lo que existe un desfasamiento en los modos a frecuencias mas altas. También en este modelo se
concluye que los diferentes tipos de amortiguamiento no tienen influencia en la respuesta del

estrato ya que la respuesta es similar.

En las curvas de las Figuras 2.9 y 2.10 se muestra la respuesta en la superficie y la funcion
de transferencia del estrato con restricciones solamente en la base en el programa SAP2000 con
un amortiguamiento modal y un amortiguamiento de Rayleigh. En esta prueba se proponen
diferentes longitudes para el estrato en direccidon “x”, para observar las variaciones que tiene este
en la respuesta cuando se modela mas suelo, asi mismo la respuesta en la superficie y la funcion
de transferencia del estrato del programa FORTRAN. Se observa que, al tener los bordes libres,
las respuestas son mas parecidas, asi como las funciones de transferencia captan con mayor

exactitud los modos correspondientes.

Se concluye que los resultados obtenidos con el amortiguamiento modal son similares al
de Rayleigh. Es importante modelar el estrato con una longitud minima en direccion “x” con base
en la longitud de la onda con respecto al periodo fundamental del suelo. Las restricciones en los

bordes laterales no es lo mas adecuado. En este caso se observd que el modelo en el que se
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considerd una mayor cantidad de suelo reproduce los resultados de mejor manera, sobre todo en
las amplitudes de la funcion de transferencia. Los modelos de elementos finitos solamente
reprodujeron satisfactoriamente los primeros dos modos de vibrar del estrato, sin embargo, la

respuesta en superficie libre es muy similar a la de la solucidn cerrada.
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Figura 2.8 Estrato con restriccion en bordes y base con un periodo T=0.1, Frontera=80 m amortiguamiento modal: a) respuesta en la superficie y b)
funcion de transferencia y amortiguamiento de Rayleigh: c) respuesta en la superficie y d) funcién de transferencia
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Figura 2.9 Estrato con restricciones en la base con un periodo T=0.1, Frontera=80 m: a) respuesta en la superficie con amortiguamiento modal, b) funcién
de transferencia con un amortiguamiento modal, c) respuesta en la superficie con amortiguamiento de Rayleigh y d) funciéon de transferencia con un
amortiguamiento de Rayleigh.
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Figura 2.10 Estrato con restriccion en la base con un periodo T=0.1, Frontera=120 m: a) respuesta en la superficie con amortiguamiento modal, b) funcién
de transferencia con un amortiguamiento modal, c) respuesta en la superficie con amortiguamiento de Rayleigh y d) funciéon de transferencia con un

amortiguamiento de Rayleigh.
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2.5 ESTRATO EN 3D CON DIFERENTE TAMANO DE MALLA

Una vez calibrada la malla en dos dimensiones desde el punto de vista dindmico para el
suelo se realiz6 una prueba a un modelo tridimensional incluyendo un elemento de cimentacion
para determinar el tamafio Optimo del elemento utilizando la energia de deformacién. En esta
prueba se modelo6 un estrato en tres dimensiones de 60 m x 60 m con las propiedades enlistadas en
la Tabla 2-5 Sobre el estrato se apoya una losa rigida de 10 m x 10 m con 50 cm de espesor como
se muestra en la Figura 2.11, en la cual se le aplica una fuerza vertical en el centro. Las divisiones
de los elementos se realizaron con base a las divisiones de la losa como se muestra en la Figura
2.13. Se realizaron dos modelos, los cuales se muestran en la Figura 2.12, un modelo con
restricciones en todas las direcciones de la base y otro modelo con restricciones en todas las
direcciones de la base y perpendiculares al borde. Los resultados de los modelos se resumen en la

Tablas 2-6 y 2-7 respectivamente.

Figura 2.11 Losay suelo en 1 elemento

b)

)

Figura 2.12 Losa y suelo con divisiones con las siguientes restricciones: a) en todas las direcciones de la base y
b) en todas las direcciones de la base y perpendiculares al borde
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Figura 2.13. Divisiones en la losa

Tabla 2-6 Estrato en 3d con diferentes elementos de mallas con restricciones en todas las direcciones de la base

Elementos en los D, diz No. de
ue es dividida la | Tamano SIS F €L elementos
ikl ! losa en una elemento SSli G en el estrato F {ton) | "d (m) B | e
. ., direccion “x”y .,
direccion g elevacion
1 2 5.00 14 4 1000 | 0.0062 | 6.2 0.785
2 4 2.50 28 8 1000 | 0.0072| 7.2 0911
3 6 1.67 42 12 1000 | 0.0075| 7.5 0.949
4 7 1.43 49 14 1000 | 0.0076 | 7.6 0.962
5 8 1.25 56 16 1000 | 0.0077 | 7.7 0.975
6 9 1.11 63 18 1000 | 0.0077 | 7.7 0.975
7 10 1.00 70 20 1000 | 0.0078 | 7.8 0.987
8 12 0.83 84 24 1000 | 0.0078 | 7.8 0.987
9 14 0.71 98 28 1000 | 0.0079| 7.9 1.000

Tabla 2-7 Estrato en 3d con diferentes elementos de mallas con restricciones en todas las direcciones de la base
y perpendiculares al borde

Elementos en los que Tamafio No. de No. de
Malla | es dividida la losa en 1 " elementos de | elementos en F d E E(norm)
una direccion ¢iemento cada lado profundidad
1 2 5.00 14 4 1000 | 0.0062 | 6.2 0.785
2 4 2.50 28 8 1000 | 0.0072 | 7.2 0.911
3 6 1.66 42 12 1000 | 0.0075| 7.5 0.949
4 7 1.42 49 14 1000 | 0.0075| 7.5 0.949
5 8 1.25 56 16 1000 | 0.0077 | 7.7 0.975
6 9 1.11 63 18 1000 | 0.0077 | 7.7 0.975
7 10 1.00 70 20 1000 | 0.0078 | 7.8 0.987
8 12 0.83 84 24 1000 | 0.0078 | 7.8 0.987
9 14 0.71 98 28 1000 | 0.0079 | 7.9 1.000
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Figura 2.14 Curva de energia normalizada en elemento con restriccion: a) en todas las direcciones de la base
y b) en todas las direcciones de la base y perpendiculares al borde

En las curvas de la Figura 2.14 se observa que al mallar con més elementos se vuelve mas

exacta la respuesta, debido a que la energia de deformacion cada vez se estabiliza mas, es suficiente

representar bien el modelo con 8 elementos en la malla ya que se tiene una buena aproximacion.

Ademas, los resultados no cambian con el tipo de restriccion utilizada en este modelo en tres

dimensiones en el programa SAP2000.
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2.6 EVALUACION DE LAS ECUACIONES DE IMPEDANCIAS ESTATICAS DE LAS
NTC-17.

Para comparar los modelos con las expresiones para el calculo de las funciones de
impedancia que se recomiendan en las NTC-17, se compararon con los resultados de un modelo
numérico de una losa de 50 cm de espesor, la cual se apoya sobre un estrato en 3d, como se muestra
en la Figura 2.15. Las propiedades del estrato se muestran en la Tabla 2-5. El estrato se dividi6 en
86 elementos en direccion “x” y 84 elementos en direccion “y” con una longitud de 120 m en las
dos direcciones, la profundidad del estrato es de 20 m y se dividi6 en 16 elementos. Las longitudes
se consideraron de acuerdo a las pruebas descritas en la seccion 2.4. El estrato se realizd con
diferentes restricciones: con restriccion completa en la base, restriccion completa en la base y en
direccion perpendicular en los bordes y con restriccion vertical en la base y completa en el centro
en el estrato como se muestra en la Figura 2.15. La losa de 50 cm modela la cimentacion
infinitamente rigida que se considera en las NTC-17, se vari6 el tamafio de la losa en diferentes
modelos, se utilizé dimensiones de 40 m x 35 m, 11.43 m x 10.80 m, 11.43 m x 8.00 m y de 2.86
m x 2.70 m. Esta variacion en la longitud de la losa se realiz6 para conocer la influencia que tiene
el tamafo de la losa con respecto al tamafio del estrato, se realiz6 la prueba con cada tamafio de
losa y con las diversas restricciones. Se realizaron 2 direcciones de analisis, en una se le aplicé una
carga estatica en direccion vertical al centro de la losa y en la otra en direccion horizontal, ver
Figura 2.16. Larigidez vertical y horizontal se determinaron con la relacion entre la fuerza aplicada
y el desplazamiento en esta misma direccion Ecuacion 2.5. Al obtener las rigideces se procedio a
calcular la rigidez con las expresiones recomendadas en las NTC-17, para calcular la rigidez
vertical se utilizd la Ecuacion 2.6, para la rigidez horizontal la Ecuacion 2.7. Los resultados de las

pruebas se enlistan en la Tabla 2-8.
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c)
Figura 2.15 Tipos de restricciones: a) restriccion completa en la base, b) restriccion completa en la base y en
direcciéon perpendicular en los bordes y c) restriccion vertical en la base y completa en el centro

a) b)

1000 ton /

[~

Figura 2.16. Estrato en 3d aplicindole una carga estatica: a) losa rigida con carga aplicada en direccién vertical,
b) losa rigida con carga aplicada en direccion horizontal y c) losa rigida y estrato en planta

35



il . ~
.‘m el 2 DETERMINACION DEL TAMANO DE LAS MALLAS
o e T MR

0_
KmSAPZOOO -

(2.5)

> |9

O es la rigidez estatica obtenida del programa SAP2000, m indica

Donde:  Knsar2000
traslacion horizontal (m=h), traslacion vertical (m=v), cabeceo (m=r), F, es la fuerza aplicada al
modelo en la direccion correspondiente, d,, es el desplazamiento en la direccion correspondiente

obtenida del modelo del estrato del programa SAP2000.

gt = 2GR g Rl Dy 0.85-0.08 2 | PLH
1-0, H 2R, R J1-D/H, (2.6)

N

Donde: K1° es la rigidez estatica en traslacion vertical de la cimentacion obtenida de las
NTC-17, G; es el modulo de rigidez al corte del suelo, Ry es el radio equivalente de la cimentacién
en el modo vertical, igual al radio del circulo equivalente al area de desplante de la cimentacion
para la direccion vertical, vs es el coeficiente de Poisson del suelo, Hses la profundidad de la

segunda capa dura, D es la profundidad de desplante.

xn® = 3G, (1+ R, j(1+ 2DJ(1+ >D j
2o | 28 )\ 3R )\ 4H 2.7)
%
oy
pa (2.8)

Donde: Kh’ es la rigidez en traslacion horizontal de la cimentacion obtenida de las NTC-
17, Gs es el mddulo de rigidez al corte del suelo, R; es el radio equivalente de la cimentacion en
traslacion, igual al radio del circulo equivalente al area de desplante de la cimentacion para el
modo de traslacidon, vses el coeficiente de Poisson del suelo, Hs es la profundidad de la segunda

capa dura, D es la profundidad de desplante.
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Tabla 2-8 Relacion de coeficientes de rigidez NTC con modelo en SAP

Rv (Radio
Prueba de Tipo de Tamafio de la propmgcional de | Kv (NTC) | Kv (SAP) | Kh (NTC) |Kh (SAP) | Kv(NTC) | Kh(NTC)
estrato restriccion losa la cimentacion) ton /m ton /m ton /m ton /m Kv (SAP) | Kh (SAP)
m

1 'RB 40.00 X 35.00 21.11 79,398.37 | 149,253.73 | 34,400.94 | 36,363.64 1.88 1.06

2 IRP 40.00 X 35.00 21.11 79,398.37 | 149,253.73 | 34,400.94 | 38,167.94 1.88 1.11

3 3RC 40.00 X 35.00 21.11 79,398.37 | 105,263.16 | 34,400.94 | 21,978.02 1.33 0.64

4 'RB 11.43 X 8.00 5.42 11,680.10 | 13,280.21 | 6,565.46 | 4,649.00 1.14 0.71

5 IRP 11.43 X 8.00 5.42 11,680.10 | 13,333.33 | 6,565.46 | 4,670.72 1.14 0.71

6 SRC 11.43 X 8.00 5.42 11,680.10 | 12,180.27 | 6,565.46 | 3,816.79 1.04 0.58

7 'RB 2.86 X2.70 1.57 2,754.01 3,429.36 1,734.39 810.57 1.25 0.47

8 IRP 2.86 X2.70 1.57 2,754.01 3,294.89 1,734.39 709.77 1.20 0.41

9 'RB 11.43 X 10.80 6.26 14,024.41 | 17,482.52 | 7,721.10 | 9,182.74 1.25 1.19

10 IRP 11.43 X 10.80 6.26 14,024.41 | 16,103.06 | 7,721.10 | 9,276.44 1.15 1.20

11 SRC 11.43 X 10.80 6.26 14,024.41 | 16,722.41 | 7,721.10 | 8,026.97 1.19 1.04

'RB - Restriccion completa en la base
2RP- Restriccién completa en la base y en los bordes en direccion perpendicular
*RC-Restriccion vertical en la base y completa en el centro

En la Tabla 2-8 se observa que al variar el tamafio de la losa la relacion entre las rigideces calculadas con ambas aproximaciones
también varia. En general, las rigidices verticales calculadas con la aproximacion de las NTC-17 son menores que las calculadas con los
modelos de elementos finitos. De hecho, para el caso de la losa de mayor tamaio, los valores calculados con las NTC-17 son de casi la
mitad de los calculados con el modelo de elementos finitos. Este efecto esta asociado a la influencia que tiene el tamaio de la losa en la
profundidad del bulbo de esfuerzos verticales, situacion que parece no ser importante para las rigideces horizontales. Por otro lado,
modelo con la losa de menor tamafio, y por la tanto el menor nimero de elementos para discretizarla, desarrollo una rigidez horizontal

del 50% del de las NTC. Aparentemente en la direccion vertical el efecto del nimero de elementos es menor. Se concluye que el tamafio
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del estrato debe ser proporcional al area de la losa para obtener valores mas aproximados a los que
se recomienda en las NTC-17, dado que si la losa pequefia o grande con respecto al tamafio del
estrato se va perdiendo precision. También se observa que las restricciones influyen en la rigidez

y que la restriccion con mayor estabilidad es la restriccion completa en la base.
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2.7 COMPARATIVA ECUACIONES DE IMPEDANCIAS DINAMICAS.

Se realiz6 un modelo del sistema suelo-cimentacion con el programa SAP2000 en tres
dimensiones utilizando el método de elementos finitos, donde el suelo se considera como un estrato
homogéneo, como se muestra en la Figura 2.17. Las propiedades del estrato se enlistan en la Tabla
2-9, las cuales se consideraron de acuerdo a propiedades del suelo representativa de la Ciudad de
México (suelo blando). La profundidad de la capa dura es de 20 m. Para modelar la capa dura se
restringieron todas las direcciones de la base del modelo de acuerdo a lo observado en la seccion
2.6. La longitud del modelo del estrato en ambas direcciones, “x” y “y”, es de 120 metros, tal que
la longitud no fuera menor a la longitud de una onda con periodo fundamental del estrato, Ecuacion
2.1. Debido a que se obtiene una mayor resolucion para el periodo fundamental del sitio en la
respuesta, esta no debe exceder mucho la longitud de onda dado el consumo computacional que
esto implica, por lo que debe de ser mayor a la longitud de onda con el periodo fundamental del
sitio, pero a su vez no sobrepasar mucho este valor. La cimentacion es infinitamente rigida, como
se considera en las NTC-17, la cual consiste de una losa superficial de 50 cm de espesor, y de
11.43 m en direccion” x” y de 10.8 m en direccion “y” (con base en la calibracion de la seccion
2.6 donde se concluyd que el estrato debe ser proporcional al drea de la losa para obtener valores
mas aproximados). El tamafio de los elementos de la malla del modelo se obtuvo de la Ecuacion
2.4, donde se consideré un periodo debido a una frecuencia méaxima que permita estudiar
estructuras de periodos cortos. Ademads, para un estrato de suelo existen frecuencias criticas debajo
de las cuales el amortiguamiento por radiacion de ondas del suelo no es activado, por lo que se
buscd que dicho amortiguamiento se activaréd utilizando una frecuencia suficientemente alta (el
periodo asociado a la frecuencia maxima se consider6 de T= 0.25 s (4 Hz) para tener una adecuada

resolucion en las frecuencias en estudio.
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Tabla 2-9. Propiedades del estrato

PROPIEDAD MAGNITUD

E (kg/m2) 3569006.745
v 0.4
Gs (kg/m2) 1274645.266
Y (kg/m2) 1250
Vs (m/s) 100
T (s) 0.8
Hs (m) 20
Lwl (m) 80

Donde: E es el modulo de elasticidad del suelo, v es el coeficiente de Poisson del suelo, G
es el modulo de rigidez al corte del suelo, Y es el peso volumétrico del estrato, Vs es la velocidad
de onda del suelo, 7fes el periodo fundamental del suelo, Hs es la profundidad de la segunda capa

dura, Lw/ es la longitud de onda del suelo.

C‘
a) b)

Figura 2.17 Modelo del sistema suelo-cimentacion: a) vista en planta del estrato y la losa b) vista en isométrico
del estrato, la losa y las restricciones en la capa dura
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En la Figura 2.18 se muestra la losa con una carga aplicada en el centro en direcciones
horizontal (direccion x), vertical (direccion y) y un momento alrededor del eje “x”. La definicion
de la rigidez dindmica considera la representacion del sistema como un oscilador de un grado de
libertad, el cual la amplitud del desplazamiento depende de la relacion entre la frecuencia de
excitacion y la frecuencia fundamental de vibrar del sistema. Es por esto que para esta
caracterizacion se utilizan respuestas armonicas, en los que la carga varia de acuerdo a las
frecuencias de analisis. Para este modelo, la fuerza que se le aplica es una armonica, la cual esta

dada por la Ecuacion 2.8, donde se utilizaron 20 diferentes frecuencias para 20 cargas diferentes.

Para la solucion del sistema dinamico se utilizo el método de integracion directa en el
andlisis con un amortiguamiento de Rayleigh, para incluir el amortiguamiento histerético del suelo,
donde el amortiguamiento del suelo se consider6 de {s=0.03. En este caso la soluciéon mediante
andlisis modal no es adecuada, dado que las frecuencias asociadas a los primeros modos del
sistema completo son diferentes a las frecuencias de interés, sobre todo en el andlisis de altas
frecuencias. Si se deseara utilizar el método modal, seria necesario considerar un gran numero de
modos, lo cual no es practico en los programas de andlisis comerciales. Se calcularon los
coeficientes para representar el amortiguamiento se obtuvieron de las frecuencias de los primeros
modos de vibrar en direccion “x”. Sin embargo, se ha observado que en los sistemas suelo-
cimentacion la mayor disipacion de energia esta asociada con el amortiguamiento por radiacion.
Se obtienen los desplazamientos a través del tiempo y con ello el desplazamiento maximo en la
frecuencia de andlisis. También se determinaron los dngulos de fase (el cual es el desfase en
segundos de la respuesta maxima con respecto a la funcién aplicada multiplicada por la frecuencia
en estudio). Con el desplazamiento méximo y el dngulo de fase se pueden determinar la rigidez
dindmica y sus coeficientes adimensionales en cada direccion, los cuales se comparan con el de

las NTC-17 (2017).

(Y3 L I T A (Y=}

Se restringi6 el modelo en la base en las direcciones “x”, “y” y “z” para simular la capa
dura. En los bordes del estrato no se consideraron ningtn tipo de restriccion, ya que al procesar
los resultados se observo que en los extremos no existen esfuerzos por lo que la carga no influye
en los bordes del estrato, no existe la refraccion de ondas, por lo cual no se utilizaron fronteras

absorbentes, a diferencia de los problemas de incidencia de ondas sismicas.
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©)

Figura 2.18 Modelo de la losa con carga en direccion: a) vertical, b) horizontal y c) rotacional

En la Figura 2.19 se muestra un ejemplo de la funcion dinamica que se le aplica al patron
de cargas de acuerdo a la frecuencia y la direccion a analizar, ademds se muestra la respuesta de
la cimentacion escalada (desplazamiento en la historia de tiempo). Se ejemplifico esta frecuencia
donde se observa el angulo de fase, el cual es el tiempo que ocurre el desfase del desplazamiento

con respecto a la funcién.

F(t)=F(sen w*t) (2.9)
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