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PROLOGO

Este libro de Introduccién a la Dindmica del Cuerpo Rigido presenta los contenidos que se abordan en el
curso de Fisica Il def Tronco General de ingenieria de la UAM-Azcapotzalco. Los autores cuentan con amplia

experiencla en la imparticién de cursos introductorios de Fisica a nivel licenciatura.

Ademds de los textos cldsicos para estas asignaturas es indispensable que el alumno cuente con un texto
en donde encuentre todo el material en el orden que aparece en el programa del curso y cuyo enfoque estd

dirigido a estudiantes de las diversas ingenierias.

Este texto también se escribié pensando en el nivel matemdtico que se requiere de los estudiantes
de ingenieria, el orden temdtico que se sigue y con una muestra delos problemas del tipo y nivel que se

consideran para los exdmenes.

La resolucién de problemas es muy importante para la comprensién completa de los temas que se exponen.
Por esta razén en cada capitulo se muestran ejemplos de aplicacion de la teorla que se presenta, cabe
mencionar que los problemas que se incluye son de cardcter prdctico y se resuelven con detalle explicando
el procedimiento seguido y al final del capitulo se incluyen problemas para que el alumno los resuelva y

adquiera con ello una cabal conceprién de la teoria.

En la primera unidad sobre la aplicacién de las leyes de Newton a la dindmica del cuerpo rigido, se consideré
conveniente repasar aquellos temas de sistema de particulas que facilitan el camino para la comprensién
de teoremas y explicaciones del cuerpo rigido. También se juzgd conveniente que aquellos temas con una

dificultad matemdtica alta, fueran incluidos como apéndices



Lasegundaunidad incluye el andlisis de situaciones fisicas que es mds conveniente discutirlas desde el punto
de vista del Trabajo y Energia, se conduce a los estudiantes af conocimiento de las leyes de conservacion de
la energia mecdnica y el momento lineal y su aplicacién, como una afternativa al método de las leyes de
Newton, para resolver problemas en los que las incégnitas no incluyen la aceleracidn, sino ia velocidad y/o

las posiciones para situaciones especificas.

La tercera unidad se desarrolla en torno a los temas de oscilador arménico simple y los osciladores
amortiguado y amortiguado y forzado, en donde tiene especialimportancia los aspectos fisicos mds que la

parte matematica relativa a la solucion de las ecuaciones diferenciales que resultan en cada caso.
Vaya el agradecimiento de los autores a los doctores Enrique Gabriel Poulain Garcla y Eduardo Roa Neri,

quienes amablemente revisaron el libro y por su aportacion para mejorar ef mismo a través de sus valiosos

comentarios.

Los autores



UNIDAD 1

Dindmica del cuerpo rigido

Objetivo General
Definiry aplicar los conceptos de torca, momento de inercia y la Segunda Ley de Newton para su aplicacién

en la solucién de problemas de dindmica del cuerpo rlgido.

Objetivos Especificos
a) Definir y aplicar el concepto de momento angular a diversas situaciones.
b} Calcular momentos de inercia de cuerpos rigidos con simetrlay de sistemas compuestos sencillos.
c) Utilizar la Segunda Ley de Newton en la solucién de problemas de movimiento de cuerpos rigidos.
d} Resolver problemas que impliquen traslacion y rotacién.
e} Identificar la relacion entre los conceptos de momento e impulso angulares.
f} Resolver problemas utilizande el principio de conservacién del momento anguiar

g} Aplicar los principios anteriores a la solucién de problemas de rotacién de un cuerpo rigido.






Introduccién a la Dindmica del Cuerpo Rigido

1.1 Movimiento de un cuerpo rigido

En este curso estudiaremos el movimiento plano de cuerpos rigidos y comenzaremos por definir algunos

conceptos Utiles.

Un cuerpo rigide es aquél en el que la distancia entre cualquier par de puntos permanece constante,es

decir, es un cuerpo ideal cuyas dimensiones no cambian bajo ninguna clrcunstancia,
Una vez definido el cuerpo rigido, vamos a definir el movimiento plano.

Movimiento Plano. Dado un plano fijo de referencia, un cuerpo rigido realiza un movimiento plano si
cada particula permanece a una distancia constante de dicho plano; esto no implica que la distancia al
plano sea la misma para todas las particulas: Pensemos en el movimiento que realiza una puerta —que
podemos aproximar como cuerpo tlgido- cuando se abre, cada uno de sus puntos siempre permanece
a una distancia constante del piso,que en este caso juega el papel de plano de referencia fijo, porello se

dice que es un movimiento planc.

Vamos a estudiar tres casos del movimiento plano: el movimiento de traslacion, el de rotacién alrededor

de un eje fijo y el movimiento plano general.
Traslacién. Este movimiento es aquél en el que una linea recta trazada entre dos puntos del cuerpo
rigido permanece con la misma direccién a lo largo del movimiento. Dicho de otra forma, las trayectorias

que describen sus particulas son paralelas.

Si cada partfcula describe una trayectoria recta, se denomina traslaciéon rectilinea.

Movimiento de traslacién de un cuerpo rigido
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Si la traslacion se realiza de tal manera que las trayectorias de las particulas sean curvas equidistantes,
se denomina traslacién curvilinea. Por ejemplo, en una barra que se columpia, cada uno de sus puntos

describe un arco de circunferencia, por ello {a traslaciéon que realiza es curvilinea.

Rotacién. El movimiento de rotacién es aquél movimiento plano en el que las particulas describen
trayectorias circulares centradas en un eje fijo perpendicular al plano de los circulos. El movimiento de
un CD en el reproductor es un ejemplo de rotacién, al igual que el de una llanta de un automévil que

viaje en linea recta.

Movimiento Plano General. Cuando un cuerpo rigido realiza un movimiento plana de traslacién y

rotacion, simultdneamente, se dice que realiza un movimiento plano general.

A continuacién vamos a estudiar la dindmica del movimiento plano de traslacién.
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1.2 Segunda Ley de Newton para la Traslacién de un Cuerpo Rigido

Cuando un cuerporigido efectda un movimiento plano detraslacién es suficiente conocerel movimiento
del centro de masa, pues la posicién de cualquier otro punto permanece invariable respecto a este

centro de masa.

Para determinar la ecuacion de movimiento de! centro de masa de un cuerpo rigido comencemos por
un sistema de n particulas que van desde la 1 hasta la n,la letra i nos identifica a cualquiera de ellas.
Puede haber fuerzas internas y externas actuando sobre las particulas’, las internas no cambian el estado
del movimiento del sistema, las externas si lo hacen; si consideramos al cuerpo rigido compuesto de un

gran namero de particulas sabemos que para cada una de ellas se cumple la Sequnda Ley de Newton?.

m; a; = F;

si las sumamos obtenemos

Ymja;=2F; 1.1

recordemos que para el centro de masa de un sistema de particulas se cumple que

Zﬂll = M I'cm

donde rj es la posicidn de cada particulay rep es la posicidn del centro de masa. 5i derivamos dos

veces obtendremos que:

Zmi a;= M Acm

Supongamos que un cuerpo rigido esta compuesto de una infinidad de particulas, entonces, si

sustituimos este valor en la ecuacién 1.1 obtenemos que

Mam=ZFi

' Las fuerzas internas son interiores al sistema de n particulasy son las que ejerce una de eflas sobre otra del

propio sistema; las externas son como su nombre lo indica, exteriores al sistema.

=
? Las letras en negritas indican un vector,asi R=R
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Esto nos indica que la aceleracién del centro de masa (em) de un cuerpo rigido, es la de un punto cuya
masa es igual a la masa del cuerpo y al que se aplican todas las fuerzas externas.

Para un movimiento plano

Mayem =2Fiy 1.2a
M ayem = 2Fjy 1.2b
donde
Acm = axem 1+ ayem 1.3

Estas son las ecuaciones para el movimiento de traslacion de un cuerpo rigido. Observe que cualguier
particula del cuerpo rigido se mueve con la misma velocidad que el centro de masa, ya que hemos
definido que en el movimiento de traslacion las trayectorias que describen las particulas de un cuerpo

rigido son paralelas y que la distancia entre cualquier par de ellas es constante.

En el caso de la traslacion plana tenemos la rectilinea y la curvilinea, veremos mas adelante ejemplos de
estos movimientos; en algunas ocasiones,al resolver problemas es necesario incluir una tercera ecuacién

que nos indica que el cuerpo no rota. Para ello vamos a definir la torca y el producto vectorial.
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1.3 La Segunda Ley de Newton para el Movimiento de Rotacidn

1.3.1 Torca y producto vectorial

Comenzaremos esta seccion con el concepto de torca 0 momento de una fuerza. Para ello vamos a
“rebanar” un cuerpo rigido mediante planos paralelos al plano con respecto al cual se fleva a cabo
el movimiento; una “rebanada” asi obtenida serd la que utilicemos para ilustrar la deduccion de las

ecuaciones, en especial utilizaremos a menudo la“rebanada” que contiene al centro de masa.

Tomemos una rebanada de un cuerpo rigido y apliquémosie una fuerza f.

El efecto rotatorio que tiene f sobre esta rebanada, y por tanto sobre todo el cuerpo rigido, esta

caracterizado por la torca o momento?.

La torca es proporcional a la magnitud de la fuerza f,a la distancia 1, o sea a la magnitud* de| vector r
perpendicular a la linea de accién de f y puede provocar un giro en sentido horario o antihorario. Esto
puede sintetizarse en la ecuacion

T=rxf

En esta ecuacidn el signo de multiplicacidn significa “producto cruz”y lo vamos a definir enseguida.

3 La palabra momento se emplea preferentemente en estdtica, mientras que si el cuerpo rota, hablamos de
“torca”

4 Esta distancia se denomina brazo de palanca.
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El llamado producto vectorial de dos vectores se obtiene de |a siguiente manera: Sean p y q
vectores en el espacio con componentes p=px¥ + pyj + pz k y g=gxi+ Gyj + Q2 k
donde i, j, k, son los vectores unitarios en el eje x,y,z, respectivamente. El productovectorial de
P ¥ q seescribe s = pxq donde s esunvector perpendiculara p ¥ q que se obtiene a

través de un determinante

~

i ik
§=|Px Py Pz|=(pyqz-pzqyi - (pxqz - pzgx}j + (pxqy - py Wk 1.3.1
Qx dy 9z

Este determinante muchas veces es simple debido a que los vectores p ¥ { pueden tener una o

dos componentes idénticas a cero.
Observe que al multiplicar vectorialmente dos vectores paralelos, el producto es cero
aBxB=10
También del determinante podemos deducir que
AxB=-BxA {anticonmutatividad)
AxBxC)= AxB + AxC {distributividad)
Es importante tener una idea de lo que significa geométricamente.
Silos vectores p x q estan en el plano xp, como se muestra, el producto cruz s,estard enel ejez.
z
Is

s=pxq

El vector p x q esta en el eje z.
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1.3.2 Momento angular y torca para una particula y un sistema de particulas

Para definir el momento angular de un cuerpo rigido vamos a recordar cémo se define el momento

angular para una partfcula y un sistema de particulas.

4
M
m
v
r
) >y

La particula tiene masa m, posicién y velocidad con respecto a O, r y v respectivamente.

El momento angular de la particula con respecto a 0 se define como
Ly=r x mv 1.4

Si derivamos esta ecuacion respecto al tiempo

diy _d _dr + dv.
3 dr {r x mv) m X mv r)<r11dt 1.5

recordemos que

dr av
a v Y W@ T @

Por eso la ecuacién 1.5 se reduce a

2
dlg_ dv _ d“r
dt rx m——dt rx m—d 2 16
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Ya que el primer término del lado derecho de la ecuacién 1.5 es cero pues se multiplican mediante el

producto cruz dos vectores paralelos.

Si multiplicamos la ecuacién de movimiento que se obtiene de la Segunda Ley de Newton por r

obtenemos
rxF=rxm dr
- de
es decir
d’r
To=rx .
0 m Ey 1.7
Al combinar 1.6 y 1.7 obtenemos para una particula
_dh
To at 1.8

Observe que es una ecuacion vectorial y por tanto se tienen tres ecuaciones escalares

Ahora vamos a ampliar estos resultados a sistemas de particulas, es decir, conjuntos de dos o mas

particulas que pueden estar articuladas entre sl o que son independientes®, vamos a demostrar
-

enseguida que la torca externa total es igual a la derivada del momento angular total del sistema de

particulas®.

5 Las partfculas las numeramos de i=1 a i=N.

§ Respecto a un sistema inercial Oxyz.
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Recordemos que sobre cada particula actia una fuerza externa y entre las particulas se ejerce una fuerza

de interaccién

-4
N
my fij
r; i:ii
i m;
r] - y

-~

0

La fuerza de interaccién entre las particulasi y j es fjj dirigida de la particula i-ésima (P;) hacia la
* particuta j-ésima (Pj) y la fuerza fjj que actla de la particula Pj ala Pj. Lasfuerzas fij y fji soniguales

y de sentido contrario seguin la Tercera Ley de Newton.

Deducimos entonces que

fij + iji =0 1.9
y si ademas hacemos la suma de sus torcas con respecto al origen obtenemos
ri x fij + rj x fj; _ 1.10
a la expresién anterior le sumamos y restamos el término rj x fjj ¥ nos queda
ri x fij + rjx fi; + jx fij - 1y x fj
reacomodando términos
{ri - mxfy + rjx(t}i+fij)=0 1.1

Esto se debe a que el primer término es cero porque rj - rj apuntaen la direccién de fij ¥ porlo tanto

el producto cruz es cero, mientras que en el segundo término la suma fj; + fj; es cero.

Por estas razones vamos a omitir a las fuerzas internas fi; de los clculos que realizaremos.
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Ahora defininamos el momento angular del sistema de particulas, De acuerdo con la expresién 1.4 para

el momento angular de una particula con respecto al origen O es

Lo=2(r; x mj vy 1.12

Donde la suma va desde i=1 hasta i=N.

Con el fin de relacionarla con la torca derivamos esta expresion

dL  d¥X dr; dvj
" a (rj x m1V1)—ZTx mlvl) +Z(rlxm1—£
gue se puede escribir como
2(vi X mjV;)+2(r; x m;a;)=2(r; x m;a; 1.13

en esta Ultima ecuacién el primer término se anula ya que el producto de vi con v;j es cero,como ya

hemos visto.
De la Segunda Ley de Newton obtenemaos al multiplicar por el producto cruz
To=2(ri x Fj) = X(r; x mjaj

donde T, representa la suma de las torcas de las fuerzas externas, igualando con la ecuacién anterior

1.13 obtenemos

Lo

To= 4

1.14

esto nos indica que la torca total que se ejerce sobre @l sistema de particulas es la derivada del momento
angular total de las particulas del mismo sistema.
Estudiemos ahora el movimiento del sistema con respecto a su centro de masa. Para elfo recordemos

que el centro de masa se define como
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Xmjrj
fe= T4t

1.15

donde rj es el vector de posicién de cada particula con respecto al sistema cartesiano inercial Oxyz,

ligado al origen.

Con respecto al centro de masa cm del sistema de particulas definimos que

Lem =2 Fijem X MiVifem 1.16

es el momento angufar del sistema de particulas con respecto al centro de masa cm.

Se cumplen las relaciones

r; Fiem
cim
Fem
>y
l‘,_/cm = ]'l - rcm 1.1 7a
Vi/fern = ¥i - Yem 1.17a

Si sustituimos en la ecuacion 1.16 para el momento angular respecto al cm obtenemos:

Lem = Z(rj~rem) x m; (Vi — Yem) 1.18

Obtenemos por la distributividad del producto cruz

Z(r X mMiVj ~ X M{Vem - Fom XMiVi + Fem X MiVe) 1.19
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Observamos que
-Zr X MV = ~ (E rj mi) X ¥em y

-Zr; m = (Zmj) X Fem
esto Ultimo por la definicion 1.15 del cm,
Entonces la expresién 1.19 la r-eescribimos como
Z(ri X MV —MiFem X Vem — Yom X MY, + Mikecm X Yem)

En esta expresion el segundo y cuarto término se anulan y af primero y al tercero los factorizamos ya

que tienen el factor comun m;v;

Z(r; - rem) Xmpv; 1.20
que recordando la definicién 1.17a se convierte en
Lom= Zrifem X mMiv;

ahora la derivamos y obtenemos

dLcm
dt

=X (drgfm X MV + Fifem xm;ai] 121

El primer término del lado derecho es cero ya que se trata de un producto cruz de vectores paralelos y

la expresion 1.21 se reduce a

ALem _

It 2 (ryem x mja;) 1.22

y esta suma es precisamente el momento total de las fuerzas externas gque actlian sobre el sistema

respecto a ¢, por lo que

dL
——cm 123
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1.3.3 Torcay momento angular para un cuerpo rigido

Lo que hemos deducido para un sistema de particulas se puede aplicar a un cuerpo rigido si lo
consideramos formado por un gran nimero de particulas con masa dm, es decir, las ecuaciones 1.14 y
1.23 son validas si sustitulmos las sumas empleadas en las deducciones porintegrales; ademas, tenemos

las ecuaciones 1.2ay 1.2b para la traslacién.

Estas ecuaciones nos permitirdn comprender el movimiento de un cuerpo rigido como un todo y

rotando alrededor de su centro de masa.

Vamos a restringir el andlisis de esta seccién y las siguientes al movimiento plano de cuerpos rigidos.
En seguida estudiaremos el momento angular de un cuerpo rigido cuya expresién toma una forma mas
compacta que para un sistema de particulas. Para esto consideremos una“rebanada”™ paralelamente al

plano xy y esta“rebanada” contiene al centro de masa {cm) dellcuerpo.

La masa de cada punto de la“rebanada” o placa, tiene una masa Am;j,vamos a calcular L.,
Lcm = Z(ri/cm X Vifem Aml) 1.24

recordemos que el punto ¢m origina los ejes O'x’y'z’ que se trasladan con el cm.

4

cm

xl'

7 Que se ha obtenido al seccionar el cuerpo rigido con un plano imaginario paralefo al plano del movimjento

que realiza.
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Para cada una de las particulas de la placa tenemos que su velocidad en O'x'v'z’ es
@ X Cijem 1.25
Por lo que el momento angular total de la placaes
Lem = E[rvem x (O X Fijem) Ami]

donde

w= wk
Esta en la direccién z,ya que se trata de un movimiento planoparalelo.

Ahora el vector Ly, tendrd una componente diferente de cero solo en el eje z,enlos ejes x y ¥ es

cero, para obtenerla multiplicamos L¢m por el vector unitario k.
Lemz = Lem k

= Z[Ti/cm x (wk x Tijem) Am; ok 1.26

como
AxBxCy={(AsC)B-(A+*B)C
aplicando esta igualdad a 1.26 obtenemos
= EAmi[(l'i/cm * Tifem) Wk —(Tifem * ok ) ryem| ok

Ti/em ¥ Kk son perpendiculares, por lo que el seguntio término es cero y 1.26 se reduce a

Lemz = 2 Am; r%/cm 0= o XAm; r%/cm

Si definimos que el momento de inercia de masa del cuerpo rigido respecto al eje que pasa por el centro
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de masa, perpendicular al plano xy es

1= LAm; rem 1.27
para el cuerpo rigido con particulas de masa dm es

I= Ip(r) v 1.28

y por lo tanto la ecuacién 1.23 se puede reescribir tomando en cuenta el momento de inercia

dLcm

Tcm = dt 1.29
dL dle
= —dnz — —— 1.30
Tomz = gy dt
Tm = ICt 1.31
o= 90 . 132

t

donde a esla aceleracion angular.

La ecuacion 1.28 nos define el momento de inercia que estudiaremos con detalle en la seccién 1.4.

En seguida haremos un resumen de las ecuaciones para el movimiento de un cuerpo rigido.
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1.3.4 Movimiento plano de un cuerpo rigido

Recordemos que en este curso nos restringimos al movimiento plano de cuerpos rigidos, también
denominado movimiento planoparalelo. En la seccién anterior establecimos las ecuaciones necesarias
para estudiar este movimiento, ahora resumimos las ecuaciones y hacemos explicitas algunas otras

relaciones.

Los problemas que vamos a resolver involucran cuerpos simétricos con distribucién homogénea de

masa, que incluyen numerosos casos de interés para la ingenieria.

La posicién de un cuerpo rigido que efectta este tipo de movimiento esta determinada por la posicién
de un punto arbitrario del cuerpo y por su dngulo de rotacién respecto al punto arbitrario. Para darle
mayor sencillez a las ecuaciones, es conveniente elegir dicho punto en el centro de masa cm del cuerpo,
en este caso la velocidad angular @ de rotacion es perpendicular al plano de referencia con respecto al
cual se mueve el cuerpo, el vector de velocidad v es paralelo al plano del movimiento; por lo tanto las

ecuaciones para el momento angular en términos del momento de inercia se reducen a

LX'__O Ly=0 Lzzlzwz 1.33

dado gue el cuerpo rota alrededor de un eje paralelo al eje z, por tal razén, las ecuaciones de movimiento

para un cuerpo rigido nos quedan

Temx =0 ) 1.34a

Temy =0 1.34b

Temz =l 1.34c

M acny = 2Fy 1.34d
.

M demy = ZFy 1.34e

Observe que [ representa al momento de inercia de un cuerpo rigido con respecto a un eje paralelo al

ejez.
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En general las ecuaciones de la forma

se utilizan respecto a un punto fijo o con respecto al cm, por esta razén aparecen con subindice”0”o

con subindice*cm”

Movimiento de Traslacién Pura. Podemos describir este movimiento con las ecuaciones 1.34 en las

que a=0

YFy =M acny ' 1.34d
LFy=Macmy 1.34e

Movimiento de Rotacién alrededor de un Eje Fijo. En este movimiento tomaremos el punto O por

el cual pasa el eje fijo z, como referencia. Las ecuaciones son

ZFy=0 1.35a
EFY =0 1.35b
_ _1. dog

Observe que en estas ecuaciones Iy, representa el momento de inercia con respecto al eje fijo alrededor
del cual rota el cuerpo rigido, que también tiene un plano de simetria perpendicular al eje z. En el

capitulo 4 de esta unidad veremos como calcular estos momentos de inercia.

Movimiento Plano General. Sea xy el plano fijo de referencia para el movimiento plano dei cuerpo
rigido, entonces z es el eje alrededor del cual se rota (o un eje paralelo a éste). Las ecuaciones de

movimiento para un cuerpo que tiene un plano de simetria paraleloa xy son
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ZF, = Magmx 1.36a
ZFy=Macmy 1.36b
E‘rcmz = Icmz dT:)tz_ 1.36(:

Estrategia para resolver problemas de movimiento plano

* Comprenda bien el enunciado y mentalmente identifique un plano fijo que sirva como

referencia para el movimiento plano paralelo del cuerpo rigido.

* |dentifique el tipo de movimiento y seleccione las ecuaciones correspondientes.

* Dibuje los diagramas del cuerpa libre, con el eje z de preferencia perpendicular al papel donde

haga el dibujo, identifique el sentido de rotacién.

* Determine sus datos ¥ las incégnitas.

* Establezca las ecuaciones de movimiento con los datos e incdgnitas.

= Determine las relaciones cinematicas o de friccién, si las hay.

* Resuelva las ecuaciones.

* Verifique la solucion.

Antes de pasar a la resolucién de problemas veamos la forma de calcular el momento de inercia.

-
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1.4 Momento de inercia y teoremas afines
1.4.1 Definicién del momento de inercia

El pardmetro que aparece en la ec. 1.27 y que nos permitird relacionar el movimiento de rotacién con la

torca aplicada ya la hemos denominado momento de inercia.

La masa se puede considerar como la medida de |a resistencia de un cuerpo a ser acelerado linealmente,
en el capitulo anterior hemos visto cualitativamente que la torca produce un movimiento de rotacién
que depende no solo de la masa, sino del tamano y forma del objeto, por analogia podemos decir que

la medida de la resistencia de un cuerpo para girar es el momento de inercia.

El momento de inercia 1 de un cuerpo, respecto a un eje de giro se obtiene mediante la integral

]= J-r2 dm 1.37
m

Para un cuerpo cualquiera como el de |a figura anterior, un elemento dm de masa tiene un brazo de
palanca r con respecto al eje de giro X. Esto nos permite hacer cualquier célcuio, aunque en algunos

casos puede ser muy complicado.
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Podemos ver intuitivamente que mientras mayor sea la distancia de un elemento de masa al eje de giro,

mayor serd el momento de inercia.

De tal manera que el momento de inercia de una varilla larga y delgada sera pequeiio si lo calculamos
para el eje z (véase figura siguiente) y en cambio para los ejes ¥ o x sera mayor. También podemos
concluir gue para una esfera el momento de inercia con respecto a cualquier eje sera el mismo, pasamos

ahora a calcular algunos momentos.

E—

1.4.2 Calculo del momento de inercia

El caso mas general es el de un objeto que no tenga simetrfa y cuya densidad varie de punto a punto,
esto exige realizar una integral triple en la que la densidad es funcién de las coordenadas.

.
Este curso introductorio se ocupard del movimiento planar de cuerpos homogéneos que se emplean
comunmente en la ingenierfa ¥ que tienen simetria, por esta razédn, el eje que se selecciona para

calcular el momento de inercia, es uno que pase por su centro de masa y es perpendicular al plano del

movimiento.
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Ejemplo 1
Calculo del momento de inercia de un alambre delgado con respecto a un eje que pasa por su

extremo.

La densidad del alambre es p = cte y se trata de una densidad lineal, tal que M = pL y su longitud L, }a
forma de obtener el momento de inercia jes integrando los elementos de volumen de 0 a L, es decir si

dv = pdx entonces

R

I nos representa el momento de inercia con respecto al eje 2z

Ejemplo 2
Ahora obtengamos el momento de inercia de una variila de radio r y longitud L con respecto a un eje

que pasa por su centro.
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Para obtener el momento de inercia, nos fljamos en que un elemento de masa dm puede representarse

como pdx donde p representa la masa por unidad de longitud

M
P=T

por lo tanto

dm= pdx

Observe que ahora es necesaria sdlo una integral de - % a L
2

12 12 12

"2
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Ejemplo 3
Calcular el momento de inercia de un cilindro sélido de radio R, longitud H y masa M con respecto al

ejez.

Supondremos que la densidad es constante p = cte, primerc obtenemos el momento de inercia de un

cascaron de ancho dy ydistancia y al eje z. El elemento masa es:

dm =2nypHdy

con

<l

Observemos que este cascardn tiene todos sus puntos a la misma distancia del eje z por lo gue su

momento de inercia es

di = 2nypHdy(y?)

y ahora debemos integrar de ¢ a R para obtener el momento de inercia total:

R R 4R
I= I 2ny3pHa§J=21tpHJ ydy =2npH y40
0 0
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Ejemplo 4
Momento de Inercia de un disco con respecto al eje z, perpendicular al plano del disco y que pasa por

su centro.

Para calcular el momente de inercia, construimos un anillo de anche dx; radio x y masa dm, sea G, la

densidad superficial de masa, es decir, se cumple la condicién ca = M, el anillo tiene un area

da = 2mxdx

Su masaes

dm = 2nxdx(o)
y como todos sus puntos distan lo mismo del eje Z, su momento de inercia es
dl = 2nxodx(x?) = 2nox3dx
Vamos a sumar el momento de inercia de todos los 2nillos integrando
R 4[rR

X
I,=2no I Xodx = 2mg _1°
0

4
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4 2
1= 220RY _ o

Como moR?*=cA=M
MR?
2

Iz =
Este resultado lo empleamos enseguida para calcular el momento de inercia de una esfera.
Ejemplo 5

Calcular el momento de inercia de una esfera homogénea de masa M y radio R con respecto a un gje

que pasa por su centro,

Utilizaremos el resuttado anterior del momento de inercia de un disco para obtener el de la esfera, para

ello “rebanamos”{a esfera en pequefio discos:

4\t
/

El momento de inercia de un disco de espesor dy, densidad p =

<|=

' V=% £R® yradio zes:

dl = % (dm)Z2
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donde dm = wpz’ dy entonces

dl = 17 nz? pzldy
dl= % npzidy

Delafigura z=(R?-y)"? y 2*=(R?-y)? entoncesdl es

d1=;— np (R* - y3)* dy
dl= ;_— np{R* - 2R%? + y*] dy
Integrado de 0 a R obtenemos la mitad del momento de Inercia, después multiplicamos por dos
R R R
I= npj R4dy - an2R2y2dy + npj yidy
0 0 0

Integrado cada mlembro y evaluando:

RS - npRs + TtpRS - 81'ch5
3 5 15

I= 4 R% 2 R?= 2 MR?
3 5 5

L]
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Ejemplo 6
Calculo del momento de inercia de un cilindro hueco de radio interior a y radio exterior b, respecto a

un eje que pasa por su centro de-masa, paralelo al eje longitudinal.

Comenzamos por obtener el momento de inercia de un tubo delgado de ancho dx centradoenel ejez.

%

Observe que la distancia de cada uno de sus puntos dista lo mismo del eje z, por lo que el momento de

inercia es
dl = x2dm
Ahora bien
dm= pdV
dV = 2maldx
dm = 2mxLpdx

dl = x2dm = x* 2nxLpdx) = 2npLx’dx
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Si sumamos el momento de in‘ercia de todos los“tubos”desde a hasta b, obtenemaos
I =-[: 2anx3dx = EEI—‘ b* - a*)
Como
(b4—a4)=(b2—a2)+(b2+a2)
la Gltima ecuacién nos queda

I= 2“49L[(b2—a2)+(b2+a2)

npL (b2 -2a%)=M
M es la masa del cilindro hueco, ] nos queda

I=-;-M(b2+a2)

Observe que el resultado de la integral admite otra factorizacion cuya interpretacion es interesante:

I = 21:49L b4 - at)= 1th£b2 B2 _ nggaz a2

1 2 1 2
— Mpb“ - — M,a
2 b 2 @

Que representa el momento de inercia de un cilindro de radio b menos el momento de inercia de otro
cilindro de radio a. Esto lo podemos interpretar como una resta del momento de inercia, de un cilindro
salido menos el de un cilindro interior, que es precisamente el hueco. Esta suma algebraica representa

un resultado general que detallaremos mas adefante.
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1.43 Teorema de los Ejes Paralelos

Existen una gran cantidad de cuerpos formados por otros mas simples como esferas, barras, cilindros,
etc. Es posible calcular su momento de inercia con respecto a algun eje, si conocemos [os momentos de
inercia de cada cuerpo simple con respecto a ese eje. Por ejemplo, el péndulo mostrado en la siguiente
figura esta compuesto de una varilla delgada y un disco, de la tabla 2.1 conocemos el momento de
inercia de cada cuerpo simple, pero nos falta conocer sus momentos de inercia con respecto a un eje

que no pasa por su centro de masa, sino respecto de un eje paralelo a éste, como el eje z delafigura.

{Como conocer el momento de inercia para este eje z, si conocemos el momento de inercia respecto a

su centro de masa?
Demostremos a continuacion el llamado “Teorema de los ejes paralelos”

Tomemos una “rebanada su centro de masa es cm y el punto P indica por dénde pasa el nuevo eje

con respecto al cual vamos a caicular el momento de inercia:

’
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Un elemento de masa tiene coordinadas (x,y) con respecto al ¢m, con respecto al punto P las
coordenadas son (x-d,y) puesto que la distancia del cm al punto P es d. El momento de inercia con

respecto al punto P es

Isz lx -d) +y)Pdm
m
1p=J' [x? - 2xd + d2 + y2 Jdm
m
Ip:I (x2+y2)dm—2dJ‘ xdm + dz_[ dm
m m m

El primer término es simplemente el momento de inercia con respecto a cm, el segundo término es cero

y el tercero es d? multiplicada por la masa del cuerpo, finalmente nos queda

Ip=Icm + d*M 1.38
Ecuacidn que nos permite calcular el momento de inercia con respecto a un gje paralelo al que pasa por

el centro de masa.

La razén de que ZdJ‘ xdm seacero es la siguiente:
m

Recordemos que la coordenada xqp del centro de masa de un sistema de partfculas es

2M;x;
Xem=—F——""
ZM;
para una masa distribuida, la coordenada x es
dem
Xem=—F7—
Idm

pero en nuestro caso Xcm = 0, es decir, el centro de masa esta en el origen de coordenadas por
lo que

jxdm = (O)J.dm =0 y - Zdedm =0




Introduccién a la Dinamica del Cuerpo Rigido

Ahora que ya sabemos calcular el momento de inercia de cuerpos simples, podemos calcular el de

cuerpos mas complicados.

Ejemplo 1
Determina el momento de inercia del objeto compuesto por una barra de longitud 2m y masa
m; = 20 Kg y una esfera en su extremo de radio 60 cm y masa my = 35 Kg,con respecto aun eje que pasa

por O,en el extremo de la barra.

El momento de inercia de la barra con respecto al eje 0 es —;— m;L?, mientras que el de la esfera con

respecto a su centro de masa es
5
Y con respecto al eje que pasa por O es

2 2

Ip =myr + my(2.6)%

Entonces el momento de inercia total con respecto al eje que pasa por O es
%mle + %mzrz + my(2.6)% =1Ip

Sustituyendo los datos obtenemos Iy = 268.3 Kg/m? 2 893191

Pasemos a resolver problemas en los que se aplica lo que ya conocemos sobre dinamica del cuerpo

rlgido.
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1.5 Ejemplos de movimiento plano de un cuerpo rigido
Antes de iniciar la discusién de algunos problemas vamos a conocer el sentido de la fuerza de friccion
en las ruedas, cilindros y esferas que ruedan y estan en contacto con un plano. Algunas veces la friccion

tiene un sentido y otras ocasiones el inverso, veamos con detenimiento esta situacion.

Pensemos en un automaovil que tiene traccion delantera y estd moviéndose hacia la derecha.

v

—>

TITITITITTITISRITLITIIIISIRIT

La rueda trasera que gira libremente y es jalada por las delanteras.

mg

N

La friccién va hacia atras porque las ruedas traseras tienden a deslizarse hacia delante.

Para las delanteras, que son las motrices, la friccion va hacia delante ya que la rueda motriz tiende a girar
en el sentido de |las manecillas del reloj y la cara de la llanta que esta en contacto con el piso tiende a

moverse hacia atras, por lo que la friccidon va hacia adelante.

mg
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Si lanzamos una esfera hacia delante, como una bola de boliche, esta no tiende a girar hacia atras sino
tiende a avanzar hacia adelante y slo si hay friccién va a rotar,en caso contrario se desliza hacia adelante,

por eso la friccién va hacia atras.

En una bicicleta ocurre lo mismo, en una que se mueva a la derecha, la rueda motriz trasera gira en
sentido de las manecillas del reloj, es decir, hacia atras, con respecto al piso y la friccién apunta hacia

delante.

v
——

fi

En cambio la rueda delantera no tiende a girar hacia ningdn iado por si misma, tiende a desplazarse

hacia delante y por lo tanto a resbalar hacia delante; por lo que la friccién va hacia atras.

v
—

f2

El sentido de la friccién depende de si el objeto tiende a girar por si mismo o tiende a resbalar hacia

delante.
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Ejemplo 1

Un automoévil avanza hacia la derecha acelerando desde el reposo, suponga que las ruedas motrices
traseras no resbalan y la aceleracién es la maxima que soporta el automévil sin que las llantas resbalen.
:Cudl es su aceleracion? Su masa es de 1900 Kg vy el coeficiente de friccién maximo estatico es g = 0.6,

suponga que la friccion en las ruedas delanteras es despreciable

IT777IrTIFFTITIIT7777
19m —0.8m—

Solucién

El DCL es el siguiente:

N mg

La fuerza de friccion hacia atras (f’) en las ruedas delanteras es despreciable y no la incluimos en el

analisis.
Aplicando las ecuacion 1.4.8 ocbtenemos:
LFy=f Maye = 1900 ay XFx=Ny+Np-mg may = 1900 (0)

Conrespecto ala llanta trasera:

Il
[=]

2 T, = N7 (0) - (mg)(1.1) + Np (1.1 + 0.8) Ia
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Ya que no hay aceleracién angular del automévil, pues no gira en el plano del papel. Las ecuaciones nos

guedan:

f=(0.6) Ny = 1900 a, 1.38
NT+ND'-ng=0 1.39
~mg(1.1}+Np (1.9) =0 1.40

de la dltima ecuacién

_mg (1.1} (1900) (9.8) (1.1)

Np = 0o - 09 =10,780 N

sustituyendo en 1.39

N1 =(1900} (9.8) ~10,780=7,840N
y sustituyendo la ecuacién 1.38

(0.6) (7,840)
1900

X

ay= 248 m/s?

Ejemplo 2
Un camion de carga que se mueve a 90 km/h lleva una caja, calcular la distancia minima en que puede
frenar si se desea que la caja no deslice. La masa de la caja es de 200 Kg y el coeficiente maximo de

friccién estatico es p=0.2

FITITETSISSTITTTITIIITITIII S

Una vez que conozcamos ia aceleracion maxima, se puede calcular la distancia minima de frenado. Para

ello vamos a determinar primero |a aceleracion maxima hacia la izquierda que soporta la caja.
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DCL de la caja:

f—

mg
A

N¢

La fuerza de friccién esta dirigida hacia atras ya que la caja tiende a moverse hacia delante, tenemos
que:

f=uNg

mg estéa dirigida hacia abajo y la colocamos actuando en el centro de masa, la aceleracidn ay lasuponemos

también actuando en el mismo punto.
2 Fy=magy Ne-mg = 0
2 Fy = Macx -f =-macy
(el signo menos se debe a que escogimos hacia la derecha el eje positivo)

(Si suponemos que la caja no vuelca, entonces la ecuacion de momentos no es necesaria, si la deseamos

escribir es necesario modificar el DCL como se muestra en el problema siguiente)
Revolviendo para ay y N. obtenemos:
N¢=1960 N
acx = 1.96 m/s

Es la maxima aceleracion que soporta sin resbalar, ahora para calcular la distancia de frenado utilizamos

esta aceleracion maxima. R

Utilizamos la ecuacién

Ve =v -2ad
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sustituyendo

vi =90 km/h =25 m/s

vf =0
- 252-0

T {2.196)
d =2846m

Ejemplo 3
Se empuja una tabla cuadrada de 30 Kg. Aplicando una fuerza de 400 N si el coeficiente de friccidn es
u=0.35 calcule [a aceleracién y demuestre que no vuelca,

—0.9m—

El DCL de la tabla es:

Ir|1g
“— y
cm
f-«
FXT
Ny

Observa que Nt no se dibujé directamente abajo del cm porque cuando se aplican fuerzas como en
este caso, que F tiende a hacer girar {(a volcar) en el sentido de las manecillas del reloj, Ny es fa que

equilibra la suma de torcas y su posicién varla dependiendo de F, f y las dimensiones de a tabla.
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Vamos a suponer gue la tabla resbala y no vuelca, obtendremos x, el valor debe ser 0<x<0.45 m.

Apliquemos las ecuacion para |a traslacidn pura: 1.34d,1.34e y 1.34f,

L Fy=macy F - uNp = macx

Z Fx =macy Ny -mg =0

Para la suma de torcas

-F (066 - 0.45) - uN7 (0.45) + Ny (x) =0

NT = 294 N
cx= 9.9 m/s?
x=04m

Se observaque x <0.45 porlo que no vuelca.

Ejemplo 4

-Veamos ahora el caso de traslacion y rotacion combinadas.El yo-yoes un juguete que vamos arepresentar

por un cilindro delgado de radio r y masa m que se desenrclla de una cuerda.

En este caso la tercera de las ecuaciones ya no es igual a cero y la planteamos como

ZTZ = Izﬂ.
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En primer lugar el problema se puede dibujar como

Vamos a suponer que la rueda pasa por el punto B, es decir que esta enrollada en la periferia del cilindro

de masaM. Losdatosson: M =0.100Kg, r=0.05m
La coordenada x mide la distancia de cuerda desenrollada mientras que el yo-yo gira un éngulo 6, con

velocidad angular @ y aceleracién angular ¢, nuevamente en este caso tenemos:

Puesto que la cuerda gira sin resbalar. Como se puede ver este es el caso general de movimiento de un

cuerpo rigido que se traslada y gira.

Debemos determinar Macy, = ZF, para ello dibujamos el DCL que es |

Max=Mg—T a)

Mg

Observe que en este caso el cilindro gira con respecto a un eje que se mueve, esto no altera la ecuacion

[;a = Z T, que observando el eje z positivo nos queda:

%Mr2a=Tr _ b)
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Las ecuaciones entonces son
Ma,=Mg-T y -zl—Mr2a=Tr

con la ecuacion extra

Ecuaciones simples que se resuelven inmediatamente:

La ecuacion para {a torca la reescribimos como

—2]- Mrar = zi Mra
y Tr= Tera"
o sea
T= 7‘ Mrax d)
Y sustituimos en ella T de la ecuacion a)
T=Mg -May

Obtenemos

Mg - May = %Max

Mg = —;Max + May

Mg=ax(?’g/I

j
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Despejando ay obtenemos

Sisustituimos ay enlaecuacion a)

T= Mg
3

Si deseamos resolver el problema mas generalmente, la ecuacion b) la planteamos como

lo=Tr
y la solucidn es
ax——- IMg
=+M
I
Y
Mg

T

1+ME2

en términos del momento de inercia.
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Ejemplo 5

Uno de los problemas de aplicacién de la ecuacién de rotacion mas comunes es el de la maquina de

Atwood.

Este arreglo consta de una polea P de masa m =5 Kg y radio r =0.20 m.Cuelgan las masas m;= 16 Kg.

y m, = 10 Kg, el cable hace girar la polea y no resbala.

Determine la aceleracion de cada masa y la tension en el cable.

Solucidén

Comenzamos por comprender el problema indicando que la masa M, va a descender, la masa M,

ascendera y el cable causa una rotacién en |a polea con aceleracién angular a.

Valela penanotarqueeneste caso laaceleracion del cable y lade lapoleaestanligadas matematicamente

por

También hacemos notar que la tension a ambos lados de la polea no es la misma.

Las ecuaciones que utilizaremos son:

LFy = may . paracadamasay

X1y =l para la polea.
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Diagramas de cuerpo libre

T, T,
1 !
) e
— | o
+ T my m;
Y l
m m
18 28 T, T,
Ecuaciones
T -mg=-ma T, - mug =mya Tr-Tr=Ia

Las incégnitas son a, 0, Ty y T, nos falta una ecuacidon que es a = or
Despejamos T; y T; ¥ las sustituimos en la ecuacién para la rotacién, ahl también sustituimos a = or
T, =mpa + myg y T,=mg-ma
Sustituyendo T, y T, enla ecuacién paralas torcas
(-m;a +m;g)r - (mya + m,gr = %
Reacomodando términos y recordando que en este caso
1= —?1_— mr?

2mip-2m
a= BT 5 6 e

2m; +2my+m

Sustituyendo en las ecuaciones para T,y T

T,=12378N

T,=118.63N
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Ejemplo 6
Un cilindro de masa M =75 Kg y radio r =0.30 m gira debido a que un bioque de masam =10 Kg

sujeto a la cuerda estd cayendo. La polea P es de peso despreciable, Determinar la aceleracion con la
que cae el blogque.

E=SESESE S

Primero comprendemos el problema.

El bloque m nocae en caidalibre porque el cilindro C gira e impide que el cable se desenrolle libremente.

La aceleracién con que cae m es la misma que el cable tiene en C. La unica fuerza externa al sistema es

la fuerza de gravedad.

Culdado. La fuerza tangencial que aplica el cable ai cilindro NO es la del pesc del bloque m, es la

tension en la cuerda.

Ahora dibujamos los diagramas de cuerpo libre necesarios y aplicamos los principios para resolver el

probiema.

Los diagramas de cuerpo libre para & cilindro y el blogque son:

AN

Vamos a aplicar la Segunda Ley de Newton para aceleracién lineal y para rotacion.
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Del DCL para el cilindro

2T =Iaes ~Tr=-Ia o Tr= Ila
Tr e Iuson negativas porque estan en el sentido de las manecillas del reloj, y del DCL para el bloque
obtenemos

T-mg=-ma

en este caso el cable no resbala en el cilindro, entonces a = ar, las tres ecuaciones son

Tr=Ia T-mg=-ma y a=ar
Despejamos T de la sequnda y ahf mismo sustituimos el valor de a, como ar

T =mg - mor

al sustituir este valor en la primera de ellas obtenemos

rngr—mur2 =Ia
Y para o se obtiene
o= D8
I+me?

Sustituyendo valores y recordando que
= % Mt = 3.375 Kgm?
Obtenemos finalmente que

@ = 6.877 rad/s?

a= 2.06 m/s
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Ejemplo 7

Ahora resolveremos dos problemas parecidos que causan confusién, el primero de ellos es:

r
E
\

Al cilindro C de masa M =15 Kg y radio r=0.20 m se le aplica una fuerza F = 98 N. Determina la

aceleracion angular del disco, la aceleracion del cable y la velocidad del cable después de 2.5 s.

Comprender el problema. Se aplica una fuerza F constante, directamente sobre el disco para hacerlo
girar, ésta es una fuerza externa aplicada directamente sobre el cable. El dnico DCL que requerimos es

el del cilindro C.
AN

]
\-

Y Y
Mg

La Unica ecuacion que aplicaremos es 2T = Lo, observamos que ni N ni Mg producen torcas sobre el
cilindro ya que pasan por el eje de giro entonces

[ 3

Fr=1a

y a es la Unica incognita ya que

Mr? = 3.3 Kgm?

H
.=
~|—-‘
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entonces

a= FL 4 (98)(020) _ 533 raq/s2
I 03

La aceleracion del cable es a =ar

a=65.33 rad/s? (0.20 m) = 13.06 m/s2

La velocidad del cable después de 5 segundos es

V= at =(13.06 m/s2)(2.5 s) = 32.67 m/s

Ejemplo 8

Modifiquemos el problema anterior:

Se trata de un cable enrollado a un cilindro, que esta sujeto a una masa m = 10 Kg, el cilindro es igual
al anterior de M =15 Kg y r=0.2 m. Determina la aceleracién angular del cilindro, la aceleracién y la

velocidad dei cable después de 2.5 segundos.

Comprender el problema. En este caso el peso NO actla directamente sobre el cilindro ya que el

bloque no cae libremente. La fuerza externa es la fuerza de gravedad. Ahora se requieren dos DCL'S ya

2893191

que fa fuerza que mueve al cilindro es la tensién y no el peso.

49
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T Jr \/

Mg mg

Aplicaremos la Segunda Ley de Newton para rotaciones y movimiento lineal, para el cilindro Tr =la y

el bloque T - mg =-ma
Ademas, como la cuerda no reshala a = ar,tenemos tres ecuaciones
Tr=Ia T-mg=-ma y a=ar

Sustitulmos la tltima en la segunda y a su vez despejamos T y la sustituimos en la primera, cbtenemos

mgr - mar? = l¢
despejando a nos queda
= 0BT
I+mr?

Sustituyendo valores y recordando que 1= -;— Mr? = 0.3 Kgm?

0 =28 rad/s?
Compare este valor con el de 65.33 rad/s® que abtuvimos en el caso anterior.

La aceleracién del cable es

a=ar= 28rad/s? (0.2m)=5.6m/s’
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Y su velocidad después de 2.5 s.es

V= (56m/s)25s)=14m/s

que contrasta con los 32.67 m/s.

Observe que este y el anterior problema son parecidos, pero difieren en la fuerza que se aplica al cilindro,

enuncasoes F =98 Nyen otro es latension T =42 N como se puede verificar.

Ejemplo 9

Una barra uniforme de longitud / ymasa m gira sin friccién alrededor de una bisagra O. Calcular las
aceleraciones angular y lineal iniciales de su extremo libre.

Dibujamos el DCL de la barra:

I*y
N,ﬂ——«. " o x
0 — 12 —+ ) ; ‘
mg 1 z
F ! I y

Como va a girar alrededor de O, la ezuacién es:

ETO = g" I.;o = Io Q.
dt
En este caso el punto O se encuentra en la bisagra y

¥1,=-mg —i {va que el eje Z apunté hacia fuera del papel)
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la aceleracion a también es negativa porque va en el sentido de las manecillas del reloj.

2

I=

3
es el momento de inercia con respecto al extremo,
entonces
mgl _ mg:"?Ol
2 3

es decir:

% g

entonces

_Bg 3
a=-r— =58

Eneste y en el problema que sigue no se plantean las ecuaciones para ZFy y ZFy porque no deseamos
obtener las reacciones en esos puntos. Para ello se requieren las ecuaciones cinematicas del cuerpo

rigido y el problema es mas complicado que los que deseamos plantear en este nivel.

Ejemplo 10
Una placa homogénea de masa m =2 Kg y de 0.2 m de ancho y 0.8 m de largo, puede girar libremente

alrededor del punto A. Calcular su aceleracién angular al soltarla.
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ElI DCL en el punto mostrado es

Y Y
- ! _
—)NKI )a x
Y z
W

La ecuacidén de movimiento de la placa es

ETA=IAO-

en aeste caso:
2Tp=-mgl=-2(9.8)(0.1)=-1.96 N/m

e [ esdelatabla 1.

Conrespecto al centro Iy = _1]'2" (m (a? + b?) y por teorema de ejes paralelos I, = [, + mr?

I = % m(+bd)+ mP = —}Tmz (0.2% + 0.8 + 2(0.19) = 0.133 Kg/m?

entonces

—mgl=—(—]1-2—m(a2+b2) + mP) e

0 sea
-1.96 N/m = 0.133 Kg/m? &

o = 14,737 rad/s?
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Ejemplo 11

Dos masas m; y m; estan unidas como se muestra, la masa m; no presenta friccion. Determine la

aceleracién de las masas y la tensién en la cuerda. La polea puede aproximarse a un cilindro de 15 cm

de didmetro y 2 Kg de masa y gira sin que la cuerda resbale por elia.

m; =4 Kg
m; =3 Kg
r=008m
m; =2 Kg

Suponemos que los ejes x-) estan como se muestran y que el gje z sale del papel.

Hagamos un DCL de cada cuerpo:

N, N, T,
T a— T, T
a | m —»T, ™ b) )e 9 | m,
‘Mg mzg T mg
2

Observe que en a} N; y m;qg se anulan porque no hay aceleracién en la direccién y, por lo que

—Ipa = '-Tl

El signo menos es por el sentido del eje x. Para el DCL de la polea, tenemos que N; = m;g ya que la

polea no sufre traslacion, la ecuacién de torcas® queda de acuerdo con la direccidn positiva del eje z:

¥ Recuerde que es la ecuacion T = g—%
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Tir-Tyr=-al

El signo ol es negativo, de acuerdo con la direccién positiva de!l eje z; como el momento de inercia de

un cilindro alrededor del eje z es %mrz, la ecuacién anterior nos queda
Tir-Tyr=- %m;rz a
o de la manera siguiente:
Tr~-Tir= —;— m3r2 a
Finalmente del DCL de la masa m; obtenemos la ecuacién
-T; + mg=ma

Ahora observamos que si la cuerda no resbala por la polea tendrd la misma velocidad y aceleracién

tangencial que la periferia de la polea, donde se cumple que:

Escribimos juntas las ecuaciones para tener mayor claridad
= = Lmy? T =
m,a Tl Tzl'-Tll'— ?mg a =1+ mg= ma
y la condicion ra=a

Las incégnitas son a,a, T, Ty, para despejarlas se requiere manipular las ecuaciones, por ejemplo:

1

211131’20.

T,=ma y T;=mg-ma sesustituyenen T,r-Tr=

m; gr — myar — mpar = i11'13,1'1'(71'.=

1
3 - MDara

2
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Reacomodando términos:

m,gr= %mﬁa + m,ar + mpar

m,gr = a(m; + m; + ) r

De aqui obtenemos a

a= oy . g =4.9 m/s?
{m; +my + 5 m;)

De aqui obtenemos facilmente o yaque a=ar y

m,;

o= 7 g =615 rad/s’
r(ml +m; + > mj)
T, es inmediato ya que T;=m,a, entonces
T, = L g =858 N
{m) +m; + 5 ma)

y T, se obtiene a partirde T,=m;g-m,a



Introduccién a la Dinamica del Cuerpo Rigido

1.6 Impulso y momento angular
1.6.1 Conservacion del momento angular

Asi como el Momento Lineal o Impetu se conserva, el Momento Angular también lo hace. A partirde la

ecuacién T, = 0 se sigue que

L=cte 1.41
Es decir, si la torca es cero entonces el Momento Angular se conserva. En particular

L,=cte 1.42

Las fuerzas internas ejercidas por las diferentes partes de un cuerpo rigido no modifican el Momento
AngularTotal del cuerpo. Enlos museos de ciencias existen plataformas giratorias en las queuna persona
puede girar con los brazos extendidos y después lleva sus brazos al pecho y girara mas rapido debido
a que su momento de inercia decrece y por lo tanto la velocidad angular crece para que_f, conserve su

magnitud. Lo mismo ocurre en una silla giratoria de oficina.
Recordemos que este momento angular se conserva respecto a cualquier punto localizado sobre el eje
de rotacidn del sistema y desde luego, con respecto al centro de masa del cuerpo rigido, esto implica
que

lw =cte 1.43
que también se escribe como

{Iw); =(w)k 1.44
Esta ecuacion se utiliza, al igual que la conservacion del momento lineal, para calcular @ después de

que ha transcurrido una transformacién en el momento de inercia del cuerpo, como en el caso de una

bailarina que extiende sus brazos o un clavadista que despega sus rodillas del pecho. -

Mas adelante veremos ejemplos de la utilizacién de estas ecuaciones.
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1.6.2 Principio de impulso angular y momento angular

En esta seccién, como en las otras, vamos a utilizar un movimiento en el plano para el cuerpo rfgido.
Recordemos la ecuacién 1.3.3 que podemos escribir como
d
=—=(w 1.45
T=5=(®)
ya que I es constante (salvo en los casos que vimos en la seccién 1.5.3, de Conservacién del Momento

Angular), si multiplicamos la ecuacién 1.7.1 por dt e integramos en dos instantes de tiempo t; donde

Ow=w, Y t; donde @=w-
L
J- 7dt = Wqp— Wy . 1.46
L

Esta ecuacion es valida por el centro de masa o un punto sobre el eje de rotacién. Esta ecuacion se

conoce como Principio de Impulso y Momento Angular.

Su significado es el siguiente, la integral
J'tzrdt 147
L

se denomina Impulso Angular, por analogia con el impulso lineal, y es igual al cambio de momento

angular L de un cuerpo rigidode t; a t;.

Estrategia para la Solucién de Problemas con el Principio de Impulso y
Momento Angular

Antes que nada hay que aclarar que cuando se involucran torca y velocidad angular,en primer lugar
se determina el momento angular inicial y después la torca aplicada. Si es posible se dibujan los

diagramas correspondientes y se determinan las relaciones cinematicas si es posible.

En segundo lugar se determina si la torca que actia es constante, porque esto reduce
considerablemente la dificultad de la integracion que sera simplemente 7 (t; - ty).

i ]
Como tercer paso se aplica la ecuacion 1.46 que en un problema general se puede completar con
la ecuacién para el impulso lineal.

L
I Fdt = mv; - mv,
b
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Resolvamos un problema que sélo implique rotacién,

Un disco de masa M =5Kg y radio R =0.20 m gira con una velocidad de 33 rpm, si se deja caer un
segundo discode masa m=2Kg y r=0.10 m sobre el primero y debido a la friccién giran juntos sin

resbalar, determine la velocidad angular a la que giran juntos.

Como es un problema que involucra velocidad angular y las torcas externas son cero, es un problema
que se puede resolver utilizando el Principio de Momento Angular. La fuerza de friccion es una fuerza

interna asi que la eliminamos del analisis.

Aplicando la ecuacion 1.46,sea w1 la velocidad del disco antes de afadir el otroy of las velocidades

angulares de los discos juntos, lo mismo para los momentos de inercia, Calculemos I;, If ¥ o;
Ii= 2 R?= 1 (5 Kg)020 m)* = 0.10 Kgm?
Ir= I, + I, = 0.10 Kgm? +71 mr? = 0.10 Kgm? + (2)(0.10)% = 0.11 Kgm?
®; =33 rpm =(33) 2 Im; rad/min = (207 rad/min)(1 fn/60 $) = 3.46 rad/s

Con esto ya planteamos la ecuacién 1.6.5

i o; + I‘tdt =lrof
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Como no hay torca externa

I o;=Ifor

(0.10)(3.46) = (0.11) wf

- (0.10)(3.46)

011 =3.15rad/s

Si el segundo disco que cae sobre el primero fuese igual entonces Iy = 2I; y el resultado seria

_ (010)@) o
Of=""9%2 2

Es decir que la velocidad decrece en relacién al cociente de ios momentos de inercia.
Resolvamos el sigulente problema.

El bloque de masa m= 10Kg jala una cuerda enrollada a una polea en forma de disco de 15 Kg,determina

la velocidad angular del disco.

E

Como se nos pide determinar la velocidad angular de la polea, es un problema que se puede solucionar

por medio del Principio de impulso y Momento Angular.

Realicemos primero el DCL, separamos los dos objetos:

60
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<\ TT M=015m
/' r=0.15m
(‘i‘\ I lV Lx mg = 10 Kg
T mp=15Kg
. vWs

Determinamos las relaciones cinematicas w = Vr = V{0.15)

El momento de inercia que vamos a utilizar para la polea es:
1 _ 1 2 _ 2
I = Tmpé = - (15)(0.15)* = 0.169 Kgm

En este caso la polea se mueve circularmente y el bloque linealmente, por lo que aplicamos el principio

de impulso y momento angular (ec. 1.46) y el principio de impulso y momento lineal.
Para el bloque,sean Vg; ¥ Vps sus velocidades ent=0segundos y t=2segundos

2
mpVgi+ .[( T-Wg)dt=mgVps
0

(10 Kg)(0 m/s) + T(2s) ~ (98 N) 2 s = (10 Kg) Vg
2T - 196 =-10 Vgt 148

que es una ecuacién con dos incégnitas, para determinar las incégnitas vamos a utilizar la ecuacion 1.45

para la polea.Sean @, y @, las velocidades angularesen t =05 y t=2s,respectivamente
2
Io, - .[T (0.15) dt = - Y,
0
{el signo menos se debe al sentido de la rotacién)
Como ;=0 y T esconstante

2
0—0.15TIdt=—Ia>2
[}

61
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-015T(2)=
de esta ditima ecuacién despejamos T
0.169
T= 015 @

sustituyendo en 1.48

~0.169 @, 1.49

,= 0.563

2{0.563 ;) - 196 = — 10 Vpr

como Vgf = 05(0.15)

2{0.563 wz) - 196 = — 10 05(0.15) = -

1126 @ + 1.5®; = 196

w, = 74.6rad/s

también podemos obtener la tensién en el cable

T=0563 ;= 42N
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1.7 Problemas complementarios

1.La placa triangular homogénea de 10 kg de masa, es trasladada verticalmente hacia arriba por efecto
de la fuerza F como se muestra en la figura. La placa es guiada por unos rodillos, de masas insignificantes,
que se deslizan sin friccion a lo largo de una ranura vertical. Determinar la aceleracién de la placa y las

reaccionesen Ay B.

F=150N
a=09m

b=12m

Solucién

ZFXZRB—RA=0 1

2Fy=F-mg=ma 2

Sistema:placa

EMg =Ra (1b) +Ra @b) ~F () 3
D.C.L.

Respecto a 0, el centro de gravedad G se ubica en (%a, _;_b)
- g=F _
de{2):. a = g

a= 150N _98 m/s? , a=5.2m/s?
0 - 10kg
Ra

G de(1: Rg=R,

Rg—° Rp=109 150N
mg 312

Ry=Rg=375N

Y
j \ ):MgzN—mg €0s20° - F sen20°=0
X

2Fy=N-mg c0s20° - F sen20° =0
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2. Una placa cuadrada uniforme resbala con aceleracién A cuando se le aplica la fuerza F como sefiala

ia figura.

Calcular dicha aceleracion y dénde estd aplicada la reaccién normal que ejerce el piso sobre la placa.

m=15Kg

F=80N

a=090m

b=060m

Solucién
ZFX =F- f =1mA 1

Sistema: placa
2Fy=R-mg=0 2
D.CL.
f=pR 3
ZMg=Rx-Fp-f 2 =0 4
F G b= 3
—> G
[ f El centrodegravedad G de laplaca se ubica en el centro geométrico
i._x_. < de la misma.
m
8 R de{2): R=mg=15kg 9.8 m/s2=147 N
de(3): f=02(147N)=294N
¥
’ . A=F—-f_ 80N-294N _ 2
X de(l): A = T5kg 3.37m/s
e Ftfy L BON6m) 294 N(0AS M) 2
de (4): x_..R_ =F TN =3.37m/s
x= 0416m

iQuépasasi x> 045m?
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3.La rueda tiene tna masa de 25 kg y un radio de giro Ky=0.15 m.Originalmente gira a w] =40 rad/s.

Sies colaocada sobre el piso, cuyo coeficiente de friccién cinética es L =0.5, determine el desplazamiento

angular de la rueda necesatio para detener el movimiento. Desprecie la masa del enlace AB.

\Vl

Sistema:rueda

D.CL.

mg

Solucién

2Fx=f-F=0 1
2Fy=R ~-mg=0 2
f=pR 3
IMp=fR =mkj a 4

de(2):; R=mg=15kg (9.8 m/s?)=245N
de(3): f=pmg
de {4): U mg R=mkj a
de aqui obtenemos: o = 337 m/s?
pgR

de (4): k%;

observamos gtie a es constante, por lo que utilizamos la

ecuacion siguiente

Donde W, =0 2.2
. 2 (.0153
. L] 92—91=A9= - CO] :—2 R
2a “'g
— A0 [@ady2 2
Ag <A OISM 5146 rad

2(05)(9.85)245 N

El sigho menos significa que el desplazamiento es en el sentido

contrario alas manecillas del reloj.
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4. Determine la aceleracién angular de la varilla de 25 kg y las componentes horizontal y vertical de
reaccion del perno A en el instante en que se quita la fuerza F. Suponga que la varilla es uniforme y
rlgida y que en el instante que se suprime F, el resorte de constante K est4 comprimido un maximo de

200 mm, @1=0 o que |a varilla esta horizontal.

Solucion

Tomamos componentes radial gt de |la aceleracién del

centro de gravedad de la varilla.
w2
ZFrz Ax =m I—:Ax=o

Porque W =0 en el instante que se suprime F

LF = -Ay - ky + mg=ma/ 1

IMg=-Ayl = 1 m(2)’a= 2
Sistema:varilla

de(2)-Ay= % mal estoen (1)

DCL.
1mlo - ky+mg=-ma/

gmla:ky—mg

0'.=3 (ky—mg)
4ml

3 (7R 200m-25 kg 9.8
- 4(25kg) (1.5m)

o = 23.1 rad/s?

re) "

Ay = 1(25kg) (1.5 m) (23.1 rad/s?)

-

Ay =288.75 N
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5.El disco de masa M=20 kg y radio R=0.8 m, tiene enrollada una cuerda de la que cuelga un bloque de

masa m=5 kg, determine la aceleracién angular del disco cuando el bloque es soltado desde el reposo.

También jcudl es la velocidad que alcanza el bloque después de caer una distancia 2R desde el reposo?

Ignorar la masa del enlace AO

M

Solucién
El disco sélo tiene rotacién pura
IMg=TR = 1 MR’a 1

El bloque sélo tiene traslacion pura

2Fy=mg-T=m, 2

Condicién cinematica
Sistema: disco

DC.L. ’ a=aR 3

Mg (My@3)en(2: mg- ] MRa = mRa

N

de aqul obtenemos:

mg

4=

(i M+mR
T
5kg 9.8 m/s? 3
Sistema: bloque = ————— = 40Brad/s
15kg 0.8 m
p.CL
a= 3.27 m/s? constante

Vi=20QR-0)a+Vi, Vi =0

T
i J;( VA =\/ 4aR = \/2(3.27 m/s?) 08m = 323 m/s

mg
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6.El disco B rueda sin resbaiar hacia abajo en el plano inclinado, suponiendo que la cuerda que esta

enrollada en ambos discos no resbala, calcular la aceleracion del centro del disco B.

Sistema: disco A

D.CL.

Mg

AX(——
Ay
T
A}’
Sistema: disco B Solucién
_ =1 2
DCL. EMA— TR-—ZMR Oa 1
2Fx=Tmgsens-f—T=ma 2
IMp = fr—Tr =1 mrap 3
condiciones cinematicas
a=qpr 4
s R =og?r 5

De estas 5 ecuaciones

*

a=—2B_ osens
Im+4m

Observemos que a es constante,
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7. El disco uniforme de masa M=10 kg y radio r =0.5 m, y el bloque de 4 kg son liberados desde el

reposo. Determine la velocidad del bloque cuando t =35.El coeficiente de friccién estética es p=0.2.

Desprecie las masas de las cuerdas y de las poleas

Sistema: disco
D.CL.

Mg

Sistema: polea
D.C.L

T T

- €«

Sistema: blogue
D.CL.

!

Solucion

Vamos acalcularlaaceleraciondelbloque parapoder responder

la pregunta del problema
ZFy=mg-T = ma
SFy=T+f=mA
IMg=Tr- fr = Mr'a
LFy=T -2T'=0

condiciones cinematicas

de estas seis ecuaciones se llega a

4= 2m

= ————§g = constante
2m+3m

Vy,=at+V; pero V| =0

V=619 m/s

09
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1.8 Problemas propuestos

1. El cilindro homogéneo C y el tubo T se encuentran en contacto, y se dejan en libertad a partir del
reposo. Sabiendo que tanto el cilindro como el tubo ruedan sin resbalar y que tienen la misma masay
radio, calcular la distancia que los separa al cabo de 3 sequndos.

Sugerencia: Encontrar la distancia que recorre el centro de cada cuerpo,

d=128m

2. Un cuerpo de masa M y radio r rueda sin resbalar bajando por una via en forma de rizo, como se

muestra en la figura. Si comienza del reposo a unaaltura h = 2R y pasa por el punto Q con una velocidad
Vo=V10Rg /7, , determine el momento de inercia del cuerpo.

M, 1

3. Una particula de masa 0.5 kg se mueve con la velocidad indicada, sobre una mesa horizontal lisa, de
manera que choca con la varilla de masa M = 1 kg. Si la partfcula queda pegada a ta varilla después del

choque y despreciando la friccién en la articulacién, calcular la velocidad angular de la varilla después

del choque.

e e St S dem ——
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4. El disco uniforme A de masa 8 kg estd en reposo cuando se pone en contacto con una banda
transportadora que se mueve a velocidad constante de 2 m/s. Suponiendo que el eslabén AB tiene un

peso despreciable y sabiendo que el radio del disco es de 15 cm y el coeficiente de friccion con la banda

es de 0.4, calcular la aceleracion angular del disco.

i

a = 5.27 rad/s?

S. En el instante mostrado, el disco B de 10 kg y T = 0.3 m, tlene una velocidad angular de 2 rd/s en el
sentido del movimiento de las manecillas del reloj. Si la masa de la polea A es despreciabie y el cable
se enrolla en B, determine la distancia que recorre el bloque antes de detenerse, si el bloque tiene una

masa m =5 kg y un coeficiente de friccién con el piso de 0.8. 5ugerencia: Utilizar el método de energia.

A

d=028m



~J
e
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6. La varilla de la mancuerna mostrada tiene una masa despreciable e inicialmente esta en reposo sobre
una superficie horizontal lisa. 5i una particula de masa m = 0.5 kg con velocidad inicial de 2 m/s choca

contra la varilla rebotando con una velocidad de 1 m/s, calcular:
a} La velocidad def Centro de Masa de la mancuerna después
del choque.

Vom = (0.134, -0.080) m/s

b) La velocidad angular de la mancuema después del choque.

o =0.03 rad/s

7. El movimiento de una barra semicircular de 4.5 kg se guia mediante dos ruedas pequefias que rotan
libremente en una ranura vertical. Sabiendo que la aceleracién de la barra es a = g/4 hacia arriba,

determinar a) la magnitud de la fuerza P, b) las reacciones en A yen B.

P=55.125 N
Np=17546 N
Np=17.546 N
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8. El volante de 125 kg tiene un radio de giro de 37 cm. El bloque de 15 kg cuelga del cable enredado en
el volante cuyo radio es de 50cm. Si se parte del reposo y se desprecia la friccién, determinar

a) La aceleracion del volante, b) la rapidez del bloque después de 2 seg.

a) @ =3523 rad/s*

b) V=3523m/s

9. La rueda mostrada tiene una masa de 20 kg y un radio de giro de 1.8 m respecto a su centro de masa
Gy unradio r de 2 m.Si se mueve inicialmente hacia la derecha con una velocidad de 4 m/s,rodando sin

resbalar, determinar la distancia que recorre en esta direccidén antes de regresar.

k=148 N/ A

d=1.98m

10. El carrete de 8 kg tiene un momento de inercia respecto a su centro, de 0.98 I-:g/m2 . Sila cuerda
se desenreda sin resbalar y el carrete resbala en el piso, encontrar la aceleracién angular del carrete,
~ sabiendo que el coeficiente de friccién cinética con el piso es de 0.1 y el angulo que forma el piso con la

horizontal es de 30°. Losradiosr;=2.15m y r; =0.3m.

o =1.01 rad/s?

~1
175
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11.Eldiscouniforme de 30 kg y radio 0.3 m estd articulado en A.Despreciando la friccion enla articulacion

y suponiendo que el blogue de 10 kg se suelta a partir del reposo, encontrar la velocidad angular del

disco después de haber recorrido 2 m.

o =9.84rad/s

12. Una barra gira alrededor de uno de sus extremos con velocidad angular @ = 6.5 rad/s, en un instante
dado forma un angulo de 38° con la harizontal. Determine la velocidad y |a aceleracién de un punto que

se encuentre a:

a) 25 cm del punto de rotacién sobre |a barra.

b} 50 cm del punto de rotacién sobre fa barra.

a) v=1625 m/s, a=10.5625 m/s2

b) v=3.250 m/s, a=21.250 m/s>
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13. En el instante mostrado en la figura el disco B de masa M = 20 kg y radio r = 30 ¢m, tiene una
velocidad angular de 15 rad/s en el sentido negativo. 5i la masa de la polea A es despreciable, la masa
m vale 5 kg y el cable se enrolla en B, determine cuanto subira el bloque antes de que su velocidad sea

tero,

h=232m

14. Una barra delgada de masa m y longitud L est4 sostenida por dos alambres inextensibles y sin
masa de longitud /. Si la barra se suelta desde el reposo en 8 = 0°, determine la tensién en cada

alambre en funcién de 6.
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Apéndice

A la ecuacion 1.30

Lem =lxwxi + Loy + Lwyk 1.30
Llegamos a partir de

Isrcmx(w X Fem }dm 1.29
donde rem=r';
Vamos a desglosar los términos para ver como llegamos a la ecuacién 1;30, para ello tomamos
rem =Xt +y + zk |
w=wxi + Oyo + 0k

(0 Xr)=(20y-yoz) 1 +(x0;-2x) +(yox-x0y )k

rx(oxr) =xi+y +zkx[(zoy-yo,)1 + (x0z-2z0x) + (ywx-xwy)k]



~{
==
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=[ (y? + 2% 0g - xyoy - x20, |1

= [ xyoy + (22 +x?) 0y - y20,]]

= [- zxax - yzoy + (X2 +y?) a,] k A

Recordemaos que esta iltima expresién es el integrando de la ecuacién 1.29, es decir, vamos a tener

para i
J'S(yz +7%) wx dm - J.Sxymydm - J-Szxo)zdm A2
pero
J- (y2 +z%dm = Tnx el momento de inercia, con respecto al eje x
J. xydm= Ixy es el producto de inercia xy
J-xz dm= Iy, s el producto de inercia xz

Si el cuerpo es simétrico y calculamos con respecto a estos, las integrales de momentos y productos de

inercia, resulta que los productos de inercia se anulan, es decir:

_[xydm=0 J-xzdm=0 etc.
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y sélo quedan los términos

[o72 42 dm = Ty A3
I(zz +x%) dm= Ly A4
_|‘(x2 +y)dm= 1 A5

entonces del resuiltado del producto cruz, expresidn A.1 sélo nos queda

2+ 2z oxi + (2% +x?) @yJ + x? +y?) wzk

que integrada queda

Lem = me‘s(yz+zz)dm i+ myJ‘S(zz+x2)dmj + @ Is(x2+y2)dm k

de aqui obtenemas la ecuacién

Lem =Lkoxi + Iyoy] + Lo, k A6

que expresada en componentes es

Ly =Ix oy Ly=ly oy L:=1; 0, 1.30

que es lo que desedbamos demostrar.

79






- UNIDAD 2

Trabajo y energia
para el cuerpo rigido

Objetivo General

Identificar y aplicar los conceptos de trabajo y energia mecdnica a la dindmica del cuerpo rigido.

Objetivos Especificos

a) ldentificar el concepto de trabajo mecdnico, ejemplificando diferentes situaciones y resolver problemas
afines,

b) Definir el concepto de potencia mecdnica y aplicarlo en problemas prdcticos.

¢) Definir los conceptos de energla cinética traslacional y rotacional y aplicarlos en situaciones
prdcticas.

d) Identificar cuando una fuerza es conservativa.

e) Calcular fa energia potencial para diferentes fuerzas conservativas.

f) Identificar las condiciones para las cuales se conserva la energla mecdnica en el movimiento de un
cuerpo rigido.

g) Aplicar la conservacion de la energla en la sclucidn de problemas del movimiento de un cuerpo
rigido.

h) Definir el concepto de impulso y aplicarlo en la solucién de problemas de colisiones entre dos

cuerpos.
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Introduccién

Uno de los hechos que caracteriza a la Fisica y que la hace diferente a otras disciplinas, es la existencia
de principios de conservacion, los cuales establecen que no importa lo que ocurra con un sistema
hay ciertas cantidades cuyos valores se mantienen constantes. Si se aplica uno o més principios de
conservacién a un sistema se puede determinar que tipo de eventos pueden ocurrir en éste y cudles
no. Frecuentemente se pueden sacar conclusiones sobre el comportamiento de las particulas de un
sistema, sin necesidad de hacer una investigacion detallada, sino simplemente haciendo un analisis de

la conservacién de algunas cantidades.
En lafisica se ha tenido éxito de la aplicacién de algunos principios de conservacién, ya que en muchos
fenémenos naturales, bajo ciertas condiciones, se conserva: la energia, el momento lineal, el momento

angular y otras cantidades.

Esta unidad se refiere a la conservacién de la energia aplicada al movimiento de un cuerpo rigido. Para

este proposito es necesario primero hablar del trabajo mecanico, que es lo que se hace a continuacién

2.1 Impulso y momento lineal
La Segunda Ley de Newton aplicada a una particula puntual, se conoce generalmente como
Fy=ma

y describe la forma como las fuerzas influyen sobre el movimiento de la particula, cuando la masa es

constante. Si se considera el momento lineal definido como
p=myv 2.1
con unidades de medida Kg-™ o Nseg,la Segunda Ley de Newton se puede escribir como:
seg

FN:m%V_:_=d_p 22
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esta es una ecuacién vectorial que en componentes X, ¥, queda como
Fx:—-——px Fy:—py 2.3

A partir de la Segunda Ley de Newton, se puede determinar el efecto que produce una fuerza F actuando

en un intervalo At, despejando dp
dp=Fydt

e integrando ambos lados de la ecuacion

oo
Idt = ,[FN dt

14 4

Ly
p2-Pi=Ap= IFth
G

Al miembro derecho de esta ecuacién se le llama impulso de Fy y se representa con laletra J
L

Iy = J'FN dt 24
t :

De la ecuacion anterior
JN= Ap 2.5

Esta ecuacién expresa que el impulso que una fuerza F,actuandoen At,comunica a un cuerpo es igual

al cambio en el momento lineal de éste.
La ecuacion que define Jy se puede integrar facilmente si Fyy es constante

5} t
In= IFth‘= FNIdt = FN(t’Z"t])

L b

Jn= Fy At 26
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Esta ecuaciéon también se puede escribir como

parauna Fy constante.

S5i Fy es funcidn del tiempo, se puede tomar el valor promedio de |a fuerza y de esta manera se obtiene

el impulso como

J =FAt 2.7

donde F es el valor promedio de la fuerza en el intervalo At, definido como

1+ At

F=1
F=-Fy IF(t)dt
t

Asimismo

v_Jd _Ap
M= M

Si se conoce la fuerza en funcién del tiempo mediante la gréfica de t versus F,se calcula laintegral de

Fdt a través el rea bajo la curva y como consecuencia se obtiene J.

Ejemplo

Un bloque de 100 kg esta sujeto a una fuerza que depende del tiempo de la forma como muestra la

siguiente grafica. Si el bloque parte del reposo, calcular su velocidad en t =10 seqg.

EN)
A

100 —

-~
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10
Ap =m [ v(10) - v{0)] = J-F(t)dt
0

pero v(0) =0, por lo tanto

—

0
v(10) =1_.[F(t
m 9

esta integral se puede calcular a través del area bajo la curva de la graficade t vs F. Laforma del drea
bajo la curva es un tridngulo entre 0y 5 segundos y un rectangulo entre 5 y 10 segundos, por lo tanto

la integral es igual a

10
.[F (tdt=_100x5 1°°><5 +100x 5 = 750 Nseg
0

y la velocidad a

v(10) ==7230 = 7.5 m/seq
100
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2.2 Trabajo mecanico
2.2.1 Movimiento de traslacién

Siunafuerza F actta sobre un cuerpo a lo largo de un desplazamiento dr, como muestra la figura:

A _F

dr
I

n
> X

El trabajo mecanico hecho por la fuerza F sobre el cuerpo se define como

Ly}
W= I Fedr

f
donde F.dr es el producto escalar entre los vectores F y dr, definido como
F.dr = Fxdx + Fydy + Fzdy =Fdr cos 8

y por lo tanto

x2 ¥2 2
W= J'dex + IFydy + Idey
X1 ¥2 Z]

2
W= IF cos 8dr

D

2.8

29

2.10

enlaecuacion(2.9) Fy, Fy,Fz,dx,dy y dz sonlas componentes delvector F ydel vector de desplazamiento

dr,respectivamente. En la ecuacién {2.10), 8 es el 4ngulo entre F y dr.

De la definicidn es claro que W es una cantidad escalar cuyas unidades son newton-m, o joules. Nétese

asimismo, que para que exista trabajo debe actuar una fuerza y simultdneamente debe haber un

desplazamiento del cuerpo.
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Trabajo hecho por una fuerza constante

Si F es constante se puede facilmente llevar a cabo la integral

n s
W:.[Fcosedr:Fcose.[dr = FArcos © 2.11
r rn

Ejemplos

(a) Trabajo hecho por el pese mg

Supdngase que el cuerpo se mueve hacia arriba, como muestra la figura:

en virtud de que en este caso la fuerza F es constante, con magnitud F =-mg, y con direccién a lo largo

del eje y apuntando siempre hacia abajo, se puede utilizar la ecuacién {2.11), valida para calcular el
trabajo hecho por una fuerza constante.
W =FArcos 9
en este caso 6 =180° ya que F apunta hacia abajo y el desplazamiento Ar = h hacia arriba, por lo tanto:
W =mgH cos 180° = -mgh

Si el cuerpo se mueve hacia abajo © = 0°,entonces:

W =mgh cos 0° = mgh
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Se puede comprobar facilmente que si el cuerpo se mueve sobre un plano inclinado, el resultado es el
mismo que para el caso anterior, para el trabajo hecho por el peso, donde h en este caso es la diferencia

en altura respecto al piso, del punto inicial y el punto final del movimiento del cuerpo sobre el plano

inclinado.

{b) Trabajo hecho pbr la fuerza del resorte

La figura muestra un resorte con una masa m atada a uno de sus extremos, como muestra la siguiente

figura:

TRl x

donde k es [a constante del resorte y x es la deformacién del mismo, la cual coincide con la posicién del
cuerpo con respecto al origen colocado en la posicion en donde el resorte no esta deformado, 1es el
vector unitario a lo largo del eje x. De esta manera el trabajo hecho por la fuerza que ejerce el resorte

sobre el cuerpo al desplazarse del origen hasta una posicién x, estd dado por

W= T[ F cos 6dx

x=0

En este caso O = 180°, ya que el desplazamiento es hacia la derecha y la fuerza apunta hacia la

izquierda:

X x
W= Ikxcosisoodx=—ijdx = - Lo 212

x=0 X=0
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(c) Trabajo hecho por la fuerza de friccién
La fuerza de friccidn es una fuerza constante que siempre actla en sentido contrario al desplazamiento,
por lo que se puede calcular mediante la ecuacién
W =FArcos©
Siendo F=puN, & =180° y Ar=d, porlo que
W =FAr cos 6 = uNd cos 180°

W=-uNd 2.13

d es la distancia recorrida mientras acta lafuerzay N lafuerza normal.

2.2.2 Movimiento de rotacién

Para un movimiento de rotacién el trabajo mecanico toma una forma diferente, como se ve a
continuacién. Sea una partfcula de masa m que se mueve en una trayectoria circular, como muestra la

siguiente figura:

Y sea una fuerza Fiyp actuando sobre la particula en forma tangencial como muestra la figura, de

acuerdo a la definicidn de trabajo,

52
W= J’Fm cos 8 ds 214

5] .
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siendo ds=rd0 ladiferencial de arco de circunferencia,ya que el cuerpo se mueve sobre la circunferencia.

Asimismo, ds v F, son perpendiculares entre si, de esta manera:

L)
W= JFmrdﬁ
1

pero de acuerdo con la Unidad 1, el producto 1 Fy esiguala la torca (T} que ejerce Fign sobre la

particula, por lo tanto el trabajo para el movimiento de rotacidn se puede escribir como

W= |tdd 2.15

TP

2.2.3 Movimiento general en un plano

Un movimiento general en un planc se presenta cuando un sélido realiza simuitaneamente un

movimiento de rotacién y uno de traslacion, en este caso el trabajo mecanico se calcula de la siguiente
manera;

o] )
W= ‘[F.dr + J'cde 216
1

n

A partir de la primera integral se obtiene el trabajo para el movimiento de traslacion y con la segunda

para et movimiento de rotacién,



Unidad 2 Trabajo y Energla para el Cuerpo Rigido

2.3 Potencia mecanica

En la fisica aplicada el trabajo realizado por unidad de tiempo, es una cantidad que frecuentemente es

mas importante que el trabajo mismo, dicha cantidad se define como

P=% 217

A partir de esta ecuacion se obtiene la potencia instantanea. En ocasiones conviene calcularla potencia

promedio o media para un intervalo de tiempo At, como

_AW

—_— 218
At

Las unidades de medida de la potencia en el sisterna internacional, son

Pzw:wau

Otras unidades que se utilizan para medir la potencia son el kilowatt

1 kilowatt = 1000 watt

y en el sistema inglés es el caballo de fuerza (hp)

1hp =550 pié - libra
s

El hp es una unidad utilizada frecuentemente en laingenieria, en tanto el watt y el kilowatt se utilizan en

el trabajo cientifico. La equivalencia entre ambas unidades es

1hp = 746 watt

La ecuacién para la potencia instantanea se puede expresar de la siguiente manera:

dW  F.dr dr
W= oA —
i & E. 3t F.v 2.19
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2.4 Energia cinética de traslacién y de rotacion
2.4.1 Energia cinética de traslacién

Sea una particula sujeta a una fuerza I, de acuerdo a la definicién de trabajo mecanico {ec.2.8)

)
W= IF.dr
T
y tomando en cuenta la 2da. Ley de Newton
dv
F=ma=m——
Ta

£l trabajo se puede expresar como

2 R ) Ly}
W= IF.dr = jma.dr = mIa.dr = mjg—:’.dr

r n I i

2 d v2 v2
- ar _ - 1
W= mjdv. & m j‘dv.v m Id ( > v?)
vi

ry ¥]

W= +tmv: - +mv? = K;-K, = AK 2,20

L 1
2 2

2

donde el término X = %—mv corresponde a la energfa cinética. A la ecuacion {2.20) se le conoce como

el Teorema Trabajo - Energla Cinética.

Para el caso del movimiento de traslacién de un cuerpo rigido en virtud de que todas las particulas que

integran el cuerpo se mueven con la misma velocidad, la energla cinética de traslacién del cuerpo se

puede escribir como



I o=
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siendo M la masa total del cuerpo rigido. Asf la energia cinética de trasiacién de un cuerpo rigido es

iguat a
Kr= +Mv? 2.20

2.4.2. Energia cinética de rotacion

Sea un cuerpo rigido que rota con una velocidad angular © , en torno a un eje fijo como muestra la

figura:

Todas las particulas que integran el cuerpo describen trayectorias circulares con su centro colocado
sobre el eje de rotacion y se mueven con la misma velocidad angular, asi la energia cinética de cada
particula esta dada por

1 2
5 My¥j

K= 3

Y la energia de rotacién del cuerpo rigide como
N N 1 5
Kr=2Ki= 2, mvj
i=1 i=1

Ya que cada particula describe un movimiento circular v; = ®r1;, siendo r1j el radio de la circunferencia

que describe cada particula.

N
Lo 2 . . .
el término Zmifi esel momento deinercial con respecto al centro de masa, como sevioenlaUnidad 1,

=1
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asl N
2 2
1= mi1 = Ir dm
i=1
De esta manera la energla cinética de rotacion de cuerpo rigido se expresa como

Kg = L Io? 222

24.3 Energia cinética para el movimiento general en un plano .
Considérese un disco rigido que se mueve scbre un plano horizontal levando a cabo un movimiento de
traslacion y uno de rotacién simultaneamente, como muestra ia figura,

y
N

El vector de posicion de la particula 1 respecto al origen O, se puede escribir como

r=rem+ri/cm
Slendo re, el vector de posicion del centro de masa respectoa O, y r ye m el vector de posicion de
la partlcula icon respecto al centro de masa. S| derivamos la anterior ecuacion respecto al tiempo, se

obtiene

Vi=Vem+ Viiem 223
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En esta ecuacién vj y vgy son las velocidades de la particula 1 y del centro de masa, respecto al
origen O, respectivamente,y vi/c m la velocidad de la particula i respecto al centro de masa. Si ahora se
considera que el Movimiento General en un Plano de un cuerpo, se puede observar como el movimiento
de traslacién del centro de masa, mas el movimiento de rotacién alrededor del centro de masa,
entonces Vi m,lavelocidad dela particula i con respecto al centro de masa, es ta velocidad tangencial
de la particula alrededor del centro de masa, por lo tanto se puede escribir como

Vi/e.m = @li/c.m 2.24

donde @ es lavelocidad angular.

La energla cinética esta dada por

sustituyendo vi de la ecuacién 2.24
Kr= E '21‘ mj (Ve.m + Vi/em) * (Ve.m + Viie.m)
i
{ 2 . 2
=7 mi (Ve +2vem * Vife.m +Vije.m)
1 2 1 2
= 3 2 MiVem+Vem * 2 M Vilem + 5 2,00 Vi
i i 1

1 2 1 2
=5 Mvem + 5 Y mivem
1

Ya que

Emi=M b Zmivi/c.mzo
1



Introduccién a la Dindmica del Cuerpo Rigido

por ser este Ultimo el momento lineal del centro de masa, respecto a si mismo. Sustituyendo en esta

ultima expresiéon viom delaecuaciéon 2.24,

1 2 1 22
1

pero @ esla misma para todas las particulas de cuerpo, por lo que

1 2 1 2 2
Kr= TMVc.m 50 Zmi Ijjc.m
1
Lare? 2 Lpe?
Kr= > Mvem + 5 To 225

2 . .
yaque 3 miti/em= ', esel momento de inercia del cuerpo respecto a un eje que pasa por el

1
centro de masa.

En la ecuacién 2.25,el primer término corresponde a la energia cinética de traslacién y el segundo a la
energla cinética de rotacién.
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2.5 Energia potencial
2.5.1 Fuerzas conservativas

Si un cuerpo sujeto a una fuerza F, se mueve del punto A al B siguiendo trayectorias diferentes, como

muestra la figura:

Y
A I

Ia Ig

en general es de esperarse que el trabajo dependa de la trayectoria ya que la longitud de esta varia de
trayectoria a trayectoria. Sin embargo, existen fuerzas en la naturaleza cuyo trabajo que realizan sobre
un cuerpo no depende de la trayectoria sino Unicamente de las coordenadas del punto inicial y del

punto final de Ja misma, a estas fuerzas se les conoce como conservativas. Esto es

r
W= J'F.dr = -(V,-V)) = AV 226

r

donde F es la fuerza conservativa y V una funcién que depende nicamente de las coordenadas, V;
es la funcidén V evaluada en el limite superior r; y V| la funcién evaluada en r;. El signo menos es
una convencién que se usa para definir la funcién V. A esta funcién V(r) se le conoce como la energfa
potencial. Esto implica que cada fuerza conservativa tendra asociada una energfa potencial la cual es
Ja funcion V(r), cuya forma depende de la fuerza, como es el caso de las fuerzas del resorte, el peso, la
gravitacional y la eléctrica. Si el trabajo depende de la trayectoria entonces la fuerza no es conservativa

y ho tendra asociada una energla potencial V(r},como es el caso de la fuerza de friccién.
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2.5.2 Determinacidn de las energias potenciales debidas al peso y a la fuerza del
resorte

a) Energia potencial debida al peso

Supdngase que un cuerpo de masa m se mueve hacia arriba sobre un plano inclinado, como muestra fa

siguiente figura:

como el peso es una fuerza constante el trabajo se puede calcular como:
W =mgd cos (0 + 90°)
pero cos (0 +90° = —~sen [, porlotanto
W= -mgd sen 6
en la figura anterior se puede apreciar que h= d sen 0, de esta manera
W= -mgh

porotrolado W= —(V,-V)),donde V,= V(h} y V,= V{0),entonces

-[viy -vioy] = -msh
de donde se puede despejar V(h)

V(h) =mgh+ V(O
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st se establece el nivel cero de la energla potencial en h =0, entonces V(0) = 0, de esta manera la

energfa potencial debida al peso esta dada por la expresién:
V{h) =mgh 2.27

Notese que esta energia puede ser positiva o negativa dependiendo del signo de h. Para el caso de un
cuerpo rigido, tomando en consideracién que el centro de masa es un punto gque se comporta como si
toda la masa estuviera concentrada en él, es el punto que se utiliza para determinar la altura h para el

calculo de la energla potencial.

b) Energfa potencial debida a la fuerza del resorte
En elinciso 2.2.1 se calculé el trabajo hecho por la fuerza del resorte sobre un cuerpo, al moverse este
desde el origen localizado en la posicién en la cual el resorte no esta deformado hasta un posicion x, el

resultado obtenido fue:

por otro lado, como la fuerza del resorte es conservativa, el trabajo esta dado por W = - [V(x) - V(O)],

por lo tanto

- [V - Vo] = - 2

despejando V(x)

V)= L kx? + V{(0)

1
2
si se define V(0) = 0, se obtiene la energia potencial debida a la fuerza del resorte como:

Vix) = %k:x2 2.28

Nétese que esta energla siempre es positiva ya que ia posicién x esté elevada al cuadrado.
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2.6 Conservacién de la energia mecanica

De acuerdo al Teorema Trabajo-Energia Cinética, el trabajo neto (Wy) realizado por un conjunto de

fuerzas externas que actia sobre un cuerpo rigido esta dado por la ecuacién (2.20)
Wy= AK
siendo AK elincremento de la energia cinética del cuerpo. Si el conjunto de fuerzas externas actuando
sobre el cuerpo est4 formado por fuerzas conservativas y no conservativas, Wy se puede escribir como
Wn= Wge + Wene
donde Wpe y Wpne es el trabajo hecho por las fuerzas conservativas y por las no conservativas,

respectivamente.Tomando en consideracion esta ecuacion el Teorema Trabajo-Energia se puede escribir

como

WFC + WFNC = AK

Pero anteriormente se vio de la definicion de energia potencial que para las fuerzas conservativas

Wre = - AV

—AV+WFNC=&K

WFNC":AK +AV=A(K+V)

Wme = AE
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donde E = K + V, es |a energia mecanica. Notese en esta Gltima ecuacién que si

WFNC =0 : AE=0

lo cual implica que

Er = E; = const. 2.29

Esto ditimo se conoce como el principio de conservacion de la energla mecanica, el cual establece que

si el trabajo hecho por las fuerzas no conservativas sobre un sistema es cero, la energfa mecdnica del mismo

permanece constante.

Wenc es cero en los siguientes casos:
a) Cuando solo actlan fuerzas conservativas sobre el sistema.

b) Cuando las fuerzas no conservativas actGan en forma perpendicular al desplazamiento del

cuerpo,como en el caso de la fuerza normal.

¢} Cuando el cuerpo rueda sin resbalar, en este caso |la fuerza no conservativa que es |a fuerza
de friccidén actia sobre un punto del cuerpo que se encuentra en reposo, por lo tanto el

desplazamiento del mismo es cero.

A continuacion veremos ejemplos de aplicacion del principio de conservacion de la energia mecanica.
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Ejemplo 1

Un bloque de masa m se encuentra en reposo sobre un plano inclinado en la posicién que muestra Ia

figura, para incidir posteriormente sobre un resorte de constante k. Suponiendo que no actuan fuerzas

de friccion, calcular

a) La velocidad del bloque en el punto B.

b) La maxima compresion que sufre el resorte una vez que e} cuerpo se impacta contra €l

k=100 N/m m=15kg

h =sen 30°
B=30° d=80cm

Solucién

En virtud de que no hay friccion y solamente actian fuerzas conservativas como son el peso y la fuerza

del resorte, la energia mecanica del cuerpo se conserva, por lo tanto para las posiciones A, By C
E,=Eg=E¢
donde
E,=mgh
ya que en la posicién A el cuerpo se encuentra en reposo, ¥

EB = sz

1
2
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como consecuencia de que la altura del bloque respecto al punto B es cero, considerando la energfa

potencial V(B) = 0, igualando ambas energias

mgh = % mv?

despejando v ytomando en cuentaqueh=dsen 0

v= \ﬁ gd sen 30° = \/2(9.8)(0.8)(0.5) = 28 m/seg
Para calcular la maxima compresidn del resorte se parte de las posiciones Ay C,
E.=E¢

ya que en la posicion C el bloque esta en reposo y el resorte alcanza su méaxima compresion

Ec= 7] lcxzm, -mgh’

igualando las energlas en fos puntos A y C

mgh: lexrzuax_mgh'
donde h'= xmax sen 8

_ 1 2
mgh= o, - mgKma sen 8
resuita una ecuacion de segundo grado y sus soluciones son

2

Xmaxi = 042 m

en virtud de que el origen se encuentra en el punto B la solucién para este caso es Xmaxz
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2.7 Energia de un sistema de particulas con respecto al sistema de referencia
fijo en el centro de masa

Considérese un sistema de referencia O(x,)) fijo en la tierra(laboratorio) y un sistema O'(x})/) fijo en el

centro de masa de un sistema de particulas, como muestra ia figura

Y
AN

donde r; y R son los vectores de posicion de la particuta m; y del centro de masa del sistema con
respecto al sistema fijo en O, respectivamente; ry'el vector de posicion de m; respecto a Q) el sistema de

referencia fijo en el centro de masa.
De la figura anterior se puede inferir que los vectores rj y ri, estan relacionados de la siguiente
manera:
ri=rn+R 230
derivando con respecto al tiempo ambos lados de esta ecuacién, se obtiene

vi=vi+V 2.31

ecuacién que relaciona la velocidad v de la partfcula 1 medida con respecto a O, con su velocidad

medida con respecto al centro de masa, siendo V la velocidad del centro de masa medida respecto a 0.

La energia cinética de un sistema con respecto al sistema fijo en el laboratorio est& dado por

Kz_ZTlmiv;I

=1
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y con respecto al sistema fijo en el centro de masa, por

._
|
—

7~
I}
.Mz
*|—
E
<

la relacion entre ambas expresiones se obtiene a partir de la ecuacién que relacionaa v ya vy’

N N
K=Y gmi(ie Vi V)= Zmi - 2vie V4 V) = 1 3 (mivi - 2myvi ¢ Ve miVY)

=1 i=1 i=1

N

N
. 1.2, 1 2 2y _ J 1 2
LK = _21;7mlv1 + L (-2mv +MV)—§:?mlv1 - Imv
i= =

finalmente

K=K +K;mn 232

donde K es la energla cinética del sistema respecto al laboratorio, K’ es la energia del sistema respecto

al centrode masay Kcm es la energfa cinética del centro de masa, estan dado por

2 ’
K=Ydmv 5 K=3FImvi ; Kem=1mv?

i=I t=1
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2.8 Conservacién del momento lineal
El vector momento lineal o cantidad de movimiento de una particula, se definié como
p=mv 233

y el momento lineal total de un sistema de N particulas, se define como

N
P= 3 mjv; _ 2.34

i=1

donde v es lavelocidad de {a particula iésima cuya masa es mj.

la Segunda Ley de Newton aplicada a una particula se expresa como

d
F = —— p 2.35
dt
¥y para un sistema de particulas como
F,=MA 236

endonde ¥; eselvectorfuerza total externay A el vector aceleracion del centro de masa definida

para un sistema de n particulas, como

m;vi 237
1 m;

A= V:

& |e
1z

4
dt ;
Donde V esla velocidad del centro de masa y M la masa total del sistema, asi

N
Z m;v;j 238



168

Unidad 2 Trabajo y Energia para el Cuerpo Rigido

la sumatoria corresponde al momento lineal total del sistema P

N
P= 3 myv; 2.39

i=1

Por lo que rearreglando la ecuacién para A, queda como

d < d
MA=— myv, = — 2.40
d 2, mivi dt

i=1
De estamanera la Segunda Ley de Newton para un sistema de particulas, se puede expresar de la forma

Fp=— > mjvi = —P 2.41

donde F;, es lafuerza externa total actuando sobre el sistemay P es el momento linzal total del mismo.

Cuando la fuerza externa total que es la suma de |as fuerzas externas que actua sobre un sistema es

cero,
Fn = 2 Fex¢=0
Entonces,
d P=0
dt
y por lo tanto
P = constante 242

Asicuando la sumade fuerzas externas actuando sobre un sistema es cero,el momento lineal del sistema
permanece constante, A esta aseveracién se le conoce como la ley de conservacion del momento lineal.
Nétese el caracter vectorial de esta ley, por lo que, si alguna de las componentes de |a fuerza externa es

cero, la correspondiente componente de P, se mantendra constante aunque la otra componente no.
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Choques

En el momento que dos cuerpos chocan entre s, generalmente sucede que la fuerza externa actuando
sobre ellos es cero o es muy pequefia en comparacion con la fuerza impulsiva que se genera entre los
cuerpos en el momento del choque, por tal motivo el momento lineal del sistema formado por los dos
cuerpos que chocan es constante. Asi que la ley de conservacién del momento lineal se puede utilizar

en la solucién de problemas de choques.

Se tiene resuelto un problema de un choque entre dos cuerpos, cuando se encuentran las velocidades
de los cuerpos después del choque en términos de las velocidades iniciales de los cuerpos y de las

masas de los mismos, como se describe a continuacion:

Sean dos cuerpos de masa m, y my que se mueven con velocidadesiniciales u; y uy, respectivamente,

como muestra la figura, calcular fas velocidades después del choque.

En virtud de que no actaan fuerzas externas, se conserva el momento fineal

P=P

donde P y P’ son los momentos lineales del sistema antes y después del choque, respectivamente,

siendo:

P=mu, + myu,

P= my v, + Myvsy

109
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donde uy,uy v, ¥ ¥; son las velocidades antes y después del choque, entonces

My +Ipkl; = MV +myVvs 243

en esta Ultima ecuacidn se puede apreciar que se tienen dos incognitas, v; Y v, porlo que se requiere

de una segunda ecuacion, la cual se obtiene a continuacién mediante la clasificacién de los choques.
A. Choques en una dimensién
En este tipo de choques por ser en una sola dimensién no se reguiere expresar las ecuaciones en forma

vectorial.

a) Choque inelastico
En este tipo de choque los cuerpos quedan pegados después del mismo, por lo que se mueven con la

misma velocidad. De esta manera las ecuaciones para el choque inelastico en una dimensién son;

miyu) +mptl; = m;v| + m;v; 243

Vi =V 2.44

sustituyendo la ecuacion 2.36 en 2.35

mu; + msyVve m;va +1mMjVvy

mu; +mpy

V) = V=
m; +ms

b) Choque elastico
En este tipo de choque se mantiene constante la energla antes y después del mismo, por lo tanto las

ecuaciones para este tipo de choque son:
mu; +mpl; = mvy +myv, 243

1 2 ] 2 ] 2 1 2
-2—m|u1 +7m2u2 = Tmlvl +Tm2v2 2.45
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Se pueden mezclar estas dos ultimas ecuaciones para obtener un tercera en donde no aparezcan los
cuadrados delas velocidades y de esta manera se facilite el encontrar la solucién para obtener los valores
de v, y v,;,como se muestra a continuacién. En las ecuaciones 2.43 y 2.45 se pasan al lado izquierdo

los términos que contienen m,;

m; (u; - vy) = my(va-Uy) 246

2 2 2 2
ml(ul - Vl) = Iy (V2 - llz) 247

dividiendo miembro a miembro las ecuaciones 2.46 y 2.47 y tomando en cuenta que @2-b?= {a+b)

{a- D), esta ecuacion sereduce a

u+v, = vat+up

Expresion que se puede escribir como

Vo-vy = - {lh-wy) 2.48

Esta ecuacién se conoce como la conservacion de la velocidad relativa ya que el miembro izquierdo es
la velocidad relativa después del choque y el miembro derecho es la velocidad relativa antes del choque

con el signo cambiado. Asi las ecuaciories para el choque eldstico en una dimensién son

mu, +mMpld; = MV, + MpVvy 243

V-V = -{u-uy) 2.48
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La soluciones de las ecuaciones 243y 248 para v| y Vv,,50n las siguientes

m; - oip 2m2
Vy = u, + |15} 249
m) + my m; +mj
2m1 m; — 1y
Vv = —— —1U) + —————1 2,50
m; + ms m; + m;

Si se define el coeficiente de restitucion e para un chogue de cualguier tipo, como

Va-v] = —e(ip -uy) 251

Siendo e una constante cuyo valor es cero para un choque inelastico, uno para un chogue elastico y
mayor que cero pero menor gue uno para otro tipe de chogue cualquiera. Si se considera esta ecuacién
y la ecuacién 2.43 para la conservacion del memento lineal, se tiene un sistema de dos ecuaciones con

dos incognitas, v, y v, las velocidades después del choque, cuya solucion es

m; - em, (1+e)m,
V) = u; + up 2.52
my+1my m, +mmy
(1 +eym, m;- em,
Vo= —— g+ —2 Ty, 253
my +In; m; +1msp

y la pérdida de energfa cinética en el chogue esta dada por
2 2 2 2
AK = —:l-(ml‘ﬂ + myvy) - 71 (myuy + mouy)
L3
sustituyendo las expresiones para v, y v, y reduciendo, se obtiene

AK = —L (1-e?) 1 (up - uy)? 254

L
2
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siendo [ la masa reducida del sistema, definida como

my m3

mj +1my

B. Dos Dimensiones {Choque oblicuo)

Sean dos esferas que chocan como muestra la figura

Antes del choque

para este tipo de choques conviene usar los ejes tangencial y normal en lugar de los ejes x,y, para
aprovechar que en el momento del choque las fuerzas (Fy; y F3)), que actdan son perpendiculares a la
superficie de contacto entre las dos esferas y por lo tanto solo tiene componente en la direccién normal

como muestra la figura

Durante el choque

t {Eje tangencial) n (Eje normal)
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Si expresamos las velocidades antes (u; y u;) y después (v, y vy) del choque para ambos cuerpos, en
sus componentes tangencial (uyg, Upt, Vit ¥ Vag) y normal (Ujn, Won, Vin Y Van), las primeras permanecen
constantes por no actuar fuerzas en la direccién tangencial. Tomando esto en consideracion y el hecho
que no acttan fuerzas externas sobre las esferas y por lo tanto se conserva el momento lineal del sistema,

las ecuaciones que describen el choque son:

Wit=Vvpe 2.55
Uyt = Vot 2.56
mUp + MUy = Mg + MV 2.57

nétese que en esta Ultima ecuacion solamente aparece la componente normal del momento lineal,
esto se debe a que, como lo muestran las dos primeras ecuaciones, la componente tangencial de las
velocidades antes y después del choque son iguales por lo que las correspondientes componentes
tangenciales del momento lineal se anulan entre si. Estas tres ecuaciones constituyen un sistema con
cuatro incognitas, a saber, Vi, Var, Vin ¥ Van, para encontrar su valor se requiere de una ecuacion mas.

Esta se obtiene al clasificar los choques, como se hace a continuacién.,

a) Choque inelastico

En un choque inelastico en dos dimensiones la componente normal de las velocidades de ambos
cuerpos después del choque es igual, por lo que la cuarta ecuacion para este tipo de chogue en dos
dimensiones es

Vln = V2n 2.58

La solucién para las componentes tangencial y normal de las velocidades después del choque v ¥ vy,

son:
Vit = Ut 2.55

Vat = Uyt 256
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mjUyy + Myloy
Vip = Von = 2.59
my;+m

b) Choque elastico

Para este choque aligual que en una dimensién, se conserva la energia cinética del sistema y si se combina
su ecuacién con la conservacion del momento lineal se obtiene de igual manera la conservacion de la
velocidad relativa, aunque en este caso para la componente normal de las velocidades antes y después

del choque,
Van — Vip = —(um—um) 2.60

Si se combina esta ecuacién con la conservacidon de la componente normal del momento lineal, se

obtienen las componentes normales de las velocidades antes y después del choque,

my - m; ms;
Vi = ———————Ujp + —— Uy 261
ml + n‘12 my + mz
ot ]] mp -my
Vop = u + on 262
my + my m; +1m;,

Si se toma en consideracién el coeficiente de restituciéon definldo anteriormente como

V-V = -e(up;—uy) 2.51

y el hecho que la componente tangencial de las velocidades antes y después del choque son iguales

esta ultima ecuacion se transforma en

Von = Vin = —€ (Uzp - Uyp) 263



Unidad 2 Trabajo y Energla para el Cuerpo Rigido

Con esta dltima ecuacién conjuntamente con la conservacién del momento lineal en su componente
normai,ecuacién 2.57, se obtiene la solucién para la componente normal de las velocidades después del

choque, la cual esta dada en funcién de e mediante las siguientes ecuaciones

m; - em; {(T+e)my
Vin = ————Ujp + ————= Wy 2.64
my + My m; +m;
(1 +e)m, m; - em;
Vi — U+ ——— — n 2.65
n; +m; m, +m;
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2.9 Problemas complementarios

1. En el instante que se muestra en la figura el cilindro de masa M=10 kg y radio r=0.8 m, el cilindro
tiene la velocidad angular @ en sentido opuesto al movimiento de las manecillas de reloj y el centro

del cilindro tiene la velocidad V.

Caicular la energia cinética traslacional y rotacional asf como la energla cinética total.

®=7rad/s Solucién

Energia cinética traslacional Ky

KT:%mvéz 1(10kg) (6 m/s )2 =180)

Energla cinética rotacional Ky

Kp =1 low?=1(1Mr)0? = }(10kg (08 m)?] (7 rad/s) = 78.4 )

1
2

Energia cinética total
K=K;+Kgr= 1584 )

esta el cilindro rodando sin resbalar?
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2. La barra delgada uniforme de masa m=20 kg y longitud /=1.2 m esta sostenida por un perno.En la
posicién horizontal parte del reposo y cuando llega a la posicion vertical tiene una velocidad angular .
Calcular la energla cinética de la barra en el momento en que esta verticaimente abajo.

Solucién

Energla cinética de la barra en movimiento plano

K= KT+KR=%mVé+ %Isz

- L
pero vg=® 3

2

K=%m(m -5—)2 +1(1 mi?)e? =(-21+214 )m!zmzzémlzm

Energfa cinética de la barra en rotacion pura

K=1Le’= %(%mlz)m‘?: émlzmz
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3. &l disco de masa m=15 kg y radio r=1.2 m tiene una velocidad angular @=15 rad/s y el resorte de
constante k=20 N/m est4 sin deformar en el instante que muestra la figura, Caicular el alargamiento

maximo del resorte.El disco rueda sin resbalar.

Solucion
La unica fuerza que realiza trabajo es la fuerza del resorte (el peso y la normal no realizan trabajo porque
son perpendiculares al desplazamiento del disco y la fuerza de friccion estética f no realiza trabajo) y

éste es negativo.En consecuencia utilizaremos el teorema del trabajo y la energfa cinética.

Sistema: disco

b _.f3m
Xma =\ © = V0 0

Xpax = 19.1m

b.C.L.

Como en la configuracién {disco y resorte) solamente el resorte
realiza trabajo y la fuerza de éste es conservativa, podemos
utilizar la conservacion de la energia mecénica E porgue esta

configuracién es conservativa.

E =cte

Ei=E3

Ej =%Ioco2
E2=12ka§m

... Xmix = 3—m-cor

Xmax = 19.1m
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4.En la figura se muestra el momento en que el resorte (de constante k=100 N/m) esta sin deformar y el

disco de masa m=15 kg uniforme y radio r =1.2 m tiene una velocidad angular w=>5 rad/s en el sentido

que se indica. Calcular la maxima distancia que baja el disco a lo largo del plano inclinado. Et disco

rueda sin resbalar y 8=309°,

Solucién

El resorte hace trabajo, el disco cambia de altura en el plano
inclinado, el peso realiza trabajo, como estas fuerzas son
conservativas, se conserva la energia mecanica (la normal y la

fuerza de friccion estatica no realizan trabajo).

Configuracién 1. Cuando el resorte esta sin deformar vy el disco

tiene velocidad angular .
K] = % Io 0)2
(Ug)1 =0 (Uk)1 =0

E1 =1l 0 =3mre’

Configuracién 2. Cuando el resorte estd alargado y el disco en

reposo momentaneamente.
Ky;=0

Ug)2 =-mglsen § , leslalongitud del resorte que seenrolla
en el disco y es la maxima distancia que

recorre el disco en el plano inclinado

Uiz = § kP2

.. E2=—mglsen8+%k]2

L]

. . -mglsend+ 1 kPP=2mre?

0 P_1471-81=0

I=364m
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5.Lavarilla uniforme de 5 kg esta sujeta a la fuerza F=20 Ny articulada en A. Cuando la varilla esté en
la posicién que se ilustra, tiene una velocidad angular =20 rad/s. Determine la velocidad angular en el
instante que ha girado 270°, La fuerza F siempre es perpendicular a |2 varilla y el mavimiento ocurre en

el plano vertical. La longitud de la varilla es 2 m.

F=20N

/ = 20 rad/s

Solucién
1a Gnicas fuerzas que trabajaran son el pesodelfavarillayF.LafuerzaF y

el pesg de |a varilla son conservativas, por lo tanto, se conserva la energla

mecanica.

Configuracién 1. Cuando la varilla esta horizantal.

E =%IA(D% , donde (Ug)] =0, (-Uf)l‘=0

Configuracion 2. Cuando la varilla estd vertical.
2
Ez =1lawi + mg$ - F (3nl)

E1 = Ez

Fz -
w2=\fm§+w

la
IA =%m12

wr = 21.02rad/s
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6.La barra homogénea de masa M y longitud / se deja oscllar alrededor de la articulacién A.El resorte
que esta sujeto al otro extremo de la barra es de constante R, inicialmente su deformacién es nula.
Calcular la velocidad angular de la barra después de haber rotado un angulo . La barra inicialmente

esta en reposo en la posicién horizontal.

Solucién
En esta configuracién las unicas fuerzas que realizan

trabajo son: el peso de la barra (porque baja el centro

de gravedad G de la barra) y la fuerza del resorte
{porque el resorte se estira). Por lo que se conserva la

energia mecanica.

K =200 N/m Configuracion 1. Cuando la barra esta horizontal

M =80kg Como |a barra esta en reposo, su energia cinéticakK (=0 en esta posicion tomo
Ih : ?grr: como energfa potencial gravitatoria
p =30

(Ugh =0

Como el resorte no esta deformado, no hay energfa potencial elastica

(Ukh =0

. . E1=0

Configuracion 2. El instante en que la barra ha rotado 30°

. 2
E2=-12-IACD2 —Mg -é-sen E"*‘Jz'k [\/(h+lsen ﬁ)2+ (l_ lcos B)z_l;}
como E =E;

de esta tltima igualdad se tiene:

2
Mg ! senp - k|:\/(h+ Isen p) + (I- lcos B)z—lgl

W=

Ia

w = 14.3 rad/s
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7. Cuando la barra AB de 15 kg estd horizontal, se encuentra en reposo y el resorte no esta
estirado. Determine la constante k del resorte de modo que el movimiento de la barra se detenga

momentianeamente cuando ha girado hacia abajo 90°.

Solucion

En esta configuracion el peso de {a barra y el
resorte realizan trabajo, dado que estds fuerzas

son conservativas, se conserva la energla

mecanica.

Configuracién 1. Barra y resorte estan horizontales.
K,=0

(Ugh=0 (Uk);=0

E; =0

Configuracién 2. Barra vertical.

2

2
Er=~mg i + %k[\/12+ (2[)2-1]

como E, = E; enestaigualdad tenemos:

mg

5 -1)21?

k =297 N/m
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8. Ei cilindro tiene una masa uniforme de 10 kg y un radio r = 100 mm; rueda sin resbalar sobre la
superficie.En la parte horizontal (punto A) el centro de! cilindro lleva una velocidad de 5 m/s. Determine

la velocidad angular y la fuerza normal que ejerce sobre la pista cuando alcanza la posicién 8=90° tome
R=500 mm.
Solucion

Aqui solamente realiza trabajo el peso
del cilindro, como éste es conservativo, la

energia mecanica es constante,

Configuracién 1. Eicilindro estd en A.

2
K= % Ia0m]

Ug)h =0

2

..oE[=12'1ACl)2 donde IA= mr

3
2

Sistema: cilindro

Configuracion 2. El cilindro esté en la posicién en que 0=9¢°

K= % IAfD%

D.CL.
(Ug), =mgR

r % N . . E1 - EZ
3 Lot = %IA(l)% +mgR
f

Condicién de resbalamiente @, = Vi1

mg

[IVE Y-
o
ol ®

0)2 = _‘LL 2-—
I
W, =42.97 rad/s

ZE, = N = mwiR

4

Donde: = ¢

N =3693 N

Nota: a3 es la velocidad angular con que gira la iinea recta que une el centro de la superficie circular con

el centro del cilindro.
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9.La bola uniforme de masa m= 0.4 kg y radio R= 0.1 m, es soltada del reposo en A y rueda sin resbalar

sobre fa pista mostrada. La parte BC de la pista es circular.

Calcular:
{a) La velocidad angular de la bola en el punte C.
{b) La mé&xima altura que alcanzaen D,

(calcular h)

Solucién

La unica fuerza que realiza trabajo es el peso de la

bola y éste es conservativo, por lo tanto se conserva la

energfa mecanica (normal y fuerza de friccion estatica

no efectdan trabajo).
Configuracion 1. La bola estd en el punto A
K, =0 porgue estilabolaenreposo

(Ug)a= mgH  Se considera que el nivel cero de la

energla potencial gravitatoria estden B

[ EA=mgH

Configuracién 2. La bola se encuentraen C.
K =%Icm§ donde 1. = % mR?

(Ug)c = mgr
. . EA=%Icm§ + mgr

como E, = E_ deestaigualdad se cbtiene:

weMH-1

we=Y 5 & . ¢ =74.83rad/s

I
=1
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Configuracién 3. La bola se encuentra en D girando con
velocidad angular w; (dado que de C a D se conserva el
momento angular) y la velocidad del centro de la bola
es cero.

Kp= %1(;(.03 aqui IG=§mr2

(Ug)p = mg(r +h)

. ED=%IGco§+ mg(r + h)

Porloque E.= Ej

1 Il + mgr = 1 Igw? + mg(r +h)

de esta dltima ecuacion despejamos h

I'tde

V2g

h=17m

h=
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2.10 Problemas propuestos

1. Un carrito de masa M, tiene una pelotita de masa Mg suspendida horizontalmente como se muestra.

Si se suelta la pelotita desde el reposo, calcular la velocidad del carrito cuando la pelotita hace un angulo

@ con la vertical, suponiendo que no hay friccién.

2Mp g lcos ©

V=3[ Ma+Mp)[, M M
Mar B)BM2)2+(M: +1)2tan2m]

2. La pelota de masa 200 g se mueve horizontalmente hacia la izquierda con una rapidez de 50 m/s
cuando es golpeada por el bat, saliendo disparada horizontalmente hacia la derecha con una rapidez de

50 m/s. ;Cudl es el impulso proporcionado por el bat?

Pelota

/ \ FAt=20NS

< ) O > en direccién del movimiento de la pelota.

3. El blogue de masa 20 kg esté4 suspendido de un cordén de 2 m de longitud fijo a un carro de 30 kg.
El carro puederodar libremente en una via horizontal sin rozamiento.El sistema se sueita desde el reposo
en la posicion indicada en el diagrama. Calcular las velocidades del bloque y del carro cuando el bloque

estd en la posicién donde el cordén se encuentra verticalmente por debajo del carro.

Carro 30Kg.

Carro: 1.18 m/s

Blogque: 1.77 m/s

Bloque g
20Kg. AN
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4.Un muchacho A con una masa de 80 kg y una chica B con una masa de 60 kg permanecen de pie
sin moverse en los extremos de un tablon cuya masa es de 20 kg. Si intercambian posiciones (A pasa a

la posicién B y B pasa a la posicion A), determine la posicion final del tablén después del mencionado

intercambio. Desprecie la friccion.

5. Para el sistema {m;, m,, Resorte), calcular los vectores velocidad y aceleracién del centro de masa
para cualquier instante. Inicialmente el sistema esta en reposo como se muestra en la figura, y a partir
de esta configuracion se aplica la fuerza horizontal constante F.

El sistema se mueve en un plano vertical bajo la accién de la gravedad terrestre.

Datos: m; =2kg, my=3kg, F=40N

oy

> —_
Vem=(854-98 0, am=(,-9.8)%
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6. Un blogue de masa m, desciende desde el reposo y una altura h, a lo fargo de una rampa inclinada
a un angulo © con respecto a la horizontal. Poco después de llegar al pie de la rampa se encuentra
con otro bloque, de masa m;, que viaja a velocidad V, como se muestra. En el choque los dos bloques

guedan pegados.

Calcular su velocidad comun después del choque. Suponer lisas todas las superficies de movimiento.

Datos:

m,=2kg, my=4kq, 6=45°h=25m, V,=3.6 m/s

V=-0.0666 m/s

7. Un joven que pesa 60 kg estd sentado en un carro de 40 kg y quiere simular una propulsién de
reaccion lanzando ladrillos desde el carro. ignore las fuerzas horizontales sobre las ruedas. El joven
lanza un ladrillo de 4 kg. Cuando el ladrillo abandona {horizontalmente) la mano lanzadora del joven, su

velocidad con respecto al carro es de 3 m/s.

Determinar la velocidad que alcanza el carro con respecto a Tierra después del lanzamiento.

V. ~=3m/s
ladrillo  Y©

V=-0.115 m/s
-am—_




Unidad 2 Trabajo y Energia para el Cuerpo Rigido

8. Dos particulas de masas m; y m; se mueven bajo la accién tnica de sus pesos en un plano vertical. Al

tiempo t =0 s tienen las posiciones y velocidades indicadas en la figura.

Calcular para el tiempot=2s:

a) La fuerza total externa y la aceleracién del centro de masa.
b) La velocidad y ia posicién del centro de masa.

¢) {Qué trayectoria sigue cada una de las particulas?

d} i{Qué trayectoria sigue el centro de masa?

4

20m/s 12 m/s

60° 40°

| 8m |

> Al sH
F=-7245N, acm=-79.8 m

9. Un vagon de ferrocarril de 50 Mg, que se mueve a una velocidad de 3 km/h, debe acoplarse a otro

vagon de 30 Mg que esta en reposo. Obténgase la fuerza impulsiva promedio que actua sobre cada

vagon si ef acoplamiento se efectGa en 0.4 s.

3 km/h
)
BN - N

F=3.47x10*N en la direccion del movimiento de los vagones
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10. Un resorte lineal de constante eldstica k estd confinado entre paredes lisas. Inicialmente el
resorte y la tabia que sostiene, de masa m, estan en equilibrie. Se deja caer un blogue de masa M desde

un punto a una altura h sobre la tabla. En el choque el bloque y la tabla quedan unidos. Calcular la

maxima compresion del resorte,

Nota. Despreciar la masa del resorte y el impulso comunicado al bloque y la tabla por la gravedad

durante el choque.

Datos:

k =3000N/m, m=2kg, M=5kg, h=05m.

Ymax =0.1256 m

11. Un cohete (rastreado con radar) se mueve a una velocidad V; = 8000 km/h. En el punto A se
rompe en tres partes. Los fragmentos se mueven en el plano XY con V; = 9000 km/h, 8, = 45°,
V, = 10,000 km/h, 8, =0° V3 =11,000 km/h y 83 = 45°. Se recupera m, y se conoce que es de

1600 kg. Calcular my, m3 y 1a masa total m del cohete.

YA Vv,
m
> m, = 1454 kg
v \F ' my =1309.1 kg
Vo <6, 2y
- *” -
m A / 0, m, m = 4363.1 kg
»"
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12. Después de escalar una pared,un hombre se deja caer 3 m hasta el suelo. Si su cuerpo se detiene por
completo 0.10 s después de que sus pies tocan por primera vez el suelo, determinese la componente

vertical de la fuerza impulsiva promedio que el suelo aplica a sus pies.

75 kg
d

F =5016.087 N verticalmente hacia arriba.

13. Una bala penetra un bloque de madera y queda incrustada en él. El bloque, originalmente en
reposo, descansa sobre una superficie lisa y esta unido a un resorte elastico sin masa y no deformado.

Obtener la distancia que recorre el blogue antes de detenerse.

Datos:

m=40g, M=6kg; v=800m/s; k=3000N/m

VO
_— : _
- i ’u‘ i"ﬁ'in‘i 'u' : 6 = 0_24 m
m 0 5 o ST i | LS L e e
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14. ;A qué altura h sobre el plano inclinado debe aplicarse la fuerza constante F para que el aro delgado
no rote mientras asciende? La masa del aro es M, su radio es r y hay friccion de coeficiente | con el

plano. Datos: F=40N, M=12kg, ¢=05m, p=0.2

h=07m

15. E; es un engrane fijo con centro en C, E, es un engrane acoplado a E, y articulado en su centro B
a una barra, a su vez articulada en el punto fijo C, El sistema parte del reposo cuando la barra esta en
posicién horizontal. Calcular la velocidad de B cuando la barra ha giradoun angulo  bajola accion dela

gravedad. Considere el engrane como si fuese un disco para efectos de calcular su momento de inercia.
Datos: R=14m, r=06m, M=6kg, m=3kg, f=37°
Sugerencia. Encuentre la relacién entre las velocidades angulares ‘del engrane E; y la barra BC

considerando el movimiento del centro B por una parte alrededor de C, y por la otra como punto del

engrane que “rueda sin resbalar”sobre el engrane fijo E,.

V=268 m/s







UNIDAD 3

Oscilaciones

Objetivo General
Identificar y aplicar los conceptos de dindmica del cuerpo rigido y métodos energéticos en la solucion de

problemas de oscilaciones.

Obijetivos Especificos
a) Descnibir el movimiento arménico e identificar los pardmetros que lo caracterizan.
b) Aplicar los conceptos de movimiento armdnico a los casos de péndulo simple y péndulo fisico.

¢) Describir el efecto de amortiguamiento en un sistema oscilante y determinario en el caso de sistemas
simples.

d) Identificar las circunstancias en las que un sistema oscila en forma forzada y las condiciones en las
cuales entra en resonancia.

135






Introduccion a la Dindmica del Cuerpo Rigido

Introduccion

Los fenémenos naturales que tienen que ver con las oscilaciones o vibraciones, son tan comunes en
nuestra vida diaria como el latir de nuestros corazones, o como el dia y la noche, o cuando vemos las
cuerdas de una guitarra tocar. La tierra también lleva a cabo un movimiento periodico como si fuerauna
campana, o las vibraciones de las moléculas, todos estos fendmenos tienen que ver con los llamados

movimientos periédicos, etcétera.
iCuando es que una particula lleva a cabo un movimiento periodico?

Cuando ésta es capaz de recuperar su estado en intervalos de tiempo fijos, es decir, cuando la particula

tiene la misma posicién y velocidad al cabo de tiempos fijos.

El periodo es entonces el intervalo de tiempo T donde la particula recupera su estado inicial.

3.1 Teoria del oscilador arménico simple

Hablemos primero de |a Ley de Hooke, si de un resorte colgamos un ladrilio sabemos que el resorte esta
soportando una carga y decimos que esta sometido a una fuerza o tension. El efecto de esta fuerza es
alargar el resorte. En caso de que esta fuerza sea pequena, el alargamiento del resorte puede ser tan
pequefio que no lo percibamos. Se ha encontradc experimentalmente que el factor que determina
el alargamiento no es tanto la fuerza aplicada sino la fuerza por unidad de area, donde el drea es de
una seccion transversal del resorte, Para fines practicos nosotros diremos que nuestros resortes son
“hookianos] es decir, ejercen fuerzas proporcionales a sus alargamientos, mas alla del largo inicial del

resorte.

Pensemos en una particula de masa m unida a un resorte, puesta en un riel de aire {esto es con objeto
de eliminar la friccidn entre la masa y la superficie donde esta colocada), que se mueve de un lado a otro,

es decir que recupera su posicion y velocidad inicial (es pertodico).



Unidad 3 Oscilaciones

m

Fig.1

De acuerdo con la Segunda Ley de Newton
F (x) = ma{x)
Pero como tenemaos un resorte atade de la masa, sabemos que este resorte obedece a la ecuacion
Fx)=-kx
de ahi que igualando tenemos
mafx) = - kx 31
realizando un poco de algebra y reescribiendo la aceleracion como %, obtenemos
&+ L=o0 32
llamemos @? al cociente = , escriblendo

m

i+ 0’ (x)=0 33

Si un objeto se mueve satisfaciendo una ecuacidn de este tipo, se dice que esta ejecutando un
movimiento armonico simple. El origen de este nombre tiene que ver con las oscilaciones de las cuerdas
de los instrumentos musicales. Si a estas se Igs pulsa haciéndolas oscilar con pequefas amplitudes,

entonces sus movimientos son, con gran aproximacion, movimientos armonicos simples.
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3.2 Oscilador especial

Comenzamos experimentando con un oscilador especial. Se trata de un riel de“aire”en el cual se mueve

un carril. El carril esta ligado a dos resortes, los que a su vez estan sujetos a dos postes fijos. En su

posicién de reposo, ambos resortes estan tensos.

Ei carril oscila atado a resortes que jalan en sentidos opuestos Fio2
ig.

Con este montaje es facil hacer algunos experimentos. Como el deslizador se puede mover solamente a

lo largo de una linea recta, instalamos en esta recta a un eje de coordenadas al que vamos a llamar X_El

origen lo instalamos en el punto de equilibrio del deslizador.

a) Sacamos al carril de su posicién de equilibrio, llevandolo hasta una distancia xg y desde alli lo

soltamos. Se observa que el perfodo de oscilacion es independiente de la posicion inicial xq.

b) Sialdeslizador le ponemos carga extra, por ejemplo agregdndole un poco de plastilina, se observa

que su perfodo de oscilacién aumenta.

¢) Podemos aumentar o disminuir la separacién de ios postes fijos a los que estdn atados los resortes

y se encuentra que esto no hace cambiar el periodo de oscilacién.

d) Inclinamos el rie! de aire. Naturalmente cambia el punto de equilibrio del deslizador, pero de

nuevo se encuentra que esto no cambia el periodo que tenia cuando oscilaba horizontalmente.
Explicar estos cuatro comportamientos del deslizador seran las tareas para nuestra teoria.

La hipdtesis mds simple gque podemos hacer respecto a los resortes, es que son hookianos, es decir,

ejercen fuerzas proporcionales a sus alargamientos mds alld del largo inicial de! resorte.
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Llamemos F g a la fuerza que e} resorte de la izquierda aplica al deslizador cuando x=0 y Fypala

correspondiente fuerza ejercida por el otro resorte, Entonces Fig+ Fyp=0.

Sillamamos x a la posicién del deslizador, las fuerzas que los resortes le aplican al deslizador cuando

estd en la posicién X, se pueden escribir
Fi(x) = Fip—kxi
Fa(x) = Fap—kox1i
as{ que la fuerza neta resulta ser

F (x) = Fy(x) +Fa(x) = — (k, +ky) x1 34

En resumen, si la suma de las constantes elasticas las llamamos simplemente k, se ve que Ja fuerza neta

sobre el deslizador es

Fx)=-kx 35
Esta es una fuerza lineal —-depende solamente de la primera potencia de la coordenada x- yesuna
fuerza de restitucién ya que siempre jala hacia el origen:si el deslizador esté4 a la izquierda del origen la
fuerza es hacia la derecha y si el deslizador esta a la derecha, la fuerza es hacia la izquierda.

Aprovechando ahoraque F (x) =m a, podemos escribir la ecuacion

mi=-kx

o

. 2 . k
o lo que es lo mismo, llamando ®* al cociente -

X+w’x=0 36
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La ecuacién diferencial 3.6 es muy conocida, mas adelante la resolveremos.

La solucién particular depende de cémo hacemos que parta el oscilador, esto es, si

{x(0) =x¢(x), *%(0) =0] su solucién sera:
x(t) =X, cos et 37

El factor que multiplica t en el argumento del coseno debe ser igual a 2——l’f,en que T es el perfodo, ast

que €ste es

T=2m2 38

La ecuacién 8 muestra que el periodo sclamente depende de las constantes elasticas de los resortes
y de la masa del deslizador, y no depende en absoluto de la amplitud x4, asi que de una sola vez la

ecuacion da cuenta de las observaciones iniciales a) y b).

En cuanto a la observacidn ¢), es natural que asi sea, ya que al separar o acercar tos postes a que estan

atados los resortes, no cambian las constantes de estos.

Finalmente, respecto a la cbservacién d), notemos que inclinar el riel equivale a aplicarle al deslizador
una fuerza constante F;, asl que ahora la fuerza disponible para acelerar el deslizador es —k I+ Fyl

y su ecuaciéon de movimiento es
mx=-kx +F 39

o escrita de otro modo, la ecuacion que debemos resolver es

2

X+0X = 310

-0
m

141
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Basta un pequefio cambio de variable para ver que esta ecuacidn es formalmente idéntica a la del

.

oscilador armdnico. En efecto la ec. 3.10 se puede escribir

i+m2[x— Fy ]:o 3.11

. N F
y si hacemos la substituciéon  x — 0

= X, se encuentra que se cumple
maw

X +0ls=0 3.12

La solucion de esto es naturalmente s =Xg cos ot asl que

x(t)= F°2 +5¢ (COS @t + 8) 313
mo

Sintetizando: una vez que inclinamos el riel de aire, el movimiento de éste sigue siendo armonico

simp'e, claro que esta vez no esta centrado en X= 0, sino que la oscilacién ocurre, tal como se vio

Fo

mm2

experimentalmente en otro punto,que es X =
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3.3 Consideraciones energéticas en el movimiento oscilatorio
La fuerza responsable del movimiento oscilatorio es

F=K,
se deduce que es un tipo de movimiento en el cual la fuerza se deriva de un potencial.

Realmente, si escribimos

—dU
F= —dx estoes, U=- .[Fdx

resulta que

U= %sz = 1 KA? cos® (@t +8)

Esta es la energla potencial del movimiento

Por otro lado, la energia cinética es

= -1 Awgsen (ot +9)

pero
E=1KAsen’ @ot +8)  wo=V K
m

Entonces, la energla total

K=E+U= %KAzcosz(wot +0) + %KAzsenz(wot +98)
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K= %KAZ

La energla total es proporcional al cuadrado de la amplitud. La energa total es constante; ef modo con

que esta energla se distribuye en forma de energia potencial y cinética varfa, sin embargo, con el tiempo,

como se indica en la figura siguiente.

F
A
E \\ ’I \\ .!"I \\ f’ \\ I’ * T - E + U
v 'r Vo v v ‘\
y o L)
NN A
1 .
E |f‘ t'l " .n U
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RI . . i
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[ [ :‘ l’l 1' I' ! E
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Fig.3
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3.4 Una masa que cuelga

Un ejemplo muy popular de oscilador arménico, es el de un objeto cualquiera que cueiga de un resorte.

En este caso sobre el cuerpo actda una fuerza constante hacia abajo, su peso, y una fuerza variable

siempre hacia arriba, la fuerza aplicada por el resorte.

Fig.5
Como se muestra en lafigura,elegimos un eje de coordenadas vertical, dirigido hacia abajo, con su origen

en la parte superior del resorte. E! largo del resorte cuando no estd siendo estirado por fuerza, es L.

Entonces las fuerzas que actdan sobre la masa, debidas al resorte y a la Tierra, son
Fresorte = —k(y -L)] Fiierra= +mg j

La fuerza total sobre la masa es entonces

Fiotal= (mg -k (y -L))j 3.14

Esta fuerza es la que se representa en la parte derecha de la figura 3. Esta fuerza se anula en el punto yg

tal que

mg -k (yo—-L)=0 3.15

Colocado en este punto la masa, se dice que el ladrillo esta en equilibrio ya que las fuerzas sobre él se

cancelan. Basta mirar a la figura 5 para darse cuenta que la ecuacion {3.11) se simplificaria bastante
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si cambiamos el origen y lo ponemos en el punto de equilibrio, puesto que si desde alli medimos las
coordenadas v, la fuerza neta sobre el ladrillo es F = — kyj. Entonces, si escribimos la ecuacién de

aceleracién de }a masa, ésta resuita ser
My +ky=0 3.16

Como se ve, conviene elegir el origen de coordenadas en el punto de equilibrio del objeto, el punto en

que el jaldn del resorte es del mismo tamano que el jalén gravitatorio.

A la ecuacidon 3.3 también podemos llegar viendo desde el lado de la conservacion de la energfa. La
energla cinética de la masa es % Mv?, mientras que su energla potencial es % kyz. Si alguien cree que
hace falta agregar la energfa potencial gravitatoria, recordamos que hemos instalado nuestro origen de
coordenadas en el punto de equilibrio y que por tanto ya no hace falta. La energla total es entonces
E=

It o Liy?
SMv" + o ky 3.17

y derivando respecto al tiempo e igualando la derivada a cero se llega a la ecuacion 3).
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3.5 Efecto de la masa del resorte

Podriamos pensar que esto confirma que |a ecuacidon 3.3 es correcta, pero justamente el argumento
energético muestra quie la ecuacion 3.3 no puede estar bien, ya que no hemos tomado en cuenta toda
la energia cinética que hay. En efecto solamente consideramos la energla cinética del ladrillo, pero no

tomamos en cuenta la energfa cinética del resorte,

Todos los puntos de la masa se mueven con la misma velocidad, asi que es facil calcular su energia
cinética. No es este el caso del resorte, ya que su extremo superior siempre tiene velocidad cero, su
extremo inferiar tiene siempre una velocidad igual a la del ladrillo, mientras sus puntos intermedios
... tienen velocidades intermedias que no conocemos. Veamos como estimar la energla cinética del
resorte, Debe ser igual a la suma de las energias cinéticas de cada unc de los trocitos en que pedemos
imaginar que esta dividido. Si a la masa por unidad de largo del resorte ta lamamos A , entonces la
masa de un elemento de resorte de largo dy es dm = Ady = (M/L)dy. La masa por unidad de largo
del resorte no es constante mientras el ladrillo oscila, pero si las oscilaciones son de pequefia amplitud,

entonces A es muy aproximadamente constante.

Entonces la energfa cinética del resorte la podemos escribir asl
L A L

Kresorte = J‘%dmy2= - I yzdy

o 2 ain ‘

enque y eslavelocidad del elemento de masa dm que esté ubicado en el punto de coordenadas y.
Para poder calcular esta integral necesitamos poder expresar a la velocidad de dm como una funcién
de su posicion, y si llamameos v a la velocidad del ladrillo, la hipétesis més sendilla que podemaos hacer

es que la velocidad de los distintos puntos del resorte es

En efecto, esta funcion correctamente nos dice que el extremo superior del resorte no se mueve, que el
extremd inferior se mueve con velocidad v,igual que el resorte y que los puntos intermedios se mueven

con velocidades que crecen linealmente desde el extremo quieto hasta el extremo movil.
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La energia cinética del resorte es entonces

La energia total del sistema, incluida la energla cinética del resorte es entonces

1 1 221
sM+Imyvx +31'Ly2

de donde se desprende que la frecuencia noes k/m, come estdbamos creyendo sino

3 k
0= ——
M +m/3

Casi siempre en los laboratorios  m << M, asl que no hace falta tomar en cuenta la correccién anterior.
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3.6 Comentarios respecto al oscilador arménico

Ya que sabemos algunas cosas respecto ala ecuacion x + o>

x =0, podemos hacer algunos comentarios
en torno a ella. El primero es que el oscilador arménico no existe. Esto significa lo siguiente: no existe
ningun sistema fisico en que la Unica fuerza presente sea una fuerza del tipo - k¥. No existen resortes

hookianos, asl que la ecuacién es una realidad matematica y una aproximacion de la realidad.

Si a nuestro deslizador lo ponemos a funcionar y lo dejamos tranquilo, observando lo que sucede,
vemos que después de unos pocos minutos se detiene. Esto no corresponde el comportamiento de un
oscilador arménicoy se debe a que el deslizador no solamente interactda con los resortes, sino también
interactda con el aire. El desperdicio principal proviene de la interaccién del deslizador con el aire del
“colchoncito entre él y el riel” Una ecuacion de movimiento mas correcta debe incluir esa interaccién,
pero esté claro que la ecuacion que obtendremos ya no serd la ecuacion 3.3 y por lo tanto el movimiento

no sera armonico simple,

;Por qué estudiar un movimiento irrealizable en la préctica? Las razones son varias. Lo estudiamos por
lo mismo que estudiamos la linea recta: la simplicidad matematica. Tampoco existen movimientos
estrictamente a lo largo de una lfnea recta, aunque hay algunos que se aproximan mucho. De entre

2 X =0 es la mas sencilla de todas.

todas las ecuaciones diferenciales no triviales, la ecuacléon X + @
Incluso segun algunos matematicos, es a partir de ella que uno puede definir las llamadas funciones
circulares: el seno y el coseno. Estas son las mas sencillas funciones periddicas y el mundo nos ofrece

muchos ejemplos de fendmenos periddicos, asi que es muy bueno dispener de este tipo de funciones.

Aunque en rigor no existen osciladores arménicos, al estudiar las soluciones de X + ®? X =0, con
toda naturalidad somos conducidos a definir algunos términos que luego usamos en muchas otras

circunstancias: amplitud, per(odo, fase.
La razén de mas peso para estudiar el oscilador arménico es la siguiente:
Por complicada que sea una oscilacion, se le puede expresar como suma de osciladores armoénicos

con diversas amplitudes y fases. Este es un teorema famoso debido a Fourier, un matemdtico muy

importante.
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Estamos en laépoca de las computadoras y del calculo numérico y es tan facll equivocarse al transformar
un método de célculo en un programa, que conviene tener siempre a la mano una ecuacion diferencial
con solucién exacta conocida, como es el caso de X + w2 x = 0.Con la solucién de esta ecuacion, lo
primero que hacemos cuando queremos aquilatar las bondades de un nuevo método de integracién, es

probarlo con algo conocido. En este caso serfalasolucién x = A cos wt + B sen wt.
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3.7 Oscilador armdnico amortiguado
Ecuacién de movimiento

Conslderando que en un O.A.S. actda una fuerza amortiguadora dada por:
F=-bx=-bX= con b=cte

La ecuacién de movimiento es:

mx=-kx -bx=-kx-bx
mi+ bx 4+ kx=0
XK+ —x+ —x=0

Solucién de la ecuacion

Para la solucién de la ecuacién se tienen tres casos;
i) Caso subamortiguado

Eselcasoen elque: wy>vy,

donde = i 'y=—2£— y la solucion es:
m

m

x(t) = Age " cos (wt+ J)
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donde w?= g - "{2, Ay y 8 son constantes que dependen de las codiciones iniciales de movimlento.

En este caso el movimiento de m es oscilatorio, de periodo T dado por:

La amplitud del movimiento decae exponencialmente de la forma:

A=Age™

if) Amortiguamiento critico
Es el casoenque @ =7 ylasoluciénes:
x(®)=e™" (C, + C,t)

Donde C, y C, son constantes que dependen de las condiciones iniciales de movimiento.

En el caso en que las condiciones iniciales son:

x(t=0) = Ay Posicidn inicial
x(t=0) =0 Velocidad inicial
se tiene que;
C=Ay vy C=v4A
por lo que la solucién para este caso se expresa finalmente comeo:

x(M) = A (1 +1) e

En este caso el movimiento de m no es oscilatorio; simplemente tiende a quedarse en reposo.
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iii) Caso sobreamortiguado

Es el caso en el que: wg <+ ylasolucién es:

x()=e™ [C1 exp (-\'v? - wpt) + Cy (Vy? - o t)]

Donde C; y C, son constantes que dependen de las condiciones iniciales de movimiento.

En el caso en que las condiciones iniciales son:
x(t=0} =Ay Posicion inicial

x(t=0) =0: Velocidad inicial

se tiepe gue:

Ci=20-i—Q) v

2

C,= -—?—0(1 +\/1+Q%)

Donde: Q= % es el factor de calidad del oscilador.

‘Por lo tanto, la solucién para este caso puede expresarse como:
x(t):% e {(1 +/1-Q%) exp [mo-c%z - 1t] +{(1y1-Q%) exp [— mO'QlI - 1t] }

En este caso el movimiento de m tampoco es oscilatorio; se va acelerando a la posicion de equilibrio

més lentamente que en el caso de amortiguamiento critico.
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3.8 Oscilador armonico forzado
Si sobre un oscilador armonico amortiguado actla una fuerza periddica del tipo
F =F;cosort

con Fp=cte entonces la ecuacion de movimiento es

mx= -kx ~-bx+F,cosmst
la cual reescribimos como sigue:

m¥+ bx+ kx=F;coswt

cuya solucion general es:
x(t)o = Xp(t) + A cos{wrt + §)

donde xy(t) es la solucion general de la ecuacién homogénea que decae exponencialmente. A xp se

le lama el término transitorio; para t suficientemente grande, xp — 0 tal que:
%h(t) << A cos(ort + 8)

Que es la solucidén permanente y representa un movimiento arménico simple de frecuencia angular oy

y donde la amplitud A y 8§ son constantes cuyos valores son:

A= . Fo/m
\/ (of -wpt)? + 4% !




Introduccién a la Dindmica del Cuerpo Rigido

2y

2 2
Wy — O

&= arctan

Es decir, A depende de wr; el valor midximo de A se obtiene para el vaior de wr dado por:

OJf=V(DF “2'}'2:(1)}1

y es:

P
con: w=\w; - v

Aestevalorde mf =wg selellamalia frecuencia angular de resonancia.

Si no hay amortiguamiento, Y= 0 y entonces: @p =g

¥

w1
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3.9 Ejemplos
Péndulo Simple
Se suspende un cuerpo de masa gravitacional mg de un punto C por medio de un hilo largo (figura

5). Alejando el cuerpo de la posicion de equilibrio (vertical), oscila bajo la accién de la componente del

peso que no queda equilibrada por la tensidn de la cuerda.

El peso del cuerpo es

Fo=-Fysen®=-mysend

De acuerdo con la Segunda Ley de Newton, Fq=m, ag; donde

La aceleracién en cada angulo depende de la razén (ﬁ)
my

Para pequeiios dngulos, sen 0 =0 =(x//). La ecuacidn de movimiento es, en estas condiciones
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cuya solucién es

Todas las observacionesindican que T esindependiente de la composicién quimica, la temperatura, el
estado cristalino, etc., de los cuerpos que oscilan. Por consiguiente, mg ¥y m; no pueden diferir sino por
una constante. Experiencias realizadas por Newton indican que la proporcionalidad es buena dentro de

una parte en 1,000. Bessel realizé medidas més precisas de esta proporcionalidad {1 parte en 60,000).
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Péndulo de Torsién

Si tuviéramos un disco {0 un cuerpo cualquiera) suspendido de una barra de metal (u otro material

elastico) (figura 3) y si hiciéramos girar el disco un dngulo 8, la barra también se torcerd y surge un

movimiento restaurador * que, como vimos es
M=-C6

Donde C es la constante elastica de torsion. Siahora soltamos el disco, la ecuacidn de movimiento de

este cuerpo rigido es

da’e
M=-Co= IEZ—
QO sea,
@ c, Fig.5
d? 1
El movimiento es, pues, oscilador, de frecuencia
n

T=
L
C

La medida de T (periodo de oscilacién) permite la determinacién de 1, o conociendo I, de fa C,y por

consiguiente, el médulo de rigidez del material de la barra se calcula por la relacion

B muR*
2/

C

Experiencia de laboratorio: Péndulo de torsion
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3.10 Problemas complementarios

1.1a coordenada x mide el desplazamiento, de la masa m= 9 kg, respecto a su posicién de equilibrio,

k=81 N/m. En t=0 la masa se suelta del reposo en la posiciébn x=0.1m

{a) Determine el periodo y {a frecuencia natural de las vibraciones resultantes,
(b) Determine x en funcién de! tiempo t. '
{c) Dibuje el diagrama de x para valores de pt de 0 a 4 radianes, mostrando el angulo 0.

{d) Grafigue x en funcién del tiempo entre t=0 y t=35,

Solucion

_Jk _, [8IND_
(@ o=\/% =\/ 5kg =3 rad/s

{b) Sabemos que x=Acos (Pt—¢) v suderivada
V =AP sen (ot~ ¢) describen el MAS.

Al sustituir las condiciones iniciales (c.i.) en las ecuaciones

anteriores tenemos:

0.1 =Agos {~) 1

0= APsen(-¢) 2

De estas dos ecuaciones tenemos  A=0.1m

al sustituir este valor en {1} y utilizar que cos (-¢) = cos ($)

encontramos;

=0 .« x=01cos(3t:m
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{c)

x=01cos3t: m

\/ " \/ T
m I .

Otra forma de calcular la amplitud:

Dado que se conserva la energia mecanica,inicialmente tenemos
energla potencial (el resorte esta alargado) pero la particula
estd en reposo, asf que la energla mecdnica es energia potencial

solamente.
E=1kAl=1kA’

de aqui cbtenemos que A=A;=01m
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2. Un cuerpo suspendido de masa 10 Kg y k= 90 N/m. En t=0 s su desplazamiento RESPECTOC A LA
POSICION DE EQUILIBRIO es y=0.2 m y se mueve hacia abajo a 1.5 m/s

{a} Determine el periodo y la frecuencia natural de las vibraciones resultantes.
{b) Determine y en funcion del tiempo t.

(c) Grafique y en funcion del tiempo entre t=0y t=4.2 s y mostrar 0

Solucién
—. [k _ [ 9ONmMm _
(a)m—\/m—\/ 10kg = 3rad/s
T=28 =27 =215
o 3

(b) Para el M.ALS.
La energia iniclal es:

Ei=1k3=1mV}
E;=190(027+ %10(1.5)i 2 J

En la maxima deformacion del resorte respecto a su posicion

de equilibrio

E= Jz-l'cA2 como E;=E entonces 1 kA? =
135 )

A=0538m

Al emplear las c.i. 02=0.538¢cos (-¢) : m

1.5=-0.538(3) sen (-¢) : m/s
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De estas ecuaciones obtenemos ¢ =1,19rad

¥=0538c0s(3t-1.19) : m

(c)
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3.La energfa total de un oscilador armonico simple es 20 J.En t=0 la posicion es x= 0.5 m y la velocidad

V=3 m/s. Laamplitud del movimiento es A=1.2 m. Calcule

{a) la constante del resorte k, la masa m del bloque, la frecuencia angular P, la constante de fase 8.

(b) La posicidn, la velocidad y aceleracidn después de 3 s.

k —>X Solucion

l oiaioﬂoo'oiniol .
—

(a) La energla total es:

A2
%E-kA

— k::!_%:—(—l? 20)) _ 5778 N/m

Al (12m)?

ent=0
05=12cos(-¢) : m 1
15=-12Psen{-¢) : m/s 2

De estas 2 ecuaciones obtenemos

Q5 y2 3.0 42 _
(33 )+ (5 =]

De aqui tenemos que

3.0

1.2,/1 —({12-1)2

w= rad/s = 2.75 rad/s

o=Vi = m=§= é—%% kg =3.67 kg
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¢=cos” (5 )=1.141rad
(b)

x=12co8(275t-1.141) : m

-t‘% =V =-1.2(2.75)sen(2.75t- 1.141) : m/s

@ =a=-12(2757 cos (275t - 1.141) : m/s?

ent=3s
x=081m

V =-243m/s

a=-6.15 m/s2
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4. Un oscilador armadnico simple masa puntual-resorte tiene una constante elastica k=1600 N/m y
un periodo t=1.25 s, se coloca después en un medio disipativo de tal forma que su amplitud inicial

Ap=27m decae a Ar=0.3 m al cabo de 10 oscilaciones. Calcular e! coeficiente de amortiguamiento

viscoso, el periodo de las oscilaciones amortiguadas y el coeficiente de amortiguamiento viscoso critico.

Solucién
Sabemos que 10 oscilaciones tardan un tiempo igual a diez

periodos, esto es, 10 T"

y que las amplitudes estan relacionadas por

- Lyt
Af—'A.Oe am
_l0b
Af =y ZmT 1

2
05~ ()" =48
2
o T = > a > 2
ag - (£ )

Aqul desconocemos P y m

oo =\E =22 = m=k(Ly

m = 1600 (5% )? kg = 58.361 kg

165



Unidad 3

Oscilaciones

W = \ /5‘8‘?& rad/s = 5.236 rad/s

» « delaecuacion (2) tenemos
_ 2 2
2=\ oo~ (&%)
La ecuacion (1) se trasforma en la siguiente

In [‘:—‘;]ﬂo =T

(3len(4)

Agp 2 .
l —_— _Ez
n <10y/o3- @ T

de aqui se despeja T'y resulta

sustituyendo valores

Vg

5236

S

T =12s
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de la ecuacion (4) despejamos b

A
mln(g%)
T sT-

_ 158361 In9
b= 2555 ka/s

b=21.372 kg/s
b = 2mP

be = 2(58.361 kg){5.236 rad/s)
be = 611.156 kg/s

Como b<b este osciladores subamortiguado, lo que habiamos

considerado en nuestros cilculos.



Unidad 3 Oscilaciones

5.Un resorte fijo por uno de sus extremos y una particula fija al extremo libre del resorte, oscilan en un
medio viscoso. El maximo de 50 mm del punto de equilibrio se observa en t=25 s,y el méximo inmediato

siguiente en t=35 s,como muestra la figura.
{Cudl era la posicién de la particula en el instante t=0 s,ent=3.55s y en t=4.25s7

50 mm 40 mm

\ Ny
VALY

Solucion

De la gréfica observamos que el periodo T'=1 s de donde

podemos utilizar

—boar N
Ar=Ae W donde n es un entero positivo
De esta ecuacién obtenemos la siguiente:

In (—) = %—nnT‘ A esta formula se le conoce como
DECREMENTO LOGARITMICO

En este problema n=1
0_b
In 38 = £ =0223143551

El maximo en t=0 s esta dado por

2
In%:Z(%]) :> AQ=5062 (2m): mm
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Ag =50 62(0'22314355”

Ao =82.441 mm

El decremento logaritmico cambia solamente de signo en

medio periodo,

Vamos a calcular la posicién del oscilador en 3.5 s dado el

maximo en 3 s.

Ags=-~ A3e—0.223143551 % 0.5 mm

A35=35777 mm

5abemos que x(t) para el oscilador arménico amortiguado es
xt) = Age™ 35 cos (o' t-4)

pero ' = %‘l =62831rad/s y ¢'=0
Ahora bien;

Ayy = A, 0223143551 X 42005 (62831 X 4.2)

Asz= 82.441e09372¢05 26.38902

As2=999 mm
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5.Un oscilador arménico simple tiene un resorte de constante k una masa m=30 Kg y una frecuencia

f = 9 rad. Se coloca después en un medio viscoso de tal forma que su amplitud decae a una quinta
parte de su valor inicial después de 20 oscilaciones. Para contrarrestar el amortiguamiento se aplica
una fuerza armonica F{t)=18 cos P"t. Determine para qué valor de P” tenemos oscilaciones de maxima

amplitud asi como la maxima amplitud.

Solucién

La maxima amplitud ocurre cuando hay resonancia, es decir:

o”"=P=9rad/s

Para calcular la maxima amplitud, recurramos a la siguiente

expresion:
Fo
Amix = kb donde Fy=18N
26,00

k =w?m=(9 rad/s)?30 Kg = 2430 N/m

be = 2ma = 2{30Kg) 9rad/s =540 rad/s

Para calcular b usaremos el decremento logaritmico:

ln#: £ 20T
sAo
pero T'=lmf‘—= 2211: =
P-(2)
L]
Ins = £ 20 ——2"
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de esta ecuacién obtenemos:

b= @5, go15kgss

/) + @n)?

Ya con estos calculos, podemos evaluar la amplitud méaxima

18N

= 6
24308+ 2(82L)

Améx Amay=029m



~
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6. El péndulo fisico que consiste de una varilla uniforme de longitud /, puede oscilar alrededor de la

articulacién A donde no hay friccién, Caleular la frecuencia del péndulo para pequenas oscilaciones.

Sistema: Varilla

mg

Solucién 1

Desviamos a la varilla de su posicion verticalmente un angulo

6 en sentido opuesto al movimiento de las manecillas de reloj.

Py
IM, =~mg-%sen 0 =Isa

donde I = -31- m/? y a=0
.. Jlmlzéz—mg-%sene
6+ 3 £5en6=0
para pequenas oscilaciones sen =0
.. 6+3£0=0

Que es la ecuacion Diferencial que describe un MAS

Solucién 2 (método de energfa)

La uinica fuerza que trabaja es el peso de la varilla porlo gue se

conserva la energia.

[

mg( é - % cos 9) + %IA 6?=E = constante

derivemos esta ecuacién respecto al tiempo, [o que nos queda

es:
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mgilsen6-6+1,0-6=0

dividamos esta dltima ecuacién por 6 (ya que no es cero) y

por
gisene + 16 =0
si senbB=0

6+ -g—jg-sen 0=0 que es la ecuacién Diferencial de un
M.A.S,

o=\3%
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7. La varilla uniforme de masa m=15 kg, articulada en A y sujetada por el resorte de constante
k=125 N/m, esta en equilibrio cuando se encuentra horizontal, como muestra la figura. Establecer la
ecuacién diferenclal que cumple con el movimiento arménico simple para pequefias oscilaciones con

respecto a la posicion de equilibrio y calcular la frecuencia angular.

Solucién

Utilizaremos el método de conservacién de la energia porque
las dnicas fuerzas que realizan trabajo son conservativas.

1A 6% mgL sen 0+ 1k (-yo+asen 8)2 =E = constante

derivar esta expresion respecto al tiempo

L,6-B+ mg%cose-é +k(~yo+asen®acos0+-6 =0

En la posicién de equilibrio:
k(-ygt+a sen8)
B
EM, =kypa-mgL=0

La dltima ecuacién de la energfa nos queda:

1,66 +ka’sen0cos6-6=0

Dividiendo esta ecuacién por 6 (ya que no es cero)
y sen0=86 y cosb =10

nos da:

I,6+ka’9=0 donde Io=1m/

" 2
o §+3ka" g9 MAS.

— _ 15 2 -
m_ﬂ\/%& =12 mﬁ%‘m =541 rad/s
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3.11 Problemas propuestos
1.Establezca la ecuacidn de movimiento para el sistema mostrado en la figura. Suponiendo oscilacione.

pequenias, calcule el periodo del movimiento. Suponga que la barra estd en equilibrio en la posicién

mostrada.

0 K g-
6+386 K% 6=0

T=2m\/3.864%

— 2 1/5 —i 31/5

2.La energia mecénica total de un oscilador armdnico simple formado por una masa m y un resorte de
constante K en posicidon horizontal es E= 22 J. Si |a posicién y la velocidad iniciales t =0 s son
x;=3.5m, Vi= 15 m/s, y la amplitud del movimiento es A= 4 m, calcule:

a) La constante del resorte, la masa del bloque, |a frecuencia angular, la constante de fase.

b) La posicién, la velocidad y la aceleracién después de 8 segundos.

a) k=2.75N/m, m=0.0458 kg, wg=7.746rad/s, 5=0.50536rad

b)x (8s) =0.8m, V(8s}=30.3566 m/s, a=-48.0534 m/s?

3. Establecer la ecuacion de movimiento en la aproximacion de pequeiias oscilaciones angulares para

el sistema mostrado en la figura y determinar el periodo del movimiento. Considere que la barra esta

en equilibrio en la posicién mostrada.
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4.Un oscilador arménico simple esta constituido por una masam = 5 kg unida a un resorte de constany
K; el resorte se alarga 0.05 m cuando se le suspende una masa de 4 kg. Si para T= 0.5 s, tiene ur

posicion X=-0.15 m y velocidad V = + 3 m/s,determine:

a) La amplitud, la constante de fase, |la frecuencia angular y el tiempo que tarda en 3 oscilaciones.

A=0283m, 8=213rad, wy=12.522 rad/s, t=155s

b) La energia cinética y la energia potencial del oscilador cuando la masa se encuentraen X=+0.1m

K=3524), U=392)

5.Un oscilador arménico simple tiene un resorte de constante K = 1500 N/m y masa m = 25 kg. Se
pone a oscilar dentro de un medio disipativo, asi que la amplitud inicial Aj = 2.5 m decae al valo
Ar=0.8m después de 13 oscilaciones. Calcule la constante de amortiguamiento y la frecuencia de las

oscilaciones amortiguadas.

C=54 kg/s, ' =774rad/s

6.La constante de amortiguamiento del oscilador mostrado es C = 20 N-s/m. ;Cuales son el periodo y la

frecuencia natural del sistema amortiquado?

£

o = V8 rad/s

-
1l
S
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lergia total de un oscilador arménico simple formado por una masa m y un resorte de constante
losicion horizontal es E = 18 ). Sila posicion y la velocidad iniciales t =0s,son X;{=3m,
m/s y la ampiitud del movimiento es A = 3.5 m, calcule;

'nstante del resorte, la masa del bloque, la frecuencia angufar y la constante de fase:

k=249 N/m, m=6.6x10-2kg, w,;=6.67 rad/s, 6=0.54rad

osicion, la velocidad y la aceleracion después de 4 s:

x(@4s)=187m, V{4s)=-19.72m/s, a(4s)=-83.3m/s?

oscilador arménico simple tiene un resorte de K = 2400 N/m y una frecuencia angular
10 rad/s. Se coloca después en un medio disipativo de tal forma que su amplitud decae a una
1a parte de su valor inicial al cabo de 24 oscilaciones.
wule la constante de amortiguamiento y la frecuencia de las oscilaciones amortiguadas:
C =732 kg/s, o' =9.998 rad/s
ra contrarrestar el amortiguamiento se aplica una fuerza periddica F{t} = Fy cos{Wg) con

18 N. Determine e| valor de Wy para tener oscilaciones de maxima amplitud:

b=ws = wy = 10 rad/s

| 177
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9. En el oscilador arménico simple mostrado:
Calcular:
& Angulo de fase, A:amplitud del movimiento, @q:frecuencia angular, Vs rapidez maxima.

Despreciar: masa del resorte, dimensiones del bloque y la friccion.

K=8B00N/m, d=02m, m=3kg Vy=07m/s

5=0.21 rad, A=20.45 m, wo= 16.33 rad/s, Vingx=3.34 m/s

Poslcibnlde equilibrio

10. La energfa total de un osciladorarménico simple formado peruna masa m y un resorte de constante
K en posicién horizontal, es E = 20 J. Sila posicion y Ia velocidad Iniciales,t =05,s0n Xj=2m,
Vi=10m/s, y laamplitud del movimiento es A =S m, calcule:

a} La constante del resorte, la masa del bloque, la frecuencia angular y la constante de fase:

k=16 N/m, m = 0336 kg, Wy = 218 rad/s, 5=1.16 rad

b) La posicién, la velocidad y la aceleracion después de 5 s:

x(55)=475m, V(Ss)=338m/s, a(4s)=22.6m/s

[ 3
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11. Se cuelga de un muelle un objeto de 1 g.de masa y se le deja oscilar. Para t= 0, el desplazamiento

erade 43.785 cm yla aceleracién -1.7514 cm/seg?. ;Cudl es la constante del muelle?
K =25 dinas/cm

12. Unamasa m cuelga de un muelle uniforme de constante K.

a) ;Cual es el perlodo de las oscilaciones del sistema?

b) ;Cual serfa el periodo sila masa m se colgase de modo que:

1. Estuviese sujeta a dos muelles idénticos situados uno junto al otro:

2. Estuviese sujeta al extremo inferior de dos muelles idénticos conectados uno a continuacion

del otro:

13. Una varilla uniforme de [ongitud L se sujeta por un clavo a un poste de modo de dos tercios de su

longitud estan por debajo del clavo. ;Cudl es el perlodo de las oscilaclones peguenas de la varilla?

_om [
To =27 3g
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