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INTRODUCCION

El dlgebra lineal es una de las ramas de las matemdticas mds para-
déjicas: combina una aparente simplicidad con una cantidad enorme
de aplicaciones que trascienden con mucho los confines de las cien
cias fisicas; combina tambié&n la facilidad de adaptarse a mGlti-
ples problemas reales con la generalizacidén y utilizacidn de mu-
chos de sus conceptos de las dreas mas abstractas de las matemati-
cas. Es posiblemente la materia que mds modelos ha aportado a la
practica de las matematicas aplicadas por ingenieros y otros pro-
fesionales.

Muchos de sus conceptos se pueden visualizar en el espacio tridi-
mensional y con problemas de geometria plana. Pero se abstraen y
se utilizan para resolver sistemas de ecuaciones lineales. Al
abstraerse permiten obtener nueva informacidn, inaccesible previa-
mente sobre las curvas en el plano y otros problemas geométricos.
Pero tambi&n permiten enfrentar en forma compacta problemas de
cdlculo de varias variables. Muchos de sus conceptos aparecen en
otros escenarios como en ecuaciones diferenciales, por lo que se
enfatiza durante el curso ' la comprensidn tedrica, libre del con-
texto. Ademds de la belleza que experimenta la mayoria de la gen
te después de un tiempo de manejar y emplear conceptos abstractos
en forma precisa, su valor como formativo de espiritus criticos,
serenos e independientes es enorme.

Tal vez el teorema mds rico, abstracto y préctico del curso, es
el teorema 7 de la pagina 221 que relaciona propiedades de matri-
ces, solucidn y existencia de soluciones de ecuaciones, determi-
nantes y conceptous de espacios vectoriales.

Su comprensidn y el manejo de las té&cnicas asociadas es uno de los
principales objetivos de estudio.






GUIA S.A.I.

TEXTO:

INTRODUCCION AL ALGEBRA LINEAL

Howard Anton. Ed. Limusa.

REFERENCIA:

ALGEBRA LINEAL

Seymour Lipschutz, Ed. McGraw Hill.

LECTURA SUGERIDA:

Coleccidn de problemas de rectas, planos, sistemas
de ecuaciones, cuadriaticas.

José Ventura Becerril, Jaime Grabinsky, José& Guzmén.

Publicacidn UAM-Azcapotzalco.

Revisado por: M. en C. Jaime Grabinsky Steider.
Ultima Revisidn: Mayo de 1991.

Mecanografiado por: Irma C. Mendoza Garcia.






UNIDAD

IT

UNIDAD

UNIDAD

III

IV

UNIDAD

UNIDAD

UNIDAD

PROGRAMA DE ALGEBRA LINEAL

Vectores en R2 y R3.

ﬁlgebra de Matrices y Solucidn de Sistemas de

Ecuaciones Lineales.

Espacios Euclideanos - Espacios Vectoriales

en General.

Bases y Dimensidn de Espacios Vectoriales.

Espacios Euclideanos.

DE REVISION I

UNIDAD

VI

VII

UNIDAD

UNIDAD

VIII

IX

UNIDAD

UNIDAD

Transformaciones Lineales.

Matrices y Transformaciones Lineales.

Determinantes.

Valores y Vectores Caracteristicos.

DE REVISION TI







ALGEBRA LINEAL

UNIDAD I

VECTORES EN R2 4 R3

Introduccidn:

El objetivo de esta unidad es el de revisitar o en su defecto es-
tudiar por primera vez la parte correspondiente a los vectores
del plano y del espacio ordinario. Esto servird de base para ge-
neralizar las ideas de vector, angulo, ortogonalidad, distancia,
etc., a sistemas algebraicos que se comporten esencialmente como
vectores; asi mismq'acostumbrar al alumno a manejar los métodos
vectoriales para la solucidn de problemas geomé&tricos.

Objetivos:

1. Definir los vectores del espacio R2 v R3.

2. Manejar las operaciones de adicidn y multiplicacidn por esca-
lares.

3. Utilizar las propiedades de las operaciones anteriores.

4, Utilizar la multiplicacidn escalar para obtener el mbdulo de
un vector, angulo entre vectores, ortogonalidad, proyeccidn
ortogonal.

5. Utilizar el producto vectorial para la solucidn de ciertos pro
blemas fisicos.

6. Aplicar los vectores a la solucidn de problemas geom&tricos:

ecuaciones de rectas y planos, distancia, distancia de un
punto a una recta o un plano, etc.

Procedimiento:

Para lograr los objetivos anteriores tendras que:
1. Estudiar el capitulo II del texto, pagina 101 a 136.
2. Hacer los ejercicios siguientes:

Pagina 110, seccidn 3.1: 3, 5, 6, 8, 9, y 11,



ALGEBRA LINEAL

UNIDAD I
Pagina 113, seccidn 3.2: 1, 2, 3, 7, 9 y 13.
Pagina 120, seccidn 3.3: 3, 4, 8, 10, 13, 14, 15 y 16 (dos
maneras) .

Pdgina 128, seccidn 3.4: 1, 3, 6, 7, 8, 11 y 13.
Pagina 135, seccidn 3.5 5, 7, 8, 9, 11, 12 y 15.

.
-
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3. Leer el capitulo I del libro de referencia (ﬂlgebra Lineal,
autor Seymour Lipschutz).

4. Hacer un resumen de las definiciones y simbologia dadas.

Autoevaluacidn:

1. Sean los vectores u y v dados por u = (1,2,3) v v = (3,2,1).
Encontrar 3u, u + v, u-v v , d(u,v), uxv.

2. Dar la ecuacidn vectorial del plano que pasa por el punto

(3,2,0) v que contiene al segmento de recta que une (-1,3,2)
¥ {1,Lp=1)
3. Encontrar la ecuacidn vectorial de un plano que pasa por

(1,2,3) vy es ortogonal al vector (1,-1,0).

-1 + 3t
2 = 2% es paralela al plano.
3 = €

b4

4. Demuestre que la recta y
7x + 5y + 1lz = 22 &

5. Dados los vectores a,b,c,d; ¢tiene sentido: (a-b) - (c-4d),
(a*b)(c-d) o (a*b) x (c-d)?

6. Dado el plano S: 3x + 4y - 5z = 13 y el punto (1,1,-1) calcu-
le la distancia de P a S.

7. Demuestre el Teorema 3, pdgina 118 del texto.
8. Demuestre el Teorema 6, pdgina 130 del texto.
9. Defina proyeccidn ortogonal del vector u sobre el vector v y

la componente de u ortogonal a v. Cudl es la forma punto nor-
mal de la ecuacidn del plano.



ALGEBRA LINEAL

UNIDAD TII

ALGEBRA DE MATRICES Y SOLUCION DE SISTEMAS DE
ECUACIONES LINEALES

Introduccidn:

El concepto de matriz aparece en una gran variedad de aplicacio-
nes de las matemdticas a las ciencias fisicas asi como en las
ciencias sociales; por ejemplio: es un modelo excelente para des-
cribir los llamados problemas lineales ya sea en circuitos eléc-
tricos, sistemas mecanicos, transferencia de calor, etc.; por
tal motivo las operaciones algebradicas entre matrices asi como
sus propiedades deben ser conocidas para poder aplicar adecuada-
mente este concepto en la solucidn de los modelos mencionados.
Asi mismo, se sistematizardn los métodos de solucidn de los sis-
temas de ecuaciones lineales empleando el método de Gauss.

Objetivos:

Al concluir esta unidad podrés:

1. Conocer las operaciones de adicidn de matrices, multiplica-
cidén de matrices por escalares, multiplicacidén de matrices
asi como sus correspondientes propiedades.

2. Determinar las condiciones para que exista la inversa de una
matriz.

3. Obtener la inversa de una matriz.

4, Aplicar el concepto de matriz para obtener soluciones en sis-
temas de ecuaciones lineales.

Procedimiento:

1. Estudiar del libro de texto el capitulo I, pagina (16 a 66).
Revise con cuidado las padginas 63 y 64.

2. Resolver de la:

Seccidén 1.1. los ejercicios 1, 2, 3, 4, y 6.
Seccidén 1.2. los ejercicios 1, 2, 3, 5, 7 y 11.
Seccidn 1.3. los ejercicios 1, 2, 4, 6 y 8.
Seccidn 1.4. los ejercicios 1, 2, 4, 5 y 11.
Seccidn 1.5. los ejercicios 1, 2, 4, 6 y 10.

AR
2894038
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ALGEBRA LINEAL
UNIDAD II

Seccidn 1.6. los ejercicios 1, 3, 5,
Seccidn 1.7. los ejercicios 1, 2,
Seccidn 1.8. los ejercicios

Leer deli capitulo 2 del libro de referencia, la introduccidn
Ecuacidn lineal, sistemas de ecuaciones lineales, solucidn
de un sistema de ecuaciones lineales, solucidn de un sistema
homogéneo.

Leer del libro de referencia el capitulo 3, paginas 35-44,
introduccidn, matrices, adicidn de matrices y multiplicacidn
por un escalar, multiplicacidén de matrices, transpuesta, ma-
trices y sistemas de ecuaciones lineales, matrices escaldn,
equivalencia de filas y operaciones elementales con filas,
matrices cuadradas, dlgebra con matrices cuadradas y matrices
invertibles y los problemas resueltos 3.1 a 3.25 (pagina 46 a
55).

Autoevaluacidn:

1.

a)
b)

Dadas las matrices:

i 0 -1 2
D = (0 1 1 3)
1 4 3 2
calcular:
2A - 3B d) AC
CB e) ¢AC - CA?
Si existe C_1 calcilala. f) ¢A(B + D) = AB + AD?

c)



ALGEBRA LINEAL

UNIDAD II
Reducir las matrices:
1 -2 -3 2 -3 0o -5 -1
A= (—2 4 0) y B = ( 3 0 =2 0 -4)
-1 2 1 -4 -5 -6 7 0

a la forma escaldn (usando transformaciones elementales).

Investigar si es compatible el sistema siguiente:

X + 2y + 2z = 2
3x - 2y - z = 5
2x - 5y + 3z = -4

X+ v+ z= 3

en caso de ser compatible resolverlo, usando el método de
Gauss.

Resolver el sistema siguiente:

2x - y - z - 2u= 3
-3x + y - 2z - 2u = -1
X — 4y - 2z + 2u = 0
usando el mé&todo de Gauss.
Demuestre el teorema 1, pdgina 33.
Demuestre el teorema 2, secciones (c), (d) y (m), pagina 43.

Pruebe los teoremas 8, 9 y 10, pag. 54, 55 con sus propias
palabras.

Defina: qué es una matriz escalonada y qué una matriz escalo-
nada reducida; qué es una matriz elemental y cudl su rela-
cidn con las operaciones elementales.

Demuestre el Corolario de la pégina 66.

11






ALGEBRA LINEAL

UNIDAD III

ESPACIOS VECTORIALES

Introduccidn:

En algunas aplicaciones fisicas, es insuficiente el concepto de

par o terna ordenada de Reales, ya que se involucran "espacios"

de dimensiones mayores que tres, por lo que hay que generalizar

dicho concepto al caso de "eneadas" de reales e inclusive consi-
derar otros sistemas algebraicos que esencialmente se comportan

como vectores.

Objetivos:
1. Definir el espacio vectorial R" mediante sus operaciones fun
damentales (adicidn, multiplicacidn por un escalar y produc-

to interno y sus propiedades).

2. Identificar el concepto de espacio vectorial abstracto (espa-
cio de polinomios, de funciones, matrices, etc.).

3. Distinguir los subespacios de un espacio vectorial.

4. Utilizar el concepto de combinacidn y dependencia lineal de
vectores.

5. Seleccionar los generadores de un subespacio.

Procedimiento:

1. Estudiar del libro de texto, capitulo IV, secciones 4.1, 4.2,
4.3 y 4.4 (paginas 137 a 160).

2. Hacer los siguientes ejercicios del texto:

Seccibn 4.1: 1, 2, 4, 5,6, 8, 9, 11 y 16.

Seccibn 4.2: 1, 2, 3, 5, 6, 9, 10, 12, 14, 20 y 21.
Seccibébn 4.3: 1, 2, 3, 4, 7, 10, 11, 12, 13 y 16.

Seccidén 4.4: 1, 3, 5, 9, 10, 11, 15, 17, 18, 19, 20 y 21.

3. Leer del capitulo IV del libro de referencia de la pdgina 63
hasta la pagina 69.

4, Hacer los ejercicios del libro de referencia: 4.40, 4.41,
4,47, 4.50, 4.51, 4.54, 4.58, 4.64, 4.72, 4.74.

13
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ALGEBRA LINEAL
UNIDAD IIT

Autoevaluacidn:

1 %

Investigar si el conjunto de nGmeros racionales forman un es-
pacio vectorial respecto a las operaciones usuales de adi-
cidn de racionales y multiplicacidn de reales por racionales.

i P . . 3
Investigar cuadles de los siguientes subconjuntos de R son
subespacios de R3:

a) el conjunto de todos los vectores cuya primera coordenada
es cero.

b) El1 conjunto de todos los vectores tales que la suma de sus
3 coordenadas es uno.

c) El conjunto de todos los vectores tales que la primera
coordenada es un racional.

Sea V=1L {(1,2,0) (O,-1,1) (3,7,-1) (-2,-2,-2)} . Encontrar
un conjunto de generadores linealmente independientes.

Investigar si el siguiente conjunto es linealmente indepen-
diente.

u = (_31'_2:071)! v = (_114:110)r w = (01"2r1r0)
Sean vectores u = (1,3,-2,0) v = (1,1,1,0) w= (4,-3,-2,-1)
Calcular:
a) 3u - 2v + w
2
b) 3u-v
c) Coseno del angulo entre (u - v), (w - u).

Demuestre el teorema 5, padgina 152 con sus propias palabras.
Demuestre el teorema 6, pagina 159.
Defina independencia lineal de un conjunto finito de vectores;

el hecho que un conjunto de vectores genere un espacio; un
subespacio vectorial.



ALGEBRA LINEAL

UNIDAD IV

BASES Y DIMENSION

Introduccidn:

Es importante resaltar el hecho de que en ciertos espacios vecto-
riales (dimensidén finita) existen subconjuntos finitos de elemen-
tos linealmente independientes con la propiedad de que cualquier
elemento del Espacio puede expresarse como una combinacidn lineal
de dichos elementos (tal subconjunto se le llama una Base del Es-
pacio); asi como la caracteristica que tienen todas las bases, de

tener el mismo nimero de elementos; el cual se denomina dimensidn
del espacio.

La obtencidn de tales bases es un aspecto esencial en el estudio
de los espacios vectoriales; por otra parte, la introduccidn de

operaciones entre subespacios permitird mostrar las ideas geomé&-
tricas en espacios vectoriales.

Objetivos:

Cuando termines esta unidad podrés:

1. Obtener bases de subespacios vectoriales.
2. Obtener la dimensidn de un espacio vectorial.
3. Encontrar las coordenadas de un vector de un espacio vecto-

rial respecto a cualgquier base.

4, Determinar los subespacios interseccidn y suma directa e in-
terpretarlos geoméetricamente.

Procedimiento:

Para cubrir los objetivos propuestos tendras que:

1. Estudiar del libro de texto la seccidn 4.5 y 4.6 (paginas 161

a 176).
2. Hacer del libro de texto los ejercicios:
Seccidén 4.5 (paginas 168 y 169): 2, 4, 5, 9, 10, 16, 17, 19

y 20.
Seccién 4.6 (pdgina 177): 3, 4, 6, 7, 8, 9 y 10,

15
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ALGEBRA LINEAL
UNIDAD IV

3. Leer del capitulo V del libro de referencia los incisos si-
guientes: bases, dimensidn y subespacios (pdginas 88, 89 y 90).

4. Del libro de referencia hacer los ejercicios 5.64, 5.65, 5.66,
5.68, 5.77, 5.80, 5.81, 5.83.

Autoevaluacidn:

1. Obtener una base del subespacio V =1L {(1,1,-1), (2,-3,0),
(2,-8,2)} y decir cudl es su dimensién.

2. Demostrar que los conjuntos (L,1,1), (1,1,0), (1,0,0) vy
(1,2,1), (-1,-2,3), (2,1,1) son bases en R3 y obtener las
coordenadas del vector (3,5,-1) respecto a esas bases.
3. Hallar la interseccidn y la suma de los subespacios de R3.
a) S L {(,1,-1), (0,1,2), (2,-1,-8)1
S L {(Zr_?’tl)r (_1101_1); (3r_916)}

Il

4, Sea S =L {(2,0,4), (-2,2,0)} obtener un subespacio T de R3
tal  que R3 sea la suma directa de S y T, e interpretarlo
geometricamente.

5. Cudles son los elementos de L(uj, up, uz). Defina el rango
del espacio de renglones y columnas de una matriz. Defina el
rango de una matriz aumentada.

6. Demuestre el teorema 7 y 8, pdgina 165.
7. Demuestre también, cuidadosamente, el teorema 9, pagina 167.
8. Demuestre el teorema 11, pagina 171.

9. Defina la suma directa de dos subespacios. Cudl es la dife-
rencia con el concepto de suma de subespacios. Qué& ventajas
tiene la suma directa sobre la suma. Qué es un sistema compa
tible o consistente de ecuaciones lineales.

10. Demuestre gue un sistema es compatible si y sdlo si el rango
de una matriz y el rango de su matriz aumentada coinciden.

NOTA: U+V = {u+v [ue U y veV} es la suma de U v V
UOV = {vtv|ueU y veVl}l y ULV = D (el conjunto vacio)
Ejemplo 1: U = plano xy V=plano yz Uu+v = ]R3; no es suma
Directa porque U0V = eje y

Ejemplo 2: U = plano xy V = eje z U+v = U @ V =IR3

Toda suma directa de espacios es suma de espacios. Una suma

es directa sdlo si su interseccidn es el vector 0.



ALGEBRA LINEAL

UNIDAD V

ESPACIOS EUCLIDEANOS RN

Introduccidn:

En esta unidad se introducird@ en los espacios vectoriales el con-
cepto de producto interior, obteniendo con ello la posibilidad de
considerar angulo entre vectores, ortogonalidad, etc.: y en gene-
ral la construccidn de una geometria similar a la ordinaria en
espacios abstractos.

Objetivos:

Al concluir esta unidad podréas:
1. Definir productos interiores en espacios vectoriales.

2. Calcular longitud y angulo entre vectores. Generalizar el
teorema de Pitagoras.

3. Determinar bases ortonormales en espacios vectoriales, usan-
do el proceso de Gram Schmidt.

4., Determinar el complemento ortogonal de un subespacio e inter-
pretarlo geométricamente.

Procedimiento:

1. Estudiar de tu libro de texto el capitulo IV, secciones 4.7,
4.8, 4.9 (paginas 178-199) haciendo los ejercicios siguien-
tes:

Seccidn 4.7
Seccidn 4.8
Seccidn 4.9

¢ Te B 10, 13, 14, 15 ¥ 16
, 9, 10, 13, 19, 20 y 21.
, 8, 9, 12, 17, 19 y 20.

5, 6
5, 6
3, 4

r

3, 4
3, 4
1, 2

- w0~
- w o=

2. Estudia del libro de referencia, del capitulo 13 p&ginas 281
y 282,el concepto de complemento ortogonal y el teorema 13.2
viendo el ejemplo 13.9.

3. Leer del libro de referencia los ejercicios resueltos siguien
tes:

1325 13:3; 13:4,; 13.5, 13.8 y d3.9.

17



ALGEBRA LINEAL
UNIDAD V

Autoevaluacidn:

1. Calcular el producto interno de los vectores que se indican.

a) u= (2,-2); v = (-1,3) con el producto escalar usual en RZ2.

b) u= (-1,-3,2), v = (0,2,-2) con el producto escalar usual
en R3,

c) P(t) = -1 + 2t + t2{ q(t) = 3 - 2t - t2 con el producto

1

interno <p, 9> =i/‘ p(t) g(t)dt.

0
2. En R2? investigar cuales de las funciones siguientes definen
productos interiores; donde u= (X, ¥Y) v v = (X2, Y2l
a) f(u, v) = X1¥p -2X_¥1 - 2Xp¥p + 5X1Y;
b) f(u, v) = X2¥1 + X1¥Y3
c) £(1, v) = X»X;

(Nota: ninguna de las tres funciones es un producto interior).
3. Obtener el cosenodel &ngulo a) entre los vectores y v v si con

a) u = (4r1!8) Mg N = (0111‘3)
b) Entre los polinomios dados en lc.

c) Entre las matrices:

1 2 5 6

con el producto interno siguiente:
ajlr  aiz bj;  bi2

bz1 b2
a1 az

<A, B> = ajjbjy + ajgbjo + az; b2y + appbp>



ALGEBRA LINEAL
UNIDAD V

Ortonormalizar la base de R3 dada por (1,1,1), (1,1,0), (1,2,1)
En la demostracidn del teorema 13, p&gina 182, ¢por qué se puede
concluir que el polinomio de 2° grado at? + bt + ¢ no tiene
raices reales o que tiene una raiz real mltiple (sugerencia:
dibuje una parabola).

Demuestre el teorema 17, pagina 192 y el teorema 18, pagina 193

19






ALGEBRA LINEAL

PRIMERA UNIDAD DE REVISION

Introduccidn:

En las cinco unidades precedentes se han introducido conceptos
matemdticos Gtiles para enfrentar problemas geométricos y alge-
braicos tradicionales como el cdlculo de distancias y la resolu-
cidn de sistemas de ecuaciones lineales. Se ha enfatizado el --
uso de estos conceptos en problemas concretos y en ocasiones la-
boriosos numéricamente. Muchos de estos cdlculos se vuelven in-
manejables cuando crecen los sistemas a resolver (lo que ocurre
en muchas aplicaciones). Por ejemplo, no es nada extrafio calcular
inversas de matrices de 100 x 100). La computadora los resuelve
con métodos que se estudiardn en cursos posteriores.

En esta unldad el énfasis es revisar cuidadosamente los conceptos
usados y cdémo seconvlerfenen algoritmos. El poder rehacer desa-
rrollos tebricos y resolver problemas no numéricos, abstractos,
es tal vez una experiencia nueva para muchos, pero es clave para
comprender bien el tema y ampliar las posibilidades de aplicacidn.
Es un requerimiento necesario para cualquiera que desee mantener-
se al dia y aportar al progreso té&cnico.

Objetivos:

1. Ordenar y diferenciar los conceptos de los espacios R2 y R3,
de espacios vectoriales y sus bases y de las diferentes ope-
raciones en ellos. Tambi&n los conceptos ligados a sistemas
de ecuaciones lineales.

2. Entender la justificacidn de los diversos algoritmos utiliza-
dos, por ejemplo el de la obtencidn de A-l del texto, de re-
solver ecuaciones, etc.

3. Revisar la diversidad de cidlculos hechos y los modos mas ra-
pidos de efectuarlos.

4, Resolver problemas tedricos y demostrar los teoremas més
importantes, sin tener que memorizar todos sus pasos.

5. Expresar oralmente en forma ordenada, precisa y clara la so-
lucidn de problemas de &lgebra lineal.

Procedimiento

1. Rehacer, sin observar casi el libro, el desarrollo tedrico

21
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ALGEBRA LINEAL ,
PRIMERA UNIDAD DE INTEGRACION

de cada unidad, repitiendo las definiciones, los enunciados y
las demostraciones de los teoremas.

Resolver problemas tedricos del libro de texto, del libro de
referencia o de cualquier libro de dlgebra lineal.

Revisar problemas de aplicacién en la Coleccidn de Problemas de
la UAM-Azcapotzalco.

AUTOEVALUACION:

1.~

Definir los conceptos mds importantes: Espacio vectorial, sub-
espacio vectorial, Proyeccidn de un vector en otro, Espacio
vectorial generado por un conjunto de vectores, Independencia
lineal de un conjunto de vectores, Producto interior en un es-
pacio vectorial, Base ortonormal de un espacio vectorial, Pro-
ceso de ortonormalizacidn de una base, Distancia de un punto a
un plano, distancia de un punto a una recta.

Dar la interpretacidn gradfica de la definicidn de una recta en
el espacio: que pase por el origen y que no pase por el origen.
(Cuidl seria la definicidn paramétrica de un plano que: pase por
el origen y que no pase por el origen?

Describir los algoritmos siguientes: a) Método de Gauss Jordan,
b) Cdlculo de la inversa de una matriz, c¢) Proceso de Gram -
Schmidt.

¢Es necesario normalizar cada vector que se obtiene en el pro-
ceso de Gram-Schmidt para que el conjunto obtenido sea realmente

ortonormal? ¢(Qué significa geométricamente el Método de Gauss-
Jordan?

;Cuidntas bases tiene IR2? 51R3?

¢Cudles son los subespacios deiml?,adelmz?,adejm3

Demuéstrelo.
;Cudntos subespacios tiene cada uno de los espacios anteriores?

n
?, idde IRT?

;Cémo se calcula la distancia de un punto a una recta enimz?
(Dos métodos: interseccidn y por vectores) 3
;Cémo se calcula la distancia de un punto a una recta en R™?
(Un método: por vectores) 3
;Cémo se calcula la distancia de un punto a un plano en IR™?
(Dos métodos: interseccidn y por vectores)
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TRANSFORMACIONES LINEALES

Introduccidn:

En la unidad anterior se hizo notar la importancia que tienen las
matrices en las aplicaciones a las ciencias fisicas y sociales.
En esta ocasidn se estudiard la parte correspondiente a las trans
formaciones lineales las cuales por su alto contenido geomé&trico
permiten determinar las propiedades bédsicas de los espacios vec-
toriales. Ademds, por su intima conexidn con las matrices, se
tendrd la oportunidad de dar una justificacidn a las operaciones
entre las mismas, empleando las operaciones correspondientes en-
tre transformaciones lineales.

Objetivos:

Cuando termines esta unidad podrés:

1. Distinguir las transformaciones lineales de las no lineales
de un espacio vectorial en otro.

2. Dar interpretacidn geométrica a ciertas transformaciones 1li-
neales (rotaciones, las matrices elementales).

3. Caracterizar las transformaciones lineales por las imagenes
de los vectores de una base.

4. Definir el espacio nulo y la imagen de una transformacidn li-
neal de un espacio vectorial en otro, asi como la relacidn
entre sus dimensiones.

5. Operar con transformaciones lineales (como composicidn de func

6. Distinguir y obtener las transformaciones no singulares.

Procedimiento:

1. Estudiar del capitulo V, seccidn 1, 2 (paginas 201 a 224).

2. Hacer los ejercicios siguientes del capitulo V.

Seccién 1 (pags. 208, 209) 2, 5, 8, 12, 15, 20, 23, 24, 27,
28, 30 y 31.

23



24

ALGEBRA LINEAL
UNIDAD VI

Seccidn 2 (pags. 214, 215) 2, 5, 7, 11, 12 y 15.
Seccidn 3 (pags. 224, 225) 3, 5, 17, 8a, 11, 14, 15, 16 y 17.

Leer del libro de referencia el capitulo IV, p&gina 121 a 131
revisando cuidadosamente los ejercicios: 6.1, 6.2, 6.7, 6.11,
6.12, 6.15, 6.18, 6.19, 6.20, 6.27, 6.31, 6.35, 6.36, 6.37.

Autoevaluaciodn:

1.

Dada la transformacidén T: R3 —+R2 por: T(x,y,z)=(x+y, 2y-3z)

hallar el nlicleo y el espacio imagen de T; asi como la nuli-
dad y el rango de T.

Investigar cudles de las siguientes transformaciones son 1li-
neales:

a) T: R2 —+R3 dada por: T(x,y) = (x + y, 3x, y)

b) T: R2 —+R3 dada por: T(x,y) = (x, x + vy, x + 2)

c) T: R3 —+R2 dada por: T(x,y,z) = (x +y + 2, x + vy)

DadasT,, T,: R® —R® por: T,(1,0)=(1,1), T,(0,1) = (-1,-4),

(-3x+4y, x-3y)
c) dada v = (3, 1) obte-

Tz(er)

Calcular: a) 2t1 + 3T2; b) T1 - 4t2

ner sus imdgenes bajo T, y T,, e investigar si T
g J 1 2 g9 j ¥

-

T, son no-singulares (o sea, si son inversibles).

Dada T: R3 ~+R3 por T(x,y,z) = (x,y - 2z, 2y + z), obtener
la imagen del vector v = (1,0,2) respecto a la base natural y
a la base (1,1,1), (1,1,0), (1,0,0) .

Dada Tl’ T2: R3 - R3 por

T1 (x,v,2) = (y,z,x)
T2 (x,v,2) = (x, xty, xty+z)

Obtener: Tl'TQ' T2-Tl

Defina el rango (o imagen) y el kernel (o nulidad) de una trans
formacidén lineal.

Demuestre el teorema 4 y el teorema 5, paginas 217 - 218.

Demuestre el teorema acumulativo 7, pdgina 221.
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MATRICES Y TRANSFORMACIONES LINEALES

Introduccidn:

En esta unidad se establece la completa identificacidn entre
transformaciones lineales de un espacio vectorial en otro y su
representacidn matricial respecto a bases dadas en dichos espa-
cios; obteniendo con esto la facilidad para utilizar indistinta-
mente cualquiera de los dos conceptos en las diversas aplicacio-
nes fisicas. Por otra parte, para enfatizar la dependencia de
las matrices respecto a diferentes bases, se encuentra la rela-
cidn que deben satisfacer tales matrices en funcidn del cambio de
coordenadas.

Objetivos:

Una vez que hayas concluido esta unidad podrés:

1. Determinar la matriz de una transformacidn lineal de un espa-
cio vectorial en otro, respecto a bases elegidas en los espa-

cios dados.

2. Calcular la matriz de una transformacidn lineal cuando se
cambian las bases en los espacios.

3. Determinar matrices similares.

Procedimiento:

Para lograr los objetivos anteriores tendrds que:

1. Estudiar del Capitulo V, las secciones 5.4, 5.5, 5.6 (péags.
225 a 252).

2. Hacer los siguientes ejercicios del capitulo V:

Seccidn 5.4 (pags. 234 a 236) 1, 3, 5, 6, 9, 10, 12, 13, 14,
15 y 16.

Seccidén 5.5 (padgs. 246 a 248) 1, 3, 5, 6, 7, 8, 11, 13, 19,
10, 21 y 22.

Seccidén 5.6 (pags. 252 a 253) 1, 4, 5, 9 y 11.

3. Estudiar del libro de referencia, el capitulo VII(padginas 150
a 157) y los problemas resueltos: 7.1, 7.2, 7.5, 7.6, 7.12,
713 T218; 7:15:; 717 T:18; 7:20 vy T.22,
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Autoevaluacién:
2 2
1. Dada T: R —R por T(x,y) = (3x - y, 2x + vy)
a) Obtener su matriz respecto a la base natural de R2.
b) Obtener su matriz respecto a la base (1,1) (-1,1) .
2. Dadas las transformaciones Tl' T2: R3 - R3, por las matrices
siguientes: (respectivamente)
2 1 1 2 -3
A = 0 1 B = 1 -1 -1
0 1 0 1 0

respecto a la base natural.

a) Obtener las transformaciones T1 Yy T2.

b) La imagen de (1,2,3) bajo Ty v Ty, T, + T,y T T,.

c) La matriz de T1 + T2, comprobando que la representacidn
matricial de la suma de transformaciones es la suma de las
matrices A y B.

d) La matriz de T1T2, comprobando que su matriz es igual al
producto de las matrices A y B.

3. Dada la transformacién lineal de T: R3 —>R3. T(x,y,2) =

= (x-y-z, y+z, 2x-2y+3z).

a) Investigar si es no singular, en cuyo caso obtener su
transformacidén inversa.

b) Obtener la matriz de T, respecto a la base natural; y la
matriz de T-1 respecto a la base natural, comprobando que
esta Gltima es la inversa de la anterior.

4. Dadas las bases Bl ={(1,1), (1,0)%, B2 = {(1,2), (2,3)} en RZ:

a) Obtener la matriz P de transicidn de la base Bl a la base
B2 y la matriz Q de transicidén de B2 a Bl'

b) Verificar que PQ = I
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Dado el operador T: R> — R% por T(1,0) = 3(1,0) - 2(0,1) y

T(0,1) = (1,0) + 4(0,1) obtener la matriz A de T respecto a

la base natural y la matriz B respecto a la base (1,2), (2,3)
asi como la matriz Q de transicidn de la base natural a la nuewv:
base; comprobando que A y B son similares.

Demuestre el teorema 9, pégina 240.

Demuestre el teorema 10, pagina 241.

Demuestre la observacidn, pégina 242,

Demuestre el teorema 11, pagind 249.

Defina la matriz de transicidn.
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DETERMINANTES

Introduccidn:

Dado el conjunto de matrices cuadradas nxn una funcidn conocida
como la funcidn determinante asocia a cada matriz un nlmero real,
llamado su determinante.

El estudio de los determinantes es importante, tanto desde el pun-
to de vista tedrico (funciones multilineales, tensores, etc.) co-

mo en sus aspectos précticos (para la solucidn de sistemas de e-
cuaciones lineales).

Objetivos:

Cuando termines esta unidad podras:

1. Definir el concepto de permutacidn de n objetos v clasificar
las de orden par o las de orden impar.

2. Definir determinantes de 2° orden, 3er. orden, etc. usando
permutaciones.

3. Utilizar menores v cofactores para definir el determinante
de una matriz.

4., Calcular determinantes utilizando las propiedades de ellos.

5. Aplicar los determinantes a la solucidn de sistemas lineales.

Procedimiento:

Para lograr tus objetivos tendras que:

1. Estudiar del libro de texto el capitulo II (pags. 69-97) re-
solviendo los siguientes ejercicios:

Seccidén 2.1 (p&g. 75) 1, 2, 6, 10, 11, 13, 15 y 1le.
Seccidén 2.2 (pag. 80-81) 1, 4, 6, 8, 11 y 15.

Seccidén 2.3 (pag. 87-88) 1, 2, 3, 4, 6, 9, 12 y 13.
Seccibn 2.4 (p&g. 97-99) 1, 3, 7, 9, 11, 13, 16 y 18.

- = =

2. Estudiar del libro de referencia: el capitulo VIII (pagina 171-
177) y de los problemas resueltos los 8.3, 8.4, 8.6, 8.7, 8.10,
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8.12, 8.14, 8,15, 8.17, 8.18, 8.30, 8.31 y 8.38, resolviendo
el 8.47, 8.50 y 8.62.

3. Del libro de referencia estudiar: del capitulo V (pags. 90 a
92) la definicidén de rango y aplicaciones a ecuaciones linea-
les; viendo con cuidado los ejercicios resueltos: 5.25, 5.26,
5.40 y 5.42,

Autoevaluacidn:

1. Definir el concepto de permutacidn y encontrar todas las per-
mutaciones de (1 2 3 4).

2. Decir si las permutaciones son pares o impares.

3. Usando permutaciones encontrar el determinante de orden 3x3.

a a a

11 12 13
421 Aa a3
A1 232 433
4. Dada
1 2 3
A=]|4 -1
sl 0 2

a) Encontrar su determinante utilizando menores y cofactores.
5. Demuestre los teoremas 2 y 3, pagina 77.

6. Demuestre el teorema 4, pagina 82.
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7. Dado el sistema siguiente:
x, + 3x2 + 4x3 = 3
X+ x, + x5 = 0
2x1 - 2x2 + X5 = -2

obtener la solucidn utilizando la regla de Cramer.

8. Calcular el determinante de la matriz.

1 2 -2 -3
A= |0 3 -1 2
4 -1 0 -2
3 1 3 2

usando las propiedades.

9. Demuestre el teorema 9, pagina 96.
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UNIDAD IX

VALORES Y VECTORES CARACTERISTICOS

Introduccidn:

Dado que se ha visto en las unidades anteriores que la represen-
tacidn matricial de un operador lineal depende de las bases ele-
gidas en el espacio, se presenta el problema de seleccionar aque-
lla base respecto a la cual, la matriz correspondiente tenga una
forma diagonal con la cual pueden deducirse mis fdcilmente las -
propiedades intrinsecas de dicha transformacidn; este problema -
puede analizarse introduciendo el concepto de valores y vectores
caracteristicos. Por otra parte desde el punto de vista geométri
co, la determiancidn de valores y vectores caracteristicos indi-
can las direcciones invariantes de algiin fendmeno descrito por
una transformacidn lineal.

Objetivos:

Al concluir esta unidad podras:

1. Definir el concepto del valor y vector caracteristico para ma-
trices y operadores lineales ilustr&ndolo con algunos ejemplos.

2. Obtener el subespacio asociado a un valor caracteristico dado.
3. Calcular el polinomio caracteristico de una matriz.

4, Diagonalizar matrices de orden 2x2 y 3x3.

Procedimiento:

Para lograr tus objetivos tendré@s que:

1. Estudiar de tu libro de texto del capitulo VI, las pdginas 255
a 274.

2. Hacer del mismo libro (texto) los siguientes ejercicios:

Seccidén 6.1 (pags. 261 - 262) 1, 2, 5, 8, 12, 13 y 16.
Seccidn 6.2 (pégs- 288 - 289) 2, 3, 5, 7 9, 11, 12 vy 15.
Seccidn 6.3 (pags. 274 - 275) l:a,by c, 2, 3, 5, 10, 11 y 13.

3. Estudiar de tu libro de referencia del capitulo IX las pédginas

197 a 202 wviendo con cuidado los problemas resueltos 9.1, 9.2,
9.7, 9.8, 9.10 y 9.16.
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Autoevaluacidn:

1. Dada T: R2 - R2 T(x,y) - (x+y), 2x) obtener: sus valores y

vectores caracteristicos.

2. Dada la matriz

-1 1
A = 0 3
0 2

Obtener su polinomio, vectores y valores caracteristicos.

3. Dada la matriz

1 o

Obtener una matriz diagonal semejante a dicha matriz.

4, Dada la matriz

3_
3 V3
A =
3 .1
w]
Obtener una matriz P que ortogonalice a la matriz A y calcu-

lar P-lap.
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SEGUNDA UNIDAD DE REVISION

En las cuatro unidades precedentes se presentd la idea de una tans-
formacidén lineal, los algoritmos para calcularla en té&rminos de dos
bases dadas. La relacidn fundamental que existe con el concepto de
matriz. Se generan subespacios naturales del dominio (el niicleo) y
del contradominio (la imagen) de una transformacidén lineal. La ima-
gen de subespacios del dominio son subespacios del contradominio.
En particular en IR3, los subespacios son el vector 0, rectas que pa
san por el origen, planos que incluyen el origen y todo R3. Por
tanto, sus imagenes, serdn, a lo mas, estos subespacios. Es intere-
sante interpretar geométricamente el efecto de matrices conocidas
en cuadrados (R2), cubos (R3) e hipercubos (IRD).

El cdlculo de determinantes es de mucha utilidad para resolver sis-
temas de ecuaciones "cuadrados" y necesario para obtener vectores
propios de una transformacidn, que son aquellos vectores que con-
servan su direccidn pudiendo contraerse o expanderse, aumentar o

disminuir su magnitud. Estos vectores, cuando generan una base,per-
miten expresar en forma muy sencilla (diagonal) la transformacidn
lineal correspondiente. Vectores, valores y funciones propias son

conceptos muy utilizados en las aplicaciones.

OBJETIVOS

1.- Revisar: los conceptos de transformacidn lineal y la matriz aso-
ciada dado un par de bases; definiciones y algoritmos, consta-
tando que una misma transformacidn lineal puede tener diferente:
"presentaciones" y practicando los algoritmos para obtenerlas.

2.- Definir algebraicamente el determinante y demostrar sus princi-
pales propiedades, incluyendo las que resultan de aplicar las
operaciones elementales.

3.- Definir los conceptos de vector y valor propio e interpretarlos
geométricamente. Definir el polinomio caracteristico y utili-
zarlo para diagonalizar una matriz. Utilizar la diagonalizacid
para simplificar algunos célculos.

4.- Interpretar geométricamente en R2 y en R3 todos los conceptos
y resultados obtenidos del curso.

PROCEDIMIENTO

1.- Revisar los conceptos mds importantes del curso (vector, espa-
cio vectorial, subespacio vectorial, operaciones entre vecto-
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res, conjunto de vectores linealmente independientes, conjun-
to de vectores generadores de un subespacio vectorial, matriz,
espacio de columnas de una matriz, espacio de renglones de una
matriz, rango de una matriz, sistema de ecuaciones lineales,
sistema de ecuaciones lineales homogéneas, sistema de ecuacio-
nes lineales no homogéneas, solucidn o soluciones de un siste-
ma de ecuaciones lineales, producto interior de un espacio vec
torial).

Encontrar la transformacidn y la matriz correspondiente a T

5 . M2X2 » Y22 a bl _ |1 3i]la b
definida por T: M + M T [c %] [4 2 [C a

¢Cudles son sus valores y vectores caracteristicos?

T: R+ RM dibuje, en notacidn de conjuntos la imagen y el ni-
cleo de t.

Si S: Rt — RP, 1o mismo.

Sea SoT 1la composicidn, dibuje, tres conjuntos R, RM, RP vy
los nticleos y las imdgenes de S, T, y SoT.

i{Qué concluye? ¢(Puede demostrarlo?

Si: n=m=p, {qué se puede afirmar de los valores propios de SoT,
si tienen los mismos vectores propios?

Sean U,V con UAV = {0} dos espacios vectoriales en RI, cdmo
son sus imdgenes T(U) y T(V)?

(Cudles son los subespacios de R3? Demudstrelo.

Demuestre que la imagen de un subespacio de IR es un subespacio
de R T: RO > TM,

Qué significa geométricmanete cualquier método de resolver sis-
temas de ecuaciones?

¢Si una matriz cuadrada A tiene vectores propios Vq,...Vy con
valores propios diferentes dy,...dp, cudles son los vectores
propios de A~l y cudles sus valores propios (A matriz n x n).
.Cudl es la interpretacidn grafica, en este caso?

En general qué efecto geométrico tiene sobre los vectores de una
base de R" la transformacidén A~l D operador derivada.

¢Cuales son los vectores propios de DPp, P, = polinomio de grado
n. Los valores propios de D?



APENDICE INFORMAL

En el presente curso de dlgebra lineal se cubren los temas mas
fundamentales para resolver sistemas de ecuaciones lineales y ha-
cerlo del modo mas fdcil posible. E1 dlgebra lineal, sin embar-
go, trasciende en importancia tedrica a lo que sugiera el materal
cubierto. Sus interrelaciones con disciplinas como el Andlisis
Funcional, Solucidn de Sistemas de Ecuaciones Diferenciales (que
se estudia en un curso de Fisica Matemdtica) Series de Fourier
Generalizadas, Grupos Topoldgicos son muy amplias. Muchos de sus
conceptos se generalizan a un nimero infinito de dimensiones ge-
nerando la herramienta necesaria (Espacios de Hilbert, espacios
de Banach) para resolver muchos problemas de Fisica Cudntica, de
Telecomunicaciones, de Procesos Estocdsticos. Algunos teoremas
de algebra lineal como el Espectral, que con un poco mas de estu-
dio se puede entender (sin necesidad de especializarse en matema-
ticas o haber terminado la licenciatura) se convierten en teore-
mas b&sicos para los espacios de un nimero infinito de dimensio-
nes, descomponiendo un operador en operadores mas sencillos.

Como se observd en uno de los problemas, los niimeros complejos
son isomorfos (es decir equivalentes en cardinalidad y en su
comportamiento frente a operaciones algebrdicas) con un subespa-

cio de las matrices de 2 por 2. Asi, propiedades gque se demues-
tran para este espacio pueden trasladarse al otro. En forma pa-
recida otros conceptos como el de grupos (ligados a graficas por

ejemplo) pueden ser modelados mediante matrices usando los resul-
tados bien conocidos para é&stos, surgiendo la teoria de represen-
tacidn de grupos que desde la segunda década de este siglo hasta
nuestros mismos dias ha impactado a la fisica matemdtica y por
medio de ésta, por ejemplo, a la comprensidn de los fendmenos y
de la estructura del nicleo del &tomo, por no mencionar su apor-
tacidén a la comprensidn de fendmenos econdmicos.

La resolucidn practica de problemas de ingenieria requiere en mu-
chos casos usar una aproximacidn lineal y en los métodos de Calcu
lo Numérico surgen frecuentemente conceptos provenientes del A1-—
gebra de Transformaciones Lineales.
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