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INTRODUCCION

LA IDEA ESENCIAL EN ESTE PROBLEMARIO ES MOSTRAR A BASE DE
EJEMPLOS COMO SE APLICAN METODOS O FORMULAS PARA CALCULAR LA

DERIVADA O INTEGRAL DE FUNCIONES.

EN CADA SECCION DE ESTE PROBLEMARIO SE DA UNA BREVE INTRO-
DUCCION ACERCA DEL METODO DE FORMULA A EMPLEAR PARA EL CALCU-
O DE LA DERIVADA O INTEGRAL DE UNA FUNCION. SE DEBE TOMAR EN
CUENTA QUE SE SUPONEN CONOCIDAS, LAS FORMULAS DE DERIVADA, IN-
TEGRAL E IDENTIDADES DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS, LOGARITMI-

CAS, HIPERBOLICAS Y SUS INVERSAS.

AL FINAL DE CADA SECCION SE PRESENTAN PROBLEMAS A RESOL-

VER, CUYAS SOLUCIONES, CON BOSQUEJO DE SU OBTENCION EN ALCU-

NOS CASOS, SE DAN AL FINAL DEL PROBLEMARIO.

DERECHOS RESERVADOS © 2004, Universidad Autonoma Metropolitana (México). Prohibida la reproduccion de esta obra asi como la distribucién y venta fuera del ambito de la UAM®. E-libro Bibliomedia Bibliomedia@mail.com



DERECHOS RESERVADOS © 2004, Universidad Autonoma Metropolitana (México). Prohibida la reproduccion de esta obra asi como la distribucién y venta fuera del ambito de la UAM®. E-libro Bibliomedia Bibliomedia@mail.com



DERTITV ADA

R EG6GLA DE LA CADENA
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Regla de la Cadena

Sabemos que la regla de la cadena es la derivada de una composicién de fun-

ciones, y la derivada de dicha composicibn de funciones es el producto de las

derivadas de esas funciones:

Asi que:
Si h(x)
x —> y = h(x) es funcién derivable
y g(x)
y——> z = gly) es funciébn derivable

son funciones las cuales se pueden "componer", es decir, aplicar a y = h(x)

la funcién g, entonces para los x para los cuales se puede hacer dicha compo

sicién
z = (g,h) (x) = glh(x])) = gly)

se tiene gue la derivada con respecto a x es, por la regla de la cadena

dz(x) _ dg(h(x)) dy(x)
dax dh " odx

= g'(h(x)0.h'(x)

es decir

ﬂidO_)’(’—(’i’: g'(hx)).h'(x)
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NOTA: 7: Para cuestiones prdacticas, la regla de la Cadena o derivada de --
una composicién de funciones la podemos interpretar como: derivada -
12 Ja funcién de "afuera"” y multiplicandola por la derivada de la fun-
cién de "mds adentro”. Cada una derivandose y evaluandose con res

pecto a su variable o argumento, asi

hi(x)

&
<
I}

glx)

<
N
n

entonces la funcién composicién

gly) = goh(x) = g(h(x))

tiene derivada

990) — grinix)) n'ix) (1)
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En particular, si y(x) es funcién derivableen x y g es la funcién
n
gly) = y ', entonces

La composicién de dichas funciones, y(x) seguida de g

(goy) (x) = gly(x)) = y"(x) =mmmmmmmmmmm oo (2)

es derivable en x, de modo que por la regla de la cadena tenemos

dy" (x) _ dgoy(x)
dx ax

_dgly) . dy(x)

dy dx
__d 0 dy()
T gy Y Tdx
= nyn“7 yIX) —=m=mmmm e e (3)
O brevemente
n
£ S —— (4)

dx

NOTA: 2. A veces se tiene la composicién de tres o més funciones, por lo --
que la derivada de la composicibn de esas [unciones es iquul al --
producto de las derivadas de cadu una de esas funciones, ecvalua-

das cada una con respecto a su variable o arqumentos.
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EJEMPLO: Derivar la funcién

H (x) = [cosx]"

SOLUCION: H (x) es composicién de las funciones

t (x) = cosx

entonces, como

H (x)=y o t(x),

Por la regla de la cadena, tenemos

dH (x) _ d

ax  odx Yt

dy (t) dt (x)
dt =~ Tdx

Sustituyendo en funcién de x, la derivada queda

dH (x)

X = (-4 sex)(cosx)?.

OBSERVACION: este resultado puede obtenerse en forma casi inmediata, si se

sigue la nota 1.
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EJEMPLO: Derivar la funcién

3 -
f(x) = sen(4x /2)

SOLUCION: f(x) es composicién de las funciones

*fa

f(x) 4x

g(x) seny

entonces, como

flx) = g o y (x)
Por Ila regla de la cadena, tenemos

dfdiX) - _(di_)_( g oy (X)

_ dg (y) dy (x)
dy °  dx

= cosy . (4%)(5 ).

Sustituyendo en funcién de x, la derivada queda

df (x)
dx

1 3/,
= 6x? cos(4x /2

).
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EJEMPLO: Derivar la funcién

I(w) = arctan (senw)

SOLUCION: I{w) es composicién de los funciones

h (w)= sen w

f (h) = arctan h

ENTONCES, COMOQ

Itw) = f o h (w)

POR LA REGLA DE LA CADENA, TENEMOS

dl (w)

T f o h (w)

QlQ
3

df (h) dh {(w)
dh °~  dw

d (arctan h]. d_
dh dw

sen w

1
= — , COS W

1+ h? (w)

SUSTITUYENDO EN FUNCION DE W, LA DERIVADA QUEDA

dl (w) _ 1
dw 1+ sen? (w)

. COos w
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EJEMPLO: Derivar la funcién

T (x) = tan(4x® + 2x*%)

SOLUCION: T (x) es composiciébn de las funciones

y (x) 4x3 + 2x°

z (y) tan y

ENTONCES, COMO

T (x) = z o y (x]).

POR LA REGLA DE LA CADENA, TENEMOS

dt (x)
dx

1l

%(zoy(x)

a a 3 2
dy (tan y). x (4x3 + 2x2 )

sect y. (12x2 + 4x)

SUSTITUYENDO EN FUNCION DE X, LA DERIVADA QUEDA

%} tan (4x3+ 4x2)= (12x*+ 4x) sec?(4x3+ 2x%)
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EJEMPLO; Derivar la funcién

Gly) = [e*Y + cos }l/ ]3/8

SOLUCION: G(y) es composiciéon de las funciones
hiy) = &Y + cos}l/

Flh) = h'®

ENTONCES, COMO

G(y) = f o h (y).

POR LA REGLA DE LA CADENA, TENEMOS

t
Q| Q
pay

~5

~

=
Q
I

-~

~

dy
_d *h d 3 ) I
= o (h }.E}(e + Cc0S — )
N

- :?_ h /8 (3@3)/ + 1_ sen ]_ )

8 )/2

_5

= % (e3Y + cos —z; ) /8[3e3y + ;7/—2 sen }1/ );

OBSERVACION: EN ESTE EJEMPLO % y cos }1/ SON COMPOSICIONES DE FUN
CIONES. POR LO QUE TAMBIEN SE LES APLICO LA REGLA DE LA CADENA.
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EJEMPLO: Derivar la funcién

H(x) = arcsen )1( + arctan x>

es composicién de las funciones

SOLUCION:  arcsen

y(x) = % _______________________ (1)
z(y) = arcsen y - - - - - - = - - - - - - - - - - -~ (2)

TAMBIEN, arctan x2 ES COMPOSICION DE LAS FUNCIONES

W(x) = X% - = = - ==~ - - - - - - - -- - -~ - (3)

m(w) = arctan w - - — = = = = - - - - - - - - - - - - - (4)
ENTONCES.

H(x) = zoyl(x) +mow(x) --------=------ (5)

ASI, LA DERIVADA DE H(x) AL EMPLEAR (5) ES:

dhCIj(XX): %{zoy(x)+%<m0W(X)

dz(y) . dy(x) , dm(w) dw(x)
dy dx dw ° dx
1
d arcsen y dx , d arctan w  dx?
dy *dx dw ' odx

R I S RPN
/1-—y2 x2 7+W2

= J 1 1
Y (-~ ) + ———— 2
v 1 -(.7.)2 ( Xz) 1+ (x%) X

_ 1 . 2x
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EJEMPLO: Encontrar lc ecuacién de la recta tangente a la grafica de la
funcién.

gi(x) = (-1 + cos 4x)}

En el punto P = (-% , =1).

SOLUCION: Sabemos que la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de -
una funcién F(x) en un punto Q = (xo , F(xo)) esta dada -
por la ecuaciéon.

RT = F(xo) + F' (x0) (x - xo).
COMO LA DERIVADA DE LA FUNCION g ES:
g'(x) = 3(-1 + cos 4x)*((- sen 4x)4),

ENTONCES

(/’(;I} = 3(-1 + cos %)W(—scn % )4)

AS!I LA ECUACION DE LA RECTA TANGENTE A LA GRAFICA

DE LA FUNCION g(x) EN EL PUNTO P = (-~ , -1) ES:

I
i
-
+
~
f
-
No
N
~
x
i

RT(X)

|
1
-
N
x
+
|
=
|
-

RT(X} -
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EJEMPLO: Determine los puntos sobre la gréfica de la funcién.

y(x) = arcsen 3x.

En los cuales la recta tangente es paralela a la recta que pasa
por los puntos A = ( 2,-3), B = (4,7).

SOLUCION: La ecuacién de la recta que pasa por los puntos A y B es -
facil de obtener y esta es:

R(x)= 5x -13

COMO LA DERIVADA DE UNA FUNCION NOS DA LA PENDIEN
TE MT DE LA RECTA TANGENTE R A LA CURVA, EN--

T
TONCES TENEMOS.

<
n

d
t ax arcsen 3x

1 .3
/1 =-(3x)?

V1 -9x2

COMO LAS RECTAS RI(X) Y RT(x) DEBEN SER PARALE--

LAS ENTONCES SUS PENDIENTES DEBEN SER IGUALES, ASI
TENEMOS.
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3—5-: T -9x2
9
2 — - I
9x 1 5%
= 7_6
75
, 16
X* T 79,75
_ot
X= T 75
_ 4 _ _ 4
POR TANTO X, = 75 Y X, = T

SON LAS ABSCISAS CORRESPONDIENTES A LOS PUNTOS DONDE SUS REC-
T'AS TANGENTES SON PARALELAS A LA RFCTA R1(X). Y LAS ORDENADAS

DE LOS PUNTOS DE TANGENCIA SE OBTITNEN SUSTITUYENDO LOS VALO-
RES DEFoxy , x0 EN LA vy arcsen 3x ASI TENEMOS.

i) .
y‘(-ﬁ-} = arcsen 3( 75)
4 y
= arcsen ¢ 4
5 (3%
4 . 4
y(- ‘1—;}: arcsen 3 (- - )
D H
i

= arcsen (- -—¢ )
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POR LO TANTO LOS PUNTOS SOBRE LA GRAFICA DE LA FUNCION - - -
y(x) = arcsen 3x EN LOS CUALES LA RECTA TANGENTE ES PARALELA -
A LA RECTA QUE PASA POR LOS PUNTOS A y B SON:

P = (—%,arcsen (--—%)}

Q-= [1—15',arcsen(—15‘-)).
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DERIVADA DE FUNCIONES TRASCENDENTES POR EL METODO DE LA REGLA DE

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

10)

LA CADENA.

Usando regla de la cadena, calcular la derivada de cada una de las si-

guientes funciones.

G(w = sen (w?)

1]

H(x)

T(x)

_ cos(x?+ 1)
Kix) = =g ax)

G(x) = tan (%)
C(W) - ezCOS w
Hlt) = senfsen 2t)

H(x) = cot(ezx)

H(t) = sec(e3t)

F(t) = csc e2t

arctan (2x + 1)

sen (arctan x)

1)

12)

13)

14)

15)

16)

17)

18)

19)

20)

F(x) =

F(w)

n

I

H(t)

W(x)

Z(x)

F(x)

H(z)

I}

W(x)

G(x)

Wi(x)

2 tan x2
e

cos(w + 1)2

tan el + cosh e?

2
arctan e* + arcsen 3x?

2

3% 2
arccos 67 + earctan X

sen (9 +/ x )
arctan ( 23+ z)
[ arccos v x?* + LA
x ]
71
sen x

2 —
e + arctan vx

[ In(arcsen ex)]2
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11

11

v

Vi

Vil

Vil

IX

X1

'emuestre que la derivada de una funcién par es una funcién impar,
y que la derivada de una funcién impar, es una funcién par.

Hallar y" (o) si y(x) = In(1 + VI + x2)

2
Hallar y" (o) si y(x) = sen(x + )

Obtenga la ecuacién de la recta tangente a la grdéfica de la funcién -

y(x) = 50x - tan 2x, en el punto P = (—g—, 2% - V3 )
Sea Y(x) = A cos 3x + B sen 3x. Determinar valores de A y B
que satisfagan las condiciones Y(o) = 4, Y'(o) = -3.

In(3x + 1)

Derivar la funcién F(x) = sen(t + 2)dt, para x21.

Sea (t) = A e(17t)+ Bsen 5t . Determinar valores de A y B

que satisfagan las condiciones Y (o) = 5, Y'(o) = 10.

Derivar la funcién F(x) = tan(e9"5€" %),

Comprobar que la tercera derivada de la funcién Y(x) = x? In x -

satisface la ecuacién xy''" = 2.

Comprobar que la funcién y(x) = arccos 7—2- junto con su deriva-
X

da satisfacen la ecuacién  x3(seny(x)). y' (x) = 2.

Sugerencia: Aplicar la identidad trigonométrica

seng = VI - cos 2¢.
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1
X1 Comprobar que la funcién y(x) = eX junto con su primera y se-

gunda derivada satisfacen la ecuacién:

]
S

x3 y'"(x) + xy'(x) -2y(x)

X1 Determinar la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de la fun--
cién.

y(x) = 2x + In x*

que sea perpendicular a la recta cuya ecuacién es:

[SSTEN

y(x) = %—
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M ETODO

D ERTITV ATDA L OGARTIT TMTICA
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DERIVADA LOGARITMICA

La funcién logaritmo también es util para calcular derivadas de funciones. El
logaritmo junto con sus propiedades contribuyen a disminuir la "problemética"
del calculo de la derivada de muchas funciones, algunas de las cuales son del
tipo.

(hix)19)  donde h(x) > o. (A)

Al aplicar logaritmo a la funcién en (A), obtenemos
infh(x)190 = gUx)In[h(x)] =mmmmmm e (1)

Al derivar ambos miembros de (1) obtenemos

1
[[h(x)]9 X
[h(x)]9)

= g(x) [%’% ] +In [h(x)]. g'(x)

asi que la derivada de la funcién en (A) es:
’ (2)
(th 19 = 019 rgrx). B 4 inthx)19' 001

(A) es un caso particular de el siguiente hecho:

si tenemos una funcién.

> ¢ (x) positiva y le aplicamos

la funcién logaritmo
In = log
b (x) s In® (x)
entonces tenemos una composicion de funciones

x—2 5o (x) —————/n—> In(é (x)),

y por la regla de la cadena tenemos que su derivada es:
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& int(x)= 9ine). 2L
— 7 I( )
EEYEI A
luego entonces
o'(x) = 0(x) T [In® (x)] ==mmmmmmmmmmmmmmoeee o (B)

lo cual es una "férmula para calcular la Iderivada de la funcién ¢ (x). Dicha
formula es conocida como derivada logaritmica de &(x).

Los siguientes ejemplos son de interés para observar la forma de aplicar el -
logaritmo para el célculo de la derivada.

EJEMPLO: Derivar la funcién

SOLUCION: Aplicando logaritmo natural a. ambos lados de (1)

tenemos.

Inf(x) = Inxx2= X2 INX  mmm e (2)

derivando ambos lados de (2) respecto de x, tenemos

f'(x) _ 2, d g_ 2
Ix] - xa/nx+lnxdxx
= XZ% + Inx  2x

= x + 2xlnx

Asi lenemos

f'(x) = f(x)'[x + 2xInx]

es decir

X2

x 2
dx” = x” [x + 2xInx]
dx
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EJEMPLO: Derivar la funcién

3
h(x) = xsarctanx

——————————————————————————————————————— (1)

X arcsenx

SOLUCION: Aplicando In a ambos lados de (1) tenemos

Inh(x) = In [ x® arctanx
xXarctanx

In % = Ina - Inb In (x3 arctanx)—ln(xxarcsenx)

In(a.b) = Ina + Inb = Inx® + Inarctanx - Inx*-Inarcsenx

r
Inx = rinx

3Inx+Inarctanx-xInx-In(arcsenx)--(2)

derivando ambos lados de (2) respecto de x, tenemos

la h'(x) 1 1 1 ! !
[se usa reg ) = 3214 - x - -Inx - —
de la cadena’h(x) X arctanx 1 4 x2 X arcsenxV 1-x2
asi tenemos
3 1 !
h'(x) = h(x) [ <~ + - 1-Inx- —
X arctanx (1 + x?) (arcsenx) ( V1-x2 )]
es decir
3 3
d [ xarctanx; _ xxarctanx ] % + = -1 -Inx-
dx x"arcsenx x"arcsenx arctanx (1 + x°)

1
(arcsenx)( 1 -XZIZZ]
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EJEMPLO: Derivar la funcién

S(x) = xaretanx i arctanx) ™ (1)

SOLUCION: Como S(x) es suma de funciones, entonces su derivada es --
igual a la suma de las derivadas de las funciones que intervie-

nen en la suma, asi tenemos.

dS(x) -

g_ xarctanx
dx dx

d X
* Ox (arctanx)” ——-————commme— e (2)

Por derivada logaritmica tenemos

d _arctan

ax ~ = xaretanx [arctanx. T4 nx 1 B B (3)
X x?

d X X 1 1

= (arctanx]” = (arctanx)” |[x + In(arctanx) ] ---(4)

dx arctanx 1+x’

al sustituir (3) y (4) en (1), oblenemos

dS(x) _ arctanx [ar'ctanx . Inx
dx X 14+x2

X 1

- + Inlarctanx) ]
arctanx  1+x2

+ (urclunx}x [
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EJEMPLO: Derivar la funcién

X 2
S(x) = Xarctanlnx +[ e(sent) dt
0

————————————————— (1)
SQL!!CION; S(x) es suma de funciones, entonces su derivada es
X 2
de(xx): %7( carctaninx dU}} J elsent) yo (2)

0

el primer sumando de (2) lo derivamos empleando derivada lo-

garitmica y regla de la cadena, quedando.

d Xarctanlnx _ [xarctanlnx] [arctanlnx Inx

X
dax X x(1+In? x )] kY

el sequndo sumando de (2) lo derivamos empleando el teorema -
fundamental del céiculo, asi tenemos

asi, con (3) y (4) tenemos la derivada.

?
ds (_g(_): xarctan/nx[arclanlnx + Inx + esenx

ax X 1(1+In%x )
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EJEMPLO: Derivar la funcion.

2
flx) = x* (1)

SOLUCION: Para derivar la funcién, aplicaremos logaritmo a ambos miem--

bros de (1), con lo cual obtenemos.

Inf(x) = Inx

derivando ambos miembros de (2) tenemos.

f'(x) _ _2d Inx dx?
Tix] - X Tx + Inx Tx

XZ% + (Inx)2x

x + (Inx)2x

asi lenemos
['(x) [(x) Ix 1 Inx .ox]

es decir

2 2
%( xX = xx[x + Inx.2x/.
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EJEMPLO: Derivar la funcién

g(x) = (arccos Vx )YXarctan VX~ —mmmmemmmmee o (1)

SOLUCION: Para derivar esta funcién aplicaremos logaritmo a ambos miem--

bros de (1), tenemos.

Ing(x) = xIn(arccos vx ) + Inarctan VX  ——=—————aun (2)

derivando ambos miembros de (2) con respecto a x, obtenemos

9 (x) _ X ! (- _7 ! )+ In(arccos v x
g(x) arcos Vx J-x  2/x ( x )
1 1
+ C e T —mm s 3
arctanv'x (1 + x )2 Vx (3)
de (3) tenemos que la derivada de g(x) es:
M: X 1 - —) + In(a 1o}
X g(x) [ arccos /_)_(_.( Y x) (arccos vV x)

1 1

)
+ . ) ]
arctan /x 1+x 2 /x
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EJEMPLO: Trazar la recta normal a la curva y = xInx que sea paralela
o la rectu 2x=2y+3 = 0.

SOLUCION: La grdfica de y = xinx y de la recla 2x-2y+3 = 0 estan mos

tradas en la siguiente figura.

f(x)= xlnx

~/e
o x
4 /
. Q’
B ~
i 2
> @
N
—
X

)

RT(x)=--;—o(-[)(X'é-2)

Como la recla RN normal es paralela o la recta 2x-2y+3 = 0
ésta debe tener la misma pendiente, asi si my denota la pen--

diente de la recta normal, entonces

my = 1 donde 1T es la pendiente de la recta dada.

Como RN cs normal o la curva dada y ademas la derivada de

una funcion nos da la pendiente mo. la recta tangente, entonces

.
¢l producto de las pendientes m,e my debe ser 1.
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pero my = (xInx)? Inx+1, entonces,

1 (Inx+1) = -1

Inx =
obtenemos que

este valor de x es la abcisa que corresponde al punto de tangencia. que -

al sustituirlo en la funcién xlnx,

1
()= — inl
}/2 e ne
= 1 (/n?-lne)z—z
e

es el valor de la ordenada de! punto de tangencia y por tanto la ecuacién -

de la recta normal es:

- .2 -1
RN(x)— = +1(x S )
2 1
= x - — —_— —
e e
RN(x) = X - g es la ecuacién de la recta normal RN(x).

DERECHOS RESERVADOS © 2004, Universidad Autonoma Metropolitana (México). Prohibida la reproduccion de esta obra asi como la distribucién y venta fuera del ambito de la UAM®. E-libro Bibliomedia Bibliomedia@mail.com



EJEMPLO: Determinar una ecuacién de la recta tangente a la grafica de la
funcién.

y(x) = x{Inx)* en xo. = e.

SOLUCION: Como la ecuacién de la recta tangénte a la gréfica de una fun-
cién f(x) en un punto Q = (xo, F(xo)) es dada por la ecua
cién. -

Rt(x) = F{xo) + F'(xo) (x-xo0).

Para nuestro caso, la funcién

y(x) = x(Inx)*

la derivamos empleando logaritmo, asi tenemos

Iny(x) = In(x{Inx)™)

= Lnx + /n(/nx}x)

= Inx + xIn(Ilnx)

Asi la derivada es:

y'x) o1 | L1
ED, x + In(lnx) + x ( X ) ! X}

= + In{lnx) +

1
Inx
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Evaluacién en xo = e.

Asi:
y'te) = yle) (L+1)

= (e ne)®) (L+1)

= e(%+7)

1 + e.

Luego entonces, la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de la funcién -
Y(x) en el punto.

e
It

(e,e) es:

e +(1 +e) x - e)

Rt(X)

(1 +e) x - e*
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EJEMPLO: Bosquejar la grafica de la funciéon f(x) = X* (x> 0) determinando
sus intervalos de crecimiento (o decrecimiento) e intervalos de --

concavidad hacia arriba (0 hacia abajo).
SOLUCION: Para derivar la funcién f(x) = x*, emplearemos logaritmo natu--
ral, asi tenemos Inf(x) = Inx"= xInx

y la derivada es

f'(x)

—Tr;(—)—:/nx+7

asri

flix) = f(x)(Inx+1)

= xx(lnx+1).

es la derivada de la funcién f(x]).
Esta derivada es mayor que o cuando Inx+1> 0

asi tenemos Inx >-1

Inx -1 1
e E—

de aqui obtenemos que X el

1]
D
]

es decir, f(x) es creciente en el intervalo (—; ; te ),y f(x)

es decreciente cuando la derivada es menor que cero, esto es, --
cuando Inx+1 <0,
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de esto tenemos Inx < -1

o sea f(x) es decreciente en el intervalo ( 0;

ol

), la segunda
derivada de f(x) es

fix) = x“(Inx+1) + x*1

la cual es mayor que cero para todo x (x >0 ) entonces f(x)
es concava hacia arriba para  x >0, y la gréafica es bosque-
jada a continuacién.

AY

$(x) = xX
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DERIVADA DE FUNCIONES TRASCENDENTES POR EL METODO DE DERIVADA LO
GARITMICA,

1) APLICANDO LOGARITMO Y SUS PROPIEDADES, DERIVAR CADA UNA DE
LAS SIGUIENTES FUNCIONES.

1) Hix) = x°X

e
5 sro — InX
2) Z(x) = *
x€

2
3) F(x) = arctanxax
4) Glw) = War‘ctanw
5) G(x) = arccos X
6) Fix) = yarcsenx
/) H(t) = (sen t?) (t})

2

8) F(z) = €° (senh 222

)

y arcsen(e” +y’)

9 F =
} (,V} (y+7)?/n (y2+]}
2 8 10
100 H(z) = ”’Z(Z re 512 —
JRAN senh z
- _Inte” + x*). In(x*+ e )
1) Fix) = arccos(x + 1)
. 322 2,12 z
12) G(z) = [e " - 1 | [sen(arctan z%)]* + z
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2x X
X (GI“CtGI; 2x) + x€

e

13) H(x)

14) T(x):szenx+xX

X -1
3Vi2x + 1) V(x + 3)

15) F(x) =

2
16) Gly) = ylny + e

17)  H(w) (nGw + 1)) + senh(3¥ "+ 2)

X

18) H(x) (senx)x + X X F 0.

1) BOSQUEJAR LA GRAFICA DE CADA UNA DE LAS SIGUIENTES FUN--
CIONES

a) h(y) = 3 ,  b) H(z) = (VZ)?, z>0

11 OBTENGA UNA ECUACION DE LA RECTA TANGENTE A LA GRAFICA
DE LA FUNCION

X + 1

Y(x) = X en Xo = 1.

1% DETERMINAR UNA ECUACION DE LA RECTA TANGENTE A LA GRAFI
CA DE LA FUNCION B

Z(x) = (Lnx)x en Xo = e.
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I NTEGRATCTION

C AMBTIWO D E VA R I A B L E
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PRIMERA TE:

Muchas integrales
b

no son directas de calcular pero su integrando puede ser

descompuesto en la forma.

A(t) = F(G(t)).g"(t) ——m=mmmmmmmmmmm e (2)

donde f y g' son funciones continuas, entonces

bA(t) dt = ° f.g.(t))g'(t)dt ~—=—==—==—mm=mmmmmmmm (3)
a a
al hacer

u= g(t) para asts b ---————----mmmmm—oooo- (4)
tenemos

du= g'(t)dt ———=-=====—m—mm e (5)
para t =a se tiene wu_ = g(a) —----=m=mmmmmmsommoos (6)
y para t =b se tienc u, = g(b) -=---mmommomooooes (7)
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luego por 4, 5, 6 y 7 tenemos

b g(b)
(f.g)(t)g'(t)dt = fluldu --==--=-====coomeeeee (8)

a gl(a)

en muchos casos la sequnda integral en 8 es més "fécil" de

calcular que la integral en 1.
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SEGUNDA PARTE :

Si la integral

resulta "dificil" de calcular, muchas veces es posible que -
exista una funcién uno a uno, sobre y derivable de un in-
tervalo | de extremos « y R en intervalo de extremos -
a y b tal que para cada u de | se tenga.

x
1]
©
~
<
~
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
I
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
~
N
S~

dx = o(u)du ——========m—mmmmmmmm——e—eee (3)
a= o()
a= O(B) ——m—mmmmmmm e (4)

con lo que gl sustituir 2, 3, 4 y 5 en | obtenemos

B
b
flx)dx = | fo(u)). ¢ (u)du ——===-======-—=mm—mmmme (5)

o

tal que la ditima integral de la derecha en 6 es mds facil de

calcular que la integral en |I.

NOTA: Las expresiones 4 de la PRIMERA PARTE y 2 de la SEGUN-

DA PARTE se les conoce como cambio de variable para las
integrales en |.
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EJEMPLO: Calcular la integral

X
x4+ 2x? + 2

SOLUCION: Esta integral la resolveremos por el método de cambio de varia
ble notamos que

X4+ 2x%+ 1= 1 4 (X% 1) mmmm e (2)

Por (2), el integrando se puede expresar de la siguiente mane

ra.

X X
X%+ 2x2+ 2 1 +({x2+ 1)?

,

Por lo que hacemos el sigquiente cambio de variable

w= x>+ 1, entonces dw = 2xdx y xdx = -;— dw(3)

Asi gue al sustituir las "nuevas" expresiones de (3) en (1) e
q P

integrando, tenemos

— X x| X
X4+ 2x?2+ 2 ’ 1 +(2x2%+ 7)7dx
J
I
2 dw
) ] + w?
7 (lw__
2000+ w
1
=5 arctanw +c¢
_ 1
= g arctan(x?+ 1)+ ¢
. X _
Es decir mdx = %arctan (X2+7) t+ C
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EJEMPLO: Calcular la integral

J—-—M"— ————————————————————————————————————————————— (1)

2x%-6x + 5

SOLUCION: Esta integral la resolveremos por el método de cambio de variable.
Notemos que, al completar cuadrado, obtenemos la igualdad.

1

2x%-6x + 5 = = (1 + (2x = 3)?) ——mmmmmmmmmmmm e (2)

N

Asi que el integrando se puede expresar de la siguiente manera.

3 _ 6
2X2-6x + 5 1 +(2x -3)?

por lo cual hacemos el siguiente cambio de variable

w= 2x -3, entonces dw = 2dx y dx =% dw (3)

Asi que al sustituir las "nuevas" expresiones de (3) e (1) es -

integrando, tenemos.

( 3dx - 6 1
2x%2-6x + 5 1 +(2x -3)?
1 1
= 6 = dw
J 1+ w?2?
= 3J———7— dw
1 + w2
= 3arctan(2x -3) + ¢
Es decir

Jz-z—fb_ﬂx—5 = 3arctan(2x-3) + c
x2 -6x +
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EJEMPLO: Calcular la integral

SOLUCION:  Esta integral la resolveremos por el método de cambio de varia-

ble hagamos

w= x3 entonces du = 3x*dx —---===-=-—=—---- (2)

luego entonces

2
wi= x® y x° dx =

sustituyendo (2) y (3) en (1) obtenemos

n

w
—_—

-~
-~
“w
Q
2

_ dw
T + w?
arctanw + ¢C

3
= arctanx+ ¢

Es deocir
I _3x dx = ar‘ctanx3 + C
7 + xb
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INTEGRAL POR CAMBIO DE VARIABLE

EJEMPLO: Calcular la integral
2
J Cosxdx

1 + sen?x
0

ON: Esta integral la resolveremos mediante el siguiente cambio de va
riable. -

U= senx, entonces dU = cosxdx —————===== (2)

sustituyendo (2) en (1) obtenemos

2
cosxdx _ dy
o 1 + sen?x 1+ U2
= arctanU
/2
= arctan(senx)
0

= arctan(senw/, )-arctan(sen0)

= arctanl
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EJEMPLO: Calcular la integral

1 + senx

dx
cos?x
SOLUCION: Separando términos en el integrando tenemos
1 + senx dx = 1 dx  + ser;x dx
cos? x cos? x cos %x
2 -2
=| sec® xdx + | cos xsenxdx --—-——=——=—=—- (1)

la segqunda integral en (1) la podemos resolver por el método

de cambio de variable: haciendo.

z = cosx tenemos dz = -senxdx -—-———————=—= (2)
Asi que
-2 _2
cos  xsenxdx = - z dz

=3

=Tz

-3
= % (€OSX) S mmmm e (3)

al sustituir (3) cn (1) 'y realizar la primera integral de (1)

obtenemos
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1 + senx d

x 1 dx + senx
cos? x cos? x cos?x

_2
sec?® xdx + |cos xsenxdx

tanx + —m————
3cos 3 x
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EJEMPLO: Calcular la integral

2
lsen® 2x_ .
|1 + cos 2x

SQ!HQ!“N: Como
sen?2x + cos’2x = 1
entonces
sen? 2x = 1 -cos? 2x
= (1 + cos 2x)(1 -cos 2x)

luego

sen? 2x
1 + cos 2x

asi, por (2), tenemos

2
sen’ 2X _ dx= (1 -cos 2x)dx

1 + cos 2x

i

dx - cos 2xdx

= x _seg 2x C
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MPLO: Calcular la integral

cos(2x)
sen?2x

SOLUCION: Esta integral la resolveremos por el método de cambio de varia-
ble. Hagamos

w = sen2x, entonces dw = 2cos2xdx ------- (2)

sustituyendo (2) en (1), obtenemos

cos2x 1 dw
i dx = —_— huadihdy
sen32x 2 w3
] _3
= 3 w dw
. _2
- 1w
=37 o tce
_ 1 -2
= 7 (sen2x) + ¢
Es decir
COS2X 4y = -1 (sen2x)” + ¢
sen32x 4
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EJEMPLO: Calcular la integral

SO X (1

(1+tan3x)? ’

0 ON: Esta integral la resolveremos por cambio de variable. Hagamos
z = 1+tan3x.

dz = 3sec®3xdx. —————====--m—mmmm—ee e (2)

sustituyendo (2) en (1) tenemos

1
sec 3x _ 3 dz
~dx= | 292
(T+tan3x) z3
1 -3
= |z d
3 J ?
7 -2
I Z N
T3 Tt
= »é— R
1 -2
= -3 (1+tanix) + C.
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EJEMPLO: Calcular la integral

rc sen 2x
J/T X mmm T (1)

OLUCION: Esta integral la resolveremos por el método de cambio de varia-
ble tomando en cuenta que.

g; arc sen 2x= ! 2
vV o1 -4x?
= 2

Ello nos conduce a considerar el siguiente cambio de variable

z = arc sen 2x ; de lo cual obtenemos
dz 2
dx

Asi que al sustituir (3) en (2) tenemos

J jarc sen 2x . _ 1 [ 2 Yy arc sen 2x dx
—4x? 2
1T -4x Vo 1-42
= % v z dZ
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w|—

Wl —

3.
= (arc sen 2x)"? + C.
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EJEMPLO: Calcular la integral

e —— (1)

SOLUCION: Esta integral la resolveremos por cambio de variable. Notamos

que.
!'L—u u= Inu d—g ————————————————————————————————————— (2)

Hagamos el cambio de variable

z = Inu entonces dz = — -——=----------—o——o————-- (3)

sustituyendo (3) en (2) tenemos

Inu du = Inu du
u u
=|z dz
-2
_ 1 2
= 3 (Inu) + c.
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E !EMP! 0: Calcular la integral

SOLUCION:  Esta integral la resolveremos por cambio de variable. Notamos

que

N
(5+Inx) dx
X

y que

dlnx

ax

Hagamos al cambio de variable

- (5+Inx)* g—; ———————————————————————————— (2)
-1 , Entonces
X
_dx
Z =5 + Inx entonces dz = — —---=-mooooomooooo- (3)

sustituyendo

Iy

(5+Inx}dX
X

DERECHOS RESERVADOS © 2004, Universidad Autonoma Metropolitana (México).

(3) on (?) lenemos

. dx
J [5+Inx ) p
N

= z4 dx
J

= _Zi, + C
5

£5+15nx)5Jr )
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EJEMPLO: Calcular la integral

1+tan?inx
X

SOLUCION: Esta integral la resolveremos por cambio de variable. Notamos

que.

2
J__Htar))( InX 4x = J((Htanzlnx) -q;—: ------------------------ (2)

y que

dinx _ 1
dx X

Entonces hagamos el cambio de variable

l
w= Inx, entonces dw = x

sustituyendo (3) en (1), obtenemos

dx

2
Jlf_ta_n_ﬂ dx = f (1+tanzinx) =,

X

It

J (1+tan? w)dw

j sec wdw

tanw + ¢

tan(lnx) + ¢
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INTEGRACION DE FUNCIONES TRASCENDENTES, POR EL METODO DE CAMBIO
DE VARIABLE

1) CALCULAR CADA UNO DE LAS SIGUIENTES INTEGRALES
r X2
9 9) e X
1) senvy __ dx J 7
] 1 +cos?0 1+ x
r ex
2) J sen 3x cosx dx 10) [ —_— dx
J 1+ er
3) J,/scnx_cosx dx 11) S—GL—_XT_ dx
VD 4
X [ arctan 2x
u) 1 __e_z___ dx 12) J —" dx
1 + 4% 1 + 4x?

5) ] (1 + /5enx)]2 cosx dx 13) J 'arccosx dx
2
v ol - x

2 3/2
()) . S_E;:C__)i dX I/I) J *—(?,L::—:“ dm
(1 + tanx) J 1 - mS

[' 2x

7) 3J tan? (# nx)dx 15) [ & dx
0
J1 4 e/lx
2X

8) o e o dx

1+ eflx

0
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Nl

1
16) J . /di
PV -t t

m 3
17) Y/m___dm HAGA X = mé

17 + m?3
1) HALLAR UNA FUNCION CUYA DERIVADA dé —_“';Ct"”xz

+ X
2 _2
11 ) HALLAR UNA FUNCION CUYA DERIVADA d¢ {arctanx)®+ (arctan(x)
1 + x2,
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I NTEGRACTON

u S A N DO L OGARITTMDO
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USO DE LOGARITMO PARA INTEGRACION

Sabemos que la funcién logaritmo natural In (o también log) esté dada por
la siguiente integral.

es una funcién derivable y positiva, entonces podemos obtener la composicién
de las funciones

In

X ———> & (x]) > Ind (x)

y por la regla de la cadena se tiene la derivada

d

ax In ¢ (x) g Ind (x) _d o (x)

ax

il

1,
<0 o (X

y de ella la integral

J—?Hxi)) dx = Ind(x)+ c.

que indica que logaritmo se puede usar para integrar funciones.
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JEMPLO: Calcular la integral

xlD
T OX T (1)

SOLUCION: Consideremos el cambio de variable

O(x) = T + X" —mmmmm e (2)

luego entonces

Gx) = X e e (3)

asi que, al sustituir (2) 'y (4) en (1), tenemos

]
X0 17 o'(x)
J T dx = rp(x— dx
J

_1 ey,

T e (x
i
J

uso de loguritmo para integral

_ ] ,
= 77/n®{x}+c

l .

In(1 + x") + ¢

-

1

1
- "
In{7+x}” + C.
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EJEMPLO: Calcular la integral

1 L e
J n ‘/_7 ;/—:-; dx ——=—-=-- (7)

SOLUCION: Consideremos el cambio de variable
WX) = T + VX e (2)

luego entonces

! = 7 ———————————————————————————————
o'(x) 2 % (3)
1
2 [} = 1 e - [4)
o'(x) =

asi que, al sustituir (2) y (4) en (1), tenemos

1 1 lr 1
— = | —— 2 i
‘)f T /_de j[ 6T o '(x)dx
_ o' (x)
T e

uso de logaritmo por integrar

2ln ¥(x) + ¢

"

2In(1 + V"' x ) + ¢

In(1 +/ x F+c.
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EJEMPLO: Calcular la integral

2x3 + x
Xh+ XZ

SOLUCION: Consideremos el cambio de variable

G(x) = XM+ X mmmmm e (2)
entonces,
o "(x)= 4x3 + 2x
= 2(2X*+ X) mmmmmmm e (3)
T p'(x)= X X e (4)

asi que, sustituyendo (2) 'y (4) en (1), tenemos

d '(x)dx

2x3+ x !
3 dx= 3
JoxY o+ x? J ol(x)

| —

Ind {(x) + c.

ol

= In(x“+ x?) + ¢

3
= In{x"+ x?)/? + C.
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EJEMPLO: Calcular la integral

tan 3 XdX  mmm e e e -(1)

SOLUCION: Como

2
1+tan®x = sec’x entonces tan°x = sec?x-1
ademds
dtanx _  sec?x tanx x = 220X (2)
dx y COSX

Emplearemos (2) para calcular la integral en (1), asi tenemos

tanx tan? xdx

tan3 xdx

)
= {tanx (sec?x-1)dx

.

= |tanx sec?® xdx- tanxdx

r

= |tanx d— tanxdx - [ senx

) ax J cosx

tan % x
= —5 + [ncosx + c.
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INTEGRACION DE FUNCIONES TRASCENDENTES, USANDO LOGARITMO PARA
INTEGRAR.

IT CALCULAR CADA UNA DE LAS SIGUIENTES INTEGRALES.

sen¢ 5
1) J T+ o5 doé 3) J X dx
X 3x
2) [——e—x dx 4) J __e2 dx
1 + 2e 1 +ex

SUGERENCIA : DIVIDA

. 1 2x3 + x
.)} J —-——-———xl”x ax 7} J —u—; ax
x4 o+ x
. dt
6) [ — ) 1 /22
llog(]TO} 8) [1+7 z - 9z

9) J coslInx) E’.xi‘
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2 r
10) J 1 + tan* Inm dm 12) dx

m xln2x.
/ r ax
1) J -’-”—(-tﬂt—) dt 13) —
J x V1 - 4Inx
) J ax
x V1 - 4ln*x

HAGA W + Inx.

HALLAR UNA FUNCION V(t) CUYA SEGUNDA DERIVADA SATISFAGA LA

IGUALDAD Vv"(t) = —7—2, Y QUE DICHA FUNCION SE ANULE EN t =1
t

)

Y TOME EL VALOR 1 - log2 EN t = 2.

111) HALLAR UNA FUNCION f(x) QUE SATISFAGA LA IGUALDAD

2 Vx f'(x) = f(x) Y LA CONDICION f(4) = 1.
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I N TEGRATCTION

P O R P A RTE S
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INTEGRACION POR PARTES

Otro método de integraciéon llamada integracién por partes surge con la nece

sidad de calcular integrales

que nos son directas de calcular pero su integrando f(x) puede ser descom
puesto como el producto de dos funciones u(x) y v'(x) para las que u'(x)
es mds "sencilla" que u(x) y v(x) es "facil" de calcular de tal manera que

v(x) u'(x) es mds facil de integrar que

f(x) = u(x) v'(x) ——====—====-—m—mmmmm—mm o (2)

El método de integracién por partes se puede obtener de observar el siguien

te desarrollo, al derivar el producto de dos funciones u(x) v(x), obtenemos

(u(x)v(x))'= u(x) v'(x) + v(x)u'(x) —=—=—==-======-- (3)

integrando ambos miembros de 3 se tiene

b b

h

ulx)vix) (u(t)v(t)'dt

b b
u(t)v'(t)dt + vit)u'(t)dt ---(4)

1

despejando la integral por calcular en 4 se tiene
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b b b
ul(t)v'(t)dt = u(x)v(x) - v(t)u'(t)dt ---(5)

la férmula en(5)es conocida como férmula de integracién por partes y se apli
ca a integrales cuyo integrando es dado como en(2) para los que la integral

del sequndo miembro en(5)es més "facil* de calaslar que la integral inicial.

NOTA 1: Existen integrales para las que (en el proceso para calcularlas)
es necesario aplicar dos o mds veces el método de integracién --

por partes.

NOTA 2:  Existen integrales en las que después de aplicar el método de in
legrucién por partes se vuelve a obtener la integral inicial, sal-
vo por un factor constante de 1 en tal caso se deberdn agrupar

las integrales para asi calcular lu integral inicial.

NOTA 3: Ln la aplicacion de la formula (5] conviene elegir como  v'(xj la
[uncion de apariencia mas "complicada” en la descomposiciéon de
[(x). L[n caso de que la integral del scequndo miembro se compli
que, serd conveniente hacer olra descomposicion de [(x) para
elegir uf(x) y v'(x) 'y asi aplicar la [ormulalyl. Sin embargo,
si esta otra descomposicién de [(x) como produclo de¢ wulx)v'(x)
nos complica la integral del sequndo miembro, y si después de -
hacer todas las posibles descomposiciones de [(x) como produc
to ulx)v'(x), la integral del scqundo miecmbro de(%)se complica
para calcular, mas que lu primera inlegral, entonces serd necesa

rio emplcar olro mélodo para calcular la inlcqgral incial, aungue
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posiblemente en el trgsnscurso de la aplicacién de otro método -

se tenga que emplear el método de integracién por partes.
NOTA 4: Existen integrales que se pueden resolver por el método de cam

bio de variable o por el método de integracién por partes. In-

distintamente.
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EJEMPLO: Calcular la integral

arctanx dx oo TTT s o s s mm e e ‘"""""“’(7)

oL . Esta integral 1a resolveremos por la férmula de integracién por
partes

udu= uv- |udu ——--m-momo—m——— e ——m——e—o oo (2)

hagamos la siguiente eleccién

u= arctanx y dv = dx
entonces
dx
du = . = X e
T XY VX (3)

sustituyendo (3) en (2) obtenemos

arctanxdx = xarctanx - X —i—- dx
1 + x2

xarctanx 1 _2x dx
2 I+ x?

= xarctanx - % In{1 + x2) + ¢
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EJEMPLO: Calcular la integral

0 ION: Esta integral la resolveremos empleando la férmula de integra-
cion por partes.

udv= uv-|vdu -——----mmmmmmm e (2)

hagamos la siguiente eleccion

u= Inx N dv = dx
entonces
du = )1( dx ; U= X =—---mmsmo—m——m————————— oo (3)

sustituyendo (3) en (2) obtenemos

Inxdx = Inx x - x%dx
J
f
= x Inx - dx
J
= xlnx - X + C
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JEMPLO:

Calcular la integral
2
€ (Inx) Zdx (1)
1

Esta integral la calcularemos empleando la férmula de integra-
ciéon por partes.

udv = uv - |vdu ————mmmmmm s e (2)

Hagamos la siguiente eleccién

u= (Inx)*> y dv =dx
entonces

du = 2Inx )1( dx V= X mm--omo-oeooo—oeeeo (3)
Sustituyendo  (3) en  (2) obtenemos

2
€ (Inx) Zdx

= (Inx)? x - | x 2Inx )1( dx
1

eZ e 2
= (Inx)? x -2 Inxdx

1 1

62 ez
= (Inx) x - 2xInx-x)

1 1

el e 2 el

2ez2-),
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EJEMPLO. Calcular la integral

arctanxdx —————mmmm o s (1)

Esta integral la resolveremos por el método de integracién por
partes. Hagamos la eleccion.

SOLUCION

u = arctanx; y dv = dx

luego

du = —1 ax; S 2)
7 + x?2

al sustituir (2) en la féormula de integraciéon por partes te-

nemos.
1
arctanxdx = arctanx x- [x. — dx
T + x2
= X arctanx —{ — X dx
J‘ T + x2

= x arctanx- % In(1+x )+c
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MPLQ: Calcular la integral

1
J X2 arctanXdx ——=——mmm e e e e (1)
0
ION: Esta integral la resolveremos por el método de integracién por
partes. Hagamos la eleccién.
u= arctanx y dv = x%dx
entonces
d d v= X (2)
u= X = Z -— -
1+ x2 Y 3
Asi que al sustituir (2) en la fébrmula de integracién por par
tes tenemos
1 s .
x%arctanxdx = arctanx g - 3’5 !
o 1 + x2
al dividir x%entre 1+x?
1 1 1
3
= -;5 arctanx - % xdx + —;— X dx
0 0 0 1+x2
3 3 1 2 |1 1
tenemos xz = x- ==X . = %‘ arctanx - )7( + %— In(1+x2)
1+x T+x 0 0 Lo
= % arctaril- = + -61- In2
= L 1,1
=377 6tg!n
= r.1,1
=727 65tg/n?
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EMELQ_L Calcular la integral

sz SeN2XAdX T (1)

0 I0ON: Esta integral la resolveremos por el método de integracién --

por partes. Hagamos la eleccién.

u, = x%* , dvi= sen2xdx
luego du, = 2xdx, vi= —CO_‘;Z_X_ ________________ (2)

al sustituir (2) en la férmula de integracién por partes te

nemos
x?sen2xdx = x?*(- COS;X:}- (- 99—‘;——25) (2xdx)
= - % X2C0S2X + | XCOSIXAX —mmmmmmmmmmmmme (3)

N

Simularmente, a la integral en (3) le aplicamos el método -

de integracién por partes, haciendo la eleccién

u, = x ; dv, = cos2xcx
luego du, = dx ; v, = —;-sean ———————————————————— (%)

al sustituir (4) en la féormula de integracién por partes te-

nemos
xcos2xdx = x % sen2x - % cos2xdx
1 1
£ 5 Xsen2x + 7 C0S2X + C —=mmmmmmmomoeo (5]

Asi que, al sustituir (5) en (3), obtenemos

x2 sen2xdx = - é x2 cos2x + —;- xsen2x + % cos2x + C
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FJEMPLO; Cualcular la integral

In(x + V1 4+ X?]dX ~====—— == e (1)

SOLUCION: Esta integral la resolveremos por el método de integracién --
por partes. Hagamos la eleccion.

w= In( x +V1 + x2) y dv = dx ————————mm (2)
luego dw = N — ?!q (x + V1 + x2)
x+ /1 + x?2 9%
_ 1
: s
= =1+l 1+x2) T 2x
x+ V1 + x2
1 X
= (1 + )
x+ V1 + x2 Y T+x2
- 1 ( VI + x2%2 + x
x+ V1 + x2 V1 + x?
Sp— e (3)
V1 + x?
V= X mmmmm e (4)

asi que, al sustituir (2), (3) y (4) en la férmula de in-

tegracién por partes tenemos:
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ln(x+/1+x2)dx=xln(x+\/7+x2)—x——7——-__dx
Y1 + x2
= xIn( x + ‘/1+x2]—% _2X_ dx

V1+ x2

1

Z
xln(x + VY1 + x2) - %(7 + x> ) 2+cC

e 1
xln{x + v/ 1 + x%2)-(1 + x%)% + ¢
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EJEMPLO:

SOLUCION:
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Calcular la integral

X SeNdx —mmmmmmmmmmmm e (1)

Esta integral la resolveremos por el método de integracién -

por partes. Hagamos la eleccién.

-5x
u= e€ , dvi= senxdx

entonces

—5xd

dus= -5e X, V= -COSX ====-==-= (2)

sustituyendo (2) en la férmula de integracién por partes -
tenemos

-5x

x 2% (-cosx)- | (-cosx)(-5e ~ " )dx

5x
e senxdx

-cosx e_5_>§ B e — (3)
J

1]

La integral en (3) la resolveremos por el método de inte-

gracién por partes. Hagamos la elecciéon

-5x

U= e , dv, = cosxdx

luego du, = ~5e 2 Xdx | v, = senx (n)

sustituyendo (4) cn la [6rmula dc intcgracion por parles
tenemos.



e *senxdx = —cosxe_5x—5[e-5xsenx +5 e_5xsenxdx)

—cosxe 2X-5¢ X senx-25 | e 7 Xsenxdx --(6)

Agrupando los términos con integral en el miembro izquierdo

de (6) y los demds del lado derecho, de ello obtenemos.

e Xsenx = 7;—— (~cose_5x~5e-5xsenx)

Nota: Este tipo de integrales se les llama peribédicas porque
para resolverla hay necesidad de aplicar el método de inte--
gracién por partes dos o mds veces después de lo cual volve
mos a obtener lo integral inicial pero con coeficiente diferen-
te de uno y esto permite asociar los términos que tienen es-

ta integrai y de eiio obtener la integral inicial "calculada”.
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JEMPLO: Calcular la integral
2 5
X2In( 2)dX —mmmmmmmmmm oo o oo (1)

SOLOOION: Por propiedad de los logaritmos tenemos

In 3 = In5 - Inx.
X
asi que
x2in (%)dx = | x2(In5-Inx)dx

h

x2 In5dx-| x?Inxdx

h

X3 2
In5 37 |X Inxdx —=—---==-——--—-m——m e (2)

la integral en (2) la resolveremos por partes. Hagamos -

la siguiente eleccién.

w= Inx ; dv = xZ2dx
luego
dw = ! ax ; v = e — (3)
X ’ T3

al sustituir (3) cnla fGrmula de integracion por partes,

se ticne.
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x Inxdx = Inx 5 - =

x3lnx - % x2 dx

W]~

1 x3
3 -1 X S
x3Inx 33 + C (4)

Wi~

finalmente, al sustituir (4) en (2) obtenemos

5 x3 1 1
2 = = - 3
X In(x)dx In5 3 3 Inx + 7 x3 + c.

|
{
J
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EJEMPLO: Calcular la integral

J x(arctanx)2dx ——————m=mmmm e (1)

SOL!!!;ION; Esta integral la resolveremos por el método de integracién -

por partes. Hagamos la eleccién.

u = [(arctanx)?® ;

luego

1
+ X

du = 2(arctanx). ”

2

y dv = xdx

2
ax; v = % --=(2)

al sustituir (2) en la férmula de integracion por partes, te-

nemos.
2 : 2 X 2 x? ., 1
x(arctunx)*dx = (arctanx)’5 - | 5 2(arctanx). —3 dx
2 d 1+x
1. \ 2
= x2(arctanx)? - | arctanx --— - dx
2 1T+ x
NEY 2 1
= = x?2(arctanx)’ - | arctanx (1- ——)dx
2 ) T+x?
= ; x? (arctanx)? - | arctanxdx +
i )
J arctanx dx
1 + x2

2

(arctanx)? s
2

C.

! x2(arctanx)?- xarctanx + %In (1+x2) +
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EJEMPLO Calcular la integral

J 73xsenxdx ———————————————————————————————————————————— (1)

iQ{ ||(1_Qﬂ__ Esta integral la resolveremos por el método de integracién -
por partes. Hagamos la eleccibn.

ui= 73x; dv, = senxdx

luego

duy= 3(/Og7)73x y V1= -COSX ———————— (2)

al sustituir (2) en la férmula de integracién por partes tene
mos.

3 3

l73xsenxdx = -7"%cosx + 3(log7) [ 77X cosxdx ——=—-—mmm- (3)

La integral del lado derecho en (3) la resolveremos por el -

método de integracién por partes. Hagamos la eleccién.

u,= 73X N duy= cosxdx

luego
- 3x 3
du,= 3(log7)7""; vV, = senx ------- (4)
al sustituir (4) en la férmula de integracién por partes tene

mos.
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73xcosxdx = 73Xsenx -3In7 73xsenxdx —————————————— (5)

finalmente, sustituyendo (5) en (3) y agrupando los térmi--

nos de integral y "despejando" la integral tenemos

73Xsenxdx = I [ —73xcosx + 3In7 73xsenx ]
1+9(In7)
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INTEGRACION DE FUNCIONES TRASCENDENTES, POR EL METODO DE INTEGRA
CION POR PARTES,

) CALCULAR CADA UNA DE LAS SIGUIENTES INTEGRALES.

1)

xInx%dx.

2) x%sen 2x dx.

2x

3) e“ " cosxdx.

0

X

5) xZe" d

6) (tint)? dt.

7) arctan / x

| ————— dx. considere el siguiente agrupamiento

|
J
|
0 [ areton s
|
|
)

gr‘_ct70r__1___£x_ = arctan v x —— y luego aplique integracién por
X X
partes
8) J sen(Inx)dx.
9) J xtanzxdx.
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10) stec 2x tan 2x dx. 24) J senx

11) stenh xdx. 25) —
secx

[

12) eXcosh xdx. 26) senh 3x

Ix dx
e

coshx + senh 2x

3x
e

13) arcsen 2xdx. 27)

dx

X
e

.

log(x+1) dx
V X+1

15) sen /x dx. 29)

14) x3 cos(x? )dx. 28) J arctanx + senh 2x dx
J (2%+x2)? dx.

17) x{Inx?)dx.

18) xarctan 3xdx.

J

o e 0
|
|

19) Jsen(x+7)dx
20) Jarctan V x+1 dx.
21) Jln(x+ vaj;:)dx
- Z
22) J x3e Xd
2
o[ g
X
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AP L T CACTITONTE'S

D E L A I NTEGRAL
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A)  CALCULO DE AREAS DE FIGURAS PLANAS

Considerando que la integral de una funcién f(x) continua y no negativa so-
bre un intervalo (a;b) es el area encerrada por la gréfica de la funcién, el
intervalo [a;b] y segmentos de recta que pasan por x =d, x = b, como -

se muestra en la siguiente figura.

AY

M oo e o = =

OHd - e - = - - -
v

|
l
I
|
r
|8
a

entonces y si a su vez f[(x) y g(x) son funciones continuas no negativas
definidas sobre el intervalo [a;b] en el que

f(x) > g(x) para todo x de dicho intervalo

tenemos que h(x) = f(x) - g(x)> 0 serd una funcién continua no negativc
por tanto integral de h(x).

b b

h(x)dx = (f{x) - g(x)dx
a a
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= f(x)dx - g(x)dx.

serd el Grea comprendida por las grdficas de las funciones f(x) y g(x).

Concretamente tenemos:

Si f(x) y g(x) son funciones continuas no negativas sobre el intervalo

[a;b] entonces el Grea Ag encerrada entre las dos grdficas es:

f b b
Al = f(x)dx - g(x)dx.
g a a

la siquiente figura muestra dos grdficas la de f(x) y g(x) y el rea en-

cerrada por ellas, dadas por 2.

AY

O
arp -~

|
I
|
I
I
1
J
b

SV
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La férmula 2 es vélida aan si las ‘funciones f(x) y g(x) satisfacen las --
condiciones:

a) f(x), g(x) negativas y continuas sobre el intervalo [a;b]

b) f(x)

v

g(x) para todo x en el intervalo [a;b]

NOTA: Si f(x) y gl(x) son continuas y se intersectan en un nimero de
puntos { x; x,.., xn} entonces el drea encerrada entre las gréfi-
cas de f(x) y g(x) es igual a la suma de cada una de las dreas
entre las grdéficas sobre cada subintervalo [a;x; ] , [x,, x,] --

[*n-1, *n ] , [xn;b]
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ElEME] !) Calcular el 4rea entre las curvas

I

y, (x) (Inx)% y, (x) = -e “"-1

y las rectas

SOLUCION: La grdfica de las curvas es mostrada en la siguiente figura.
AY

(Unx)

Por tanto el Grea entre las curvas es:

ez _2
A= ((Inx)?-(-e “*~1))dx
1
2 2 2
e e” e
= (Inx)? dx + e Zxdx + dx
7 7 1

integracion por parles.
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e e’ ; Zax | € e?
= x(lnx)? -2(xInx-x) e +X
1 7 1 1
1 -2e2 1 -2
- 2_9_ 1 L 2
2e4-2 7 € tye  +e 1

Es decir, el drea encerrada por las curvas es:

-2
e -

A= 3e2-3+ e

N —
LTIE

Nota; Las grdficas de y;(x), y,(x) se pueden obtener empleando los con

ceptos de Herivabilidad.
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EJEMP! 0: Calcular el area encerrada por la curva y (x) = Inx, la recta
tangente

RT[x) a yi(x) en x = 1 ylarecta x = e’
SOLUCION: La recta tangente RT(x) tiene la forma
Rp(x) = y(x,) + yilx ) (x-x )
donde X, €s la abscisa de tangencia, asr

yitx) = Lo oyta) = 1 oya) = o

entonces

RT(x) = 0+1(x-1) = x-1

es la ecuacién de la recta tangente RT(x}. La siguiente figu-

ra muestra el area encerrada por las curvas.

AY

\ 4
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Asi tenemos que el drea es:

e? ez e? e
A = (x-1-Inx)dx = xdx- ax- Inxdx
1 1 1 1
o2 |e’ e? e?
=3 -X -{(xInx-x)
1 1 )
e*-1 2 2 e 3
= -(e*-1)-(2e°-e?)+1 = 5 - 2e%+ 5 -
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EJEMPLO; Calcular el area encerrada por las curvas
f(x) = sen(x- % )+1, las rectas x = 0, x = % y el eje X.

oL N: Observemos que

Sen(x - 12 ) senxcos (- —%) + sen(- —T%)cosx.

—-COSX.

De aqui que, la grdafica de f(x) es la gréfica de -cosx + 1 la

cual se obtiene de graficar en la siguiente forma.

19 graficar cosx.
29 graficar -cosx.

32 graficar -cosx+1.

La gfafica de -cosx+1 se muestra cn la siguiente figura.
sen(x-IL)+lz-cosx
% >
o e X
grafica de [(x) = -cosx+1
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Por tanto el Grea pedida es:

/2

A= . (-cosx+1)dx

/2 Y2

= cosxdx+ dx
0

TT/z ’n’/z

= -senx +X
0 0
= -sen lz + sen0+ lz
= o -1
2

Es decir, el valor del Grea pedida es:
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E!EMEI l! Calcular el area entre las curvas

y, (x) = In(x+1), Y, (x) = x*arctanx+2 y las rectas

X1 = 0, X = 1

SOLUCION: La grafica de las curvas es mostrada en la siguiente figura

/xzcrctcm X+ 2

In(x«+1)

L

-

o
et
v

~

Por tanto ¢l adrea entre las curvas es:

1
J (x?arctanx+2-In{x+1))dx

A =
0
1 I [7
= x*arctanxdx+ Jex - In(x+1)dx
0 0 0
integracion  _ Ix-aarctan\' ! (X ) / , !
por : 3 X =505 5inll+x2))] +2X -
partes 0 0
/
“(xIn{x+1)-x+In{1+x))
()
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= ] 2 R - _
= {§ arctan 1 3 [2 3 In(2))+2-(2In2-1)
= 3+ I arctani- I + ! In2-2In2

3 6 6
- 17,1 n_ 11
= + 3 3 In2

Es decir, el Grea encerrada entre las curvas dadas es:

1

~N

+;‘—2-—7—11n2

A= 3

ol

Nota.- La gréfica de las funciones Y, (x), Y, (x) se pueden obtener em-

pleando los conceptos de derivabilidad sobre el intervalo [0;1].
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EJ.MELQ_L Calcular el Grea entre las curvas.

y,(x) = T+tan?x, y,(x) = -cosx

y las rectas

SQ] UCION: La grdfica de las curvas es mostrada en la siguiente figura.

AY

6]

Por tanto cl arca entre las curvas es:

[T/,
A= ((1+lan?x)-(-cos))dx
.0
J
s M,
= (1+tan? x)dx+ cosxdx
J 0 0
ﬂ/l, ﬂ/lr
= lanx +SCNx
() ()
oy, :/2+ﬂ_1
v 2 v 2
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EJEMPLQ: Calcular el érea encerrada por las curvas
y,(x) = xe™, y,(x) = -coshx
v las rectas
Xy = 0, Xo= In4.

ION: La grdfica de las curvas es mostrada en la siguiente figura.

—coshx

Por tanto el Grea encerrada entre las curvas es:

In4 In4 In4
A= (xex~(—coshx))dx = xe*dx+ coshxdx
0 0 0
In4 x | In4 In4
= xe -e +senhx
0 0 0

= 4In4-4+1+senh{in4)

= 4in4 —%
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EJEMPLO: Calcular el area cncerrada por la curva  yy (x)= e

y sus rectas tangentes a ella en los puntos x = =In2, x, = In2.

SOLUCION: las rectas tangentes tienen la forma
1
Ry(x)= y (x )+ y, (x )(x-x])
donde X, s la abscisa de tangencia, asf

Wox) = €5 yl-in2) = 7IN%= % ; yi(-in2) = 1

ol

y}(InZ) = 2; Y, (In2) = 2.

enlonces

| =

- 1 .
RT(x) = =+ 5 (x+In2) =

N

RT (x) = 242(x-In2} = 2x-2In’+2
2

son las ecuaciones de las rectas tangentes, la figura siquiente

muestra el Grea encerrada por las curvas y (x) y las rectas
1
R+ (x), R_o (x).
TI T2

AY

y=@
(x)=2x-2in2+42
2

________T_.---———'v"‘_‘}Ir | RTu(X):Tll-x+-;_ln2+-2|-

|
~In2 In2 9X
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las rectas se intersectan, por tanto

R, (x) = R
TI T2

lx+lln2+l= 2x-21n2+2

2 2 2

- -] 3 =25 3 15, 5
5 X = 2In2+2 X = 3(21n2+2) —2-In21

es el punto de interseccion de las rectas

Como las rectas se intersectan, por tanto sus ecuaciones deben ser iguales

en las abscisas de interseccién, y para calcular dichas abscisas, igqualamos
las ecuaciones de dichas rectas, asi tenemos

R, (x)= R, (x)
T7 TZ

1 1 T _ -
5 Xt 5 In2 + 5 = 2x -2In2+2
3._3_5
j X = 5 7 In2
Asi que x = -1+ -g— In2 es la abscisa del punto de interseccién de las rectas

entonces el drea encerrada pedida es:

-1+ ] In2 In2

2
A = (e —{-;— X+ % In2 + —;-))dx+ (ex-(2x—21n2+2))dx
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- 14 2 14+ 2
 x 1+ 3 In2 1 x2 1+ 3 In2 ] 7 1+ 3 In2
= e -3 3 "(3 In2+ §)X

-In2 ~In2 -in2
In2 In2 In2
+ e -x2 ”(ZInZ)X
“1+ 2 In2 -1+ 2 In2 -1+ 3 In2
3 3 3
_ 23 1 I 2 d
= 53 (In2)? unidades cuadradas
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EJEMPLO: Calcular el Grea encerrada por la curva f(x) = -——7—
( Inx )? x

la recta x =e y el eje X.

SOLUCION: Lo grdfica de f(x) es mostrada en la siguiente figura.

AY

|
Tz
BENE >X

entonces el area encerrada es:

] lim (e 1
= '—-—1—-—' dX = g->x P E— dX
e (Inx)"x e (Inx)? x
. €
) lim -1
€>°  Inx
e
lim
€ > Ine Ine
lim -1
B e-m(lne +1) =1

es decir, el drea encerrada por la curva, la recta x = e y el
eje X es:

A = 1 unidades cuadradas.
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E.:.!.Em Calcular el Grea encerrada por la curva f(x) = senhx y los
cosh?x

ejex X,Y. (x>0)

SOLUCION: f(x)>0, luego

AY senh x

f(x) = o x

oo . £
A = senhx dx = fim senhx d
. cosh? x - oo 0 cosh? x
lim £
- (- —=op—)
£ oo coshx
0
lim .
= (- +1) = 1.

€+ coshe
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A) CALCULO DE AREAS DE FIGURAS PLANAS, CALCULAR EL AREA ENTRE
LAS CURVAS CORRESPONDIENTES.

1) vi (x) = sen2x; yu(x) = e* + 1 en el intervalo [0; T ]

2) yi(x) =1+ cos (x-m) y-el eje X, sobre el intervalo [0; —TZT )

3) y,(x) = tanx ; y,(x) = cos2x+1, sobre el intervalo [- -—1;- ; —%—]
4) yi(x) = e*+2 ; y2(x) = InxX*, sobre el intervalo [1;e]

5) y (x) = In(2x+1)+1 ; y,(x) = sen2x, sobre el intervalo [1; 5]

1 2

6) y (x) = cosh2x ; y(x) = e3x+5, sobre el intervalo [0;1]

7) y,(x) = arctanx ; y su recta tangente en I, sobre el intervalo [0;1]

8) y (x) = Inx%; 'y, (x) = cos —2 + 6, sobre el intervalo [0;en ]

9) y,(x) = ezx; y la recta tangente en x =1 , el eje X, sobre cl in-
tervalo [0;1]

10) y,(x) = arcsen x; y su recta tangente en |, sobre el intervalo --

[0;1]
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B) CALCULO DE VOLUMEN DE SOLIDOS DE REVOLUCION: ROTACION,

RESPECTO DEL EJE X
O UN EJE PARALELO

Cuando la gréfica de una funciéon f(x) continua definida sobre el intervalo

w——r

[a;b] (figura 1.) se rota alrededor del eje X , esta produce un sélido li-

mitado por la regién generada por la curva, dicho sélido es llamado sélido -
de revolucién.

AY

- e . W S -

Figura 2
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En esta seccion estamos interesados en calcular el volumen de sélido de revo-
lucién como el que se muestra en la figura 2. Se puede observar que el vo-
lumen del sélido de revolucién serd igual a la "Suma continua" de las areas -

transversales del sélido sobre el intervalo [a;b], no es dificil probar que la

férmula.

<
H
>
iy
S
-
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
l
|
|
l

Nos permite calcular el volumen de dicho sélido, en tal férmula A(t) es la --
funcion del Grea transversal del sélido perpendicular al eje de rotacién j_)_( , ~
con te [a;b] Como cada punto de la grafica describe un circulo cuando ésta
se rota, entonces debe ser claro que la funcion de drea transversal es el —--
area de un circulo, lo cual da A(t) =1(f(t))%, por lo tanto el volumen del

sélido de revolucion se puede calcular con la férmula.

V =T (f(t)?dt - = = = = = = = = = = - = = - - - = - 2

La grafica de una funcién f(x) continua sobre el intervalo [a:b] también se
puede rotar alrededor de un eje paralelo al eje X y es posible calcular el -

volumen de revolucién del soélido obicnido.
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Por ejemplo, si f(x)>0 para todo x &[a:b] e y =c < 0, es el eje alrede-
dor del cual la regién comprendida por la gréfica de la funcién y el eje X so

bre el intervalo [a:b] es rotada, entonces el volumen del sélido generado --

es:
b [ b
V = N(f(x)-c)?dx - Il c*dx
J a J a
AZ

. f(x)

v

\ |

\ !

‘ i

v
| |
| ]
X ? >Y

| | Y=2¢ < O

,‘ |
| i

]

/

II

X —
Nola: S5i la funcién y = f(x) con x« [a:b] es no neqgaliva y su grdéfica es -

rotada alrededor del eje Y, entonces podemos culcular el volGmen del

solido de revolucién generado, mediante la férmula.

V = 2 M xf{x)dx
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EJEMPLO: Calcular el volumen del revolucién del area comprendida por lu

curvas.

y,(x) =7V Inx, la recta xze,  y = 0 cuando ésta es rotada -
alrededor del eje X.

SOLU! I“N En las figuras siguientes mostramos el 4Grea comprendida por las
curvas dadas y el volumen de revoluciéon obtenido de girar di--

cha area alrededor del eje X.

AY
Y:m Y W

|
I
I
}

e . e TEee T mms e e Ghes wn s G e Soms S e

El volumen del sélido es:

€ L e
V = (V Inx)’dx = Inxdx
/ I
e
= (xInx x)
|
= n (e-e)-n(-1) = u, e¢s decir ¢l volumen del sélido es
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EJEMPLO: Calcular el volumen de revolucién obtenido de rotar el &rea, com

prendida por las siguientes curvas

f(x]) = cosh3x, las rectas x =0, x =3, y =0, alrededor -

del eje X.

SOLUCION: A continuacién mostramos el Grea comprendida por las curvas -

dadas y el volumen de revolucién obtenido de girar dicha érea

al rededor del eje X.

AY N

‘-—----

X

El volumen del sélido es: (un método es:)

[ 3 [ 3 3¢ -3t
V =1 cosh?3tdt = (e r e ) dt
| o | 0 2
[ 3
' 6t o 6t 3 3

. e +e + « Y6t ‘ 3

=) ( 7 € Jdt ‘LI{ e ddt+2 i+ e6t<,lt)
| ' () () ()
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'3 3 3
= -—Z—(% e®! +2t —-éem )
0 0 0,

(L (e"8-1)46- L (e778-1))

m 18 m T
-2-".-8 —7—2,-4'6'”——6-6

-18

1
"%

DERECHOS RESERVADOS © 2004, Universidad Autbnoma Metropolitana (México). Prohibida la reproduccién de esta obra asi como la distribucién y venta fuera del ambito de la UAM®. E-libro Bibliomedia Bibliomedia@mail.com



LO: Calcular el volumen de revolucién obtenido de rotar el Grea com
prendida por la curva -

f{x) =

, el eje X vy la recta x =1, alrededor del --

Y1 + x2

eje Xyx20

OLUCI

En la figura siguiente mostramos el drea comprendida por las -

curvas dadas y el volumen de revolucién obtenido de girar di-

cha drea alrededor del eje. X.

El volumen del sdlido es:

2
V=m ( X ) dx = »mf—-——? a x
o 1 + x g it
| [ 7 i
= (1- —-——-—;—}E—-z)dx = TTJ dx- "!s{ X dx
2
0 X 0 |0 I + X
1 ]
= TmX -arctanx
0 0
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™ - arctanl

i

m
= T - T —
4
2
=T - 7 es decir, el volumen del sélido obtenido es:
,”2
V= 1- 7 unidades cUbicas.
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EJEMPLO: Calcular el volumen del solido obtenido de rotar el Grea compren
dida por la curva.

]..
(4 - x")

y(x) = i , sobre el intervalo [0;2], cuando esta es

rotada alrededor del eje Z( :

SOLUCION: Las siguientes figuras muestran el drea mencionada y el volumen

obtenido de girar dicha adrea alrededor del eje X

Como el volumen de este soélido es calculado sobre el intervalo -

[0;2] en el cual la funcion

crece indefinidamente como X se acerca a 2 por la izquierda,
entonces esto da lugar a una integral impropia por lo cual es -

conveniente calcular el volumen sobre un intervalo de tipo [0;¢]

( 0 < ¢ <2 ) y luego hacer ¢€-2.
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As7T gue ol volumen del solido es:

g f
=T dX
0 (4 - x?)]
~ W”m - 7
- £> 2- — dx
o (4 - x%)}
p 3
m N
ngnzn[arcsen (Z)) 0
lim
= T.,~ (arcsen —% - agrcsen 0)

= 1 (arcsen 1)

Es decir, el volumen del solido oblenido de girar ol area cncerrada por la

curva Y (x) sobrc el intervalo [0;2] cuando esta c¢s rolada alrededor del e-

2
es ...g_ . unidudes cObicuas.

jo

> i

i
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Calcular el volumen del sélido obtenido de rotar el drea compren

JEMPL

dida por la curva

(x 0) y el eje X

Cuando esta es rotada alrededor del eje X.

SOLUCION: Las siguientes figuras muestran el Grea mencionada y el volumen

obtenido de girar dicha drea alrededor del eje X.

Como el volumen de este solido es calculado scbre intervalo ---
[0;+= ], eslo corresponde entonces al calcular una integral im-
propia, por lo cual serd conveniente primero calcular la integral
sobre un inlervalo del tipo [o; €] (€» 0) y lucgo hacer e+

para oblener ¢l vulor de lu integral asl lenemos.

+ oo 1 4o ’
V= m ( )2dx = 7 — dx
0 x + 1 (x + 1)°
lim 1 -
= T (- )
£>4o x + 1 0
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lim 1
=T ‘ (__
€rtoo X + 1 / 0
lim ‘ 1 1
=TT - +
. e+ 1

Por lo tanto, el volumen del sélido obtenido de girar la curva (x 20) -

X + 1
alrededor del eje X es:

V= 1 Unidades c(bicas.
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EJEMPLO:
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Calcular el volumen de revolucién obtenido de girar la curva --

sen{x) + 1 sobre el intervalo [0;1 ], alrededor de la
-1,

ylx) =
recta y

TILNSY I

A continuacion mostramos el Grea comprendida por la curva so-
bre el intervalo [0;1] y el volumen de revolucion obtenido de -
girar dicha drea alrededor de la recta y = -1.

AY

y=gsen(x)+I

AY

T >y

AREA ENTRE

CURVAS ;?ZE%%ZE%%ZZ@

3 4,;;,;,//1/////,,7&

VOLUMEN

DE REVOLUCION

El volumen del sdlido es:
Kii 7 1
]
V= (7 senx+1)%2dx =7 (Z sen®*x+senx+1)dx
Jo 0
e T T r N
Ll 2
= 7 sen<xdx+ n| senxdx+ nl| dx
Jo 0 Jo
N |l if
™
= -7 (-senxcosx+x)| -cosx| +7T x
0 0

2 [ 4
" +2 T . unida-

des cUbicas.

"1% (TT )- ."(__7__’)_,_,”.2: J_% + +n2_~:

Nof O



E:!EMPLQ- Calcular el volumen de revolucién obtenido de rotar el area com-

prendida por las curvas

yvi(x) = e~, v, (x) = e " y la recta x = 1In2,

Cuando ésta es rotada alrededor del eje X.

SOLUCION: En las figuras siguientes mostramos el drea comprendida por las
curvas dadas y el volumen de revolucién obtenido de girar di--

cha Grea alrededor del eje X.

In2 >X

El volumen del solido es:

[ In2 y n2  _
V =7 (e” }]2dx- T (e " )2dx
0 j 0
J
rI 2 In2
n , ~
= T ez'xdx - VT‘ e 2 a x
() i 0
J
| In? In?2
o eZ,X . 7y
2 I |
() ) ()
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e,21n2_” +_11§ (e-ZInZ_”

om T
_TTZ{

= Ty Tl
——'7'(47)4'2{4 1)

3 3._9 . -
5 "l v T = 3 T unidades cubicas.
es decir, el volumen del sélido es:

V = m unidades cubicas.

| ©
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FJEMPLO: Calcular el volumen de revoluciéon obtenido de rotar el Grea compren-

dida por las curvas.

I:a

y(x) = tanx y las rectas x= ;. ¥y =0.

Cuando esta es rotada al rededor del eje y = -1.

SOLUCION: El volumen del sélido es:

( 'H/q
My
V = (1+tanx)? dx-nl| [1? dx
J 0 0
( Ty Ti/y Ty Ty
=T Oldx + 2w 0tanxdx + 0tanzxdx—ﬂ Olzdx
J
'y Ty,
senx
= 2m| 2= dx +7| (sec?x-1)dx
COS X 0
0
Ty Ty | Ty
= =21 In{cosx) ; +T tanx . mX .
1 2
— —ZH (/I’ - - (}} [ _.....TIW
) 4

(- (i
=M oind + - ’IT-—-—Z}

Es decir, el volumen pedido es.

V= 1in2 +71 - L
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EJEMPLO: Calcular el volumen de revoluciéon obtenido de rotar el Grea com

prendida por

y(x) = Inx, la recta tangente en X, = €Y los ejes X, Y.

cuando ésta es rotada alrededor del eje X.

SOLUCION: Las siguientes figuras muestran dicha drea y el volumen de re-

volucion.

Z

La ecuaciéon de la recta tangente es:

Rp(x) = y (x ] + y'(x ) (x=x)]
en esle cdso
yle) = 1, y'(x) = L y'te) = 1
lueqgo entonces

= 7 - = —
RT(X} = ] + —é(x ¢) X
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y el volumen es:

1 g e 7 e
V= [-é x)2dx+m (-é- x)¢dx-n | (Inx)*dx
0 | j 1
] e e e
= 2 X2dx+ (—?21T x2dx- 1 (x[Inx)? -2(xInx-x) )
0 ] 1 1
x3 | x3 | €
= 52 3T + 52 3T -7 (e-2(e-e)+2(-1))
0 1
= —3%2 + }%2 (e®-1)- 1 (e-2)
i il il 2
= ';'—'24"—3;6"?—"2"11' e + 2 7= §'We+2'ﬂ'
= 2m(- 5+ 1)
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EJEMPLO: Calcular el volumen de revolucién obtenido de rotar el Grea com

prendida por la curva

yix) = Varctanx , la recta x = 0 vy la recta tangente a y(x)

en el punto X, = 1, cuando éstu es girada alrededor del eje X.

La ecuacion de la recta tangente es:

RT(x} = y(xO)+y’(xO) (x-xO)

en este caso

17 -3
vil) = L, y'(x) = = (arctanx) °
’ 5 Y 2 14x?
]
y'(l) = ——
2 V1
luego entonces
L S TS | on_ 1
Rp(x) = — + 5 (x71) = 5 x+ — =5
y ¢l volumen es:
] o /
V= (-7- Xt —% 5 2(x ( Varctanx ) *dx
0 “ 0
7 1 o’ 1 T 1 7
= (2; x“+ X(—-,; - -2—) + (—5 -3 )2 )dx - T arctanx dx
0 ()
7 1 I 7
= X2dx+T (— - —7—) xdx+ m(— - 1—)2 dx- T
- 7 , 4 5 , arctanxdx
0 0 0 {
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NI 1, x2| ] T 152 7
= 3 + T (_7’. - 3) 3 + T (-—17 ~ —5) X - T {(xarctanx -
1Y, C 0
7 ]
--'Z-IN(7+X2))
C

2 3
- T, 1 L P PR
T 12t 877 " it gt In?
= —l(i +In2) - 2%+ 13
6 6 b 16
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EJEMPLO: Calcular el volumen de revolucién del area comprendida por la

1
curva y(x) = y el eje X, cuando ésta es rotada -
Vi + x2
alrededor del eje X.

SOLUCION: La grdfica de la funcion y(x) = : y el volumen de re-
V1 + x2

volucién son mostrados en las siquientes figuras.

ANY

\

Jl-t- le

7 /////’///,X

Y(x) =

I-1 volumen del sdlido es:

on E
] 2 : ]
V= (————)%dx = 27 lim (-— )2dx
\/7 + £ Fm 0 /] F X2
-— 00
£ €
B W [ ] o
= 2N |Iim — 2a!x = 270nlim arclanx
e |4 1+ X £ > 0
= 20 lim(arctan arctan )
£ >m
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= 2 wlim arctan € = 2w arctan(+» )

T 2
= 2 T — =7
2

Por lo tanto el volumen del sblido es:

2 . , .
V = 1° unidades clbicas.

AY

AV

4” e Y S S . P - 4 - 4 Y ’L - 4 Y N L‘ £ ll £ A/I / _/

ngl STy — Rd na v Lame y d v ’e 7 v
P LS A v e O & >
4 // ‘ ! g LT 4 s e / -

s S , v o / ///

. 5 AR s . 7 // R4 . / Y <

A/‘ / -’ d / g < 2 ‘ e ’ ‘ v‘ ../l : / L —

4 yd / / // , - / // , P . P ’
p ._ P . /’/‘ /’, /,
4 . / ’ L
RV

o’

Volumen de revolucion.
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EJEMPLO: Calcular el volumen de revoluciéon obtenido de rotar el drea com-

prendida por la curva
y(x) = senhx, la recta x =0, y = +1,
cuando ésta es girada alrededor del eje y = -2,

SOLUCION: En las figuras siguientes mostramos el drea comprendida por las

curvas y el volumen de revoluciéon obtenido de girar dicha drea

alrededor del eje X.

Y=1I //%/
/ sen hx
>,
X
El volumen del solido eos:
In2 In2
V =T (2+senhx)?dx-u 12 dx
0 1,
In2 [ In?2
= (4+ fisenhx + senh®x)dx - w dx
0 ] 0
In2 In2 In2 [ In2
= 4 dx+4 1 senhxdx+ 1 senly xdx-n dx
0 0 0 ] o
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(In2 In2 ( In2
= 37 dx + 4 7 senhxdx+ 7 senh? xdx
)0 0 ] 0
In2 In2 In2
- 3T x 4T coshx . {senhxzcoshx-x)
0 0 0
5 "7—l5l' - In2
= 2
3w (Iln2) +4 5 +T1 ( 5 )
= 31 (In2)+5 n+ l—gﬂ = _11_2_ In2

S, 2
j f 2” (In2)

[\
Y I
?A'f ’ T > X
%77, ,‘
% \ II
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B) CALCULO DE VOLUMEN DE SOLIDOS DE REVOLLCION
ROTACION RESPECTO DEL EJE X, 0 UN EJE PARALELO.

PARA CADA UNO DE LOS SIGUIENTES CASOS, CALCULAR EL VOLUMEN -
DEL SOLIDO OBTENIDO DE ROTAR ALREDEDOR DEL EJE CORRRESPON---
DIENTE, LA REGION COMPRENDIDA POR LAS CURVAS.

/) yailx) =

2) y,(x) = e”; Z(l = -1, :_)-(2 = 2, ___)—_/: 0, alrededor del eje Y = -1.

3) Y;(x) = sen X, la recta tangente en x:—% , z( = 0, alrededor del eje g
4) Y, (x) = In(x + e), la recta tangente en x=0, la recta Z( = e, alre-

dedor del eje y = -1.

5) Y. (x) = . +7X ’ X = 0, z( = 2, E': 0, alrededor dej eje y = -1

6) Yo (x) = tan X; __)_2 = 0, X = —T—;- , Y = 0, alrededor del eje y = -1.

7) Y2(x) = V/ex , Z( 1= -1, Z(z =2, Y = 0, alrededor del eje y = -2,

8) Ye(x) = cosx, la recta tangente on x ..T% , e recta Y 0, rolad

alrededor del cje y -1,
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9) Y, (x) = coshx, la recta tangente en X = In2, la recta X = 0: relu

da alrededor del eje y = -2.

10) VYyfx) = arctan X, la recta tangente en x 1, la recta X =0,

x 0, alrededor del eje y = -2,
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C) LONGITUD DE ARCO

La integral puede utilizarse para calcular longitudes de curva tales como la
longitud de un circulc, clipse cte,; de hecho, sioconsideramos que [N e
una funcién con derivada contl"nua sobre un intervalo [a; b, es posible cul
cular la longitud L de su grdfica sobre dicho intervalo, por medio de la --

formula.

[ b

71+ (f'(t))? dt.

) a

lo cual es conocida como formula de longyitud de arco.

AY

b X

~
]

|

|

I

!

C

L

a

X4 -————— - =

Nota: la formuia de lo longitud. de arco también pucde ser aplicado a fun-
ciones cuya [uncion derivada sca acoluda y seclorialmente conlinua

scbre el interveolo [a;b].
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2

EJEMPLO: Sea f(x) = 32{ - 271- logx. Calcular la longitud del arco f(x)

desde x =1 hasta x = 2.

SOLUCION: Como f'(x) = x -

Ny [
X |—=

enlonces la longitud del arco es:

) 2 2
7 2
- - 1 2 = _).<. _7_ — 3 7
L—J/H(X 4x)dx > 1+[,Inx1--2+27/n2
1
2
= /'17+ {/IX2-7}2dx
1/: 16x2
2 .
_ J6x%+ (4x%-1)* dx
w4 16x2
2
_ J T6x2+ T6xX"-8x2+]
= + - dx
1V 16 x2
2 mrar s e s - bt o o A e 2 or—— ~em e £ e
v "\ )y 2
— ] T6x" + 6x¢+] I x
1 4 x
/ 2 2
= J ([IXQI}‘:‘ l!. (]X
1
2
2
— [ q.%{”..t_z d x
1 4 x
2 2 2
_ Ax2+ 1 ]
= | w—Zl—;mdx = xdx + T d x
1 1
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EJEMPLO: Calcular la longitud de la curva

X | —_— ~ _
oWl2  ,,."W dw desde x =0 hasta x = In20.

yix) =
0

SOLUCION: Por el T2orema Fundamental del Calculo tenemos

y'(x) = e X2 /57X

luego entonces, la longitud de la curva es:

In20 ————————— [ In20 -
L = v 1+(e X/2/2+e X)2 dx = /1+e“x(2+e"x) dx
0 0
In20 : 120 | ——
= V142 X4e ? X gx = JA1+e ") % dx
0 (J
In20 N In20 In20 _
= (1+e ~)dx = dx + e "dx
0 0 0
In20 In20
= X -e
0 0
= In20-{ ~—l~-7)
In20
= In2047- —L
In20

es decir, la longilud de la curva y(x) entre los Iimites es:

_ S ]
L = [n20+1 T30
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EJEMPLO:

SOLUCION:
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Calcular la longitud del arco y = arcsen(c—x} desde x = 0

hasta x = 1.

cComo
b
L = VI1+(f'(t) dx con a=0, b=1 y
a
/ _ 1 -X
y'(x) , v (-e 7)
Vi-(e 7)?
entonces
1
/ - X 1 -2X
L = /7+( = ) dx = /+ =—— dx
0 \‘» 7—(6 ) 0 7"’
] 1
= / —21x dx = 1 dx
0 1-e 0 /7__6"2X
1 X
= < dX —m (1)

para calcular la integral (1) haremos el siguiente cambio de va-

riable

X
w = arcoshe y e* = coshw
entonces
X = Incoshw
dx = senhwdw, asi lene
coshw g l mos



e _ coshw senhw _

ﬁfﬁx dX - m dw = dw = w
e’” -1 Jcosh ¢ w-1

t

X
w = arccoshe

= gqgirccosh(el—-arccost

DERECHOS RESERVADOS © 2004, Universidad Autonoma Metropolitana (México). Prohibida la reproduccion de esta obra asi como la distribucion y venta fuera del ambito de la UAM®. E-libro Bibliomedia Bibliomedia@mail.com



EJEMPLO: Calcular la longitud del arco de la curva y = Insccx, compren

dida entre x =0 ex = %T
' ~ ]
SOLUCION: Como secx = “o5x
_ _ I _ _

entonces y = Insecx = In Ooox - In1-Incosx
] senx

or | ' = - — (- =

por lo tanto y'(x) ToSx (-senx) o5 x

lucqgo entonces la longitud del arco es:

A SCNX
[ = /7+(§-—'L-'--)2 ax
0 COS X

173

= J1+tan?x  dx
0

[ Ty3
= /sec2x ax
()

( TT/3
= secxdx
j 0

3
= In| secx+tanx |
()

_ o T I -
= In( | sec 3+tan 3|lln|ll()|

= In|L+/ 3 |

!
7
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EJEMPLO: Calcular la longitud del arco de la curva y = In(coth ;) desde

x = 1 hasta x = 2.
X
OLUCION: Como coth 32-(- - cosh i
senh =
2
entonces
X
y = In(Coth 3) = ncosh 2
X
S€f‘)h—§

= In{cosh —;)—ln[senh ;)

por tanto

y'(x) = ” senh
cosh 5 senh =

Nl X
N =
|
O
Q
wn
y
Nl X
Noj —

luego entonces la longitud del arco es:

s/

, X al
[ _ /'1+{7 senh 2 _ 1 cosh 2,

- N2 x 2 X
lu cosh > senh >
[g X X
2 5 _ 2 5

_ 1+ L ( senh® 2 -cosh 2)2 d
J 4 senh = cosh —
) 2 2

8 f - ->-<- 2 5—- + 1
4senh?* 2 cosh”® 2

- dx

27 X 2 X
W 4sen 5 cosh 5
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'sen? 2x + 1 cosh? 2x
. X 2 X : X 2 X
wY 4senh > cosh 5 4 4senh > cosh 5
8
_ coshjx . dx
L 2senh > cosh 5
2 8
=1 L dx :lln tanh-’-x
X 2 4
! senh = Y
2
= %(In(tanhZ)—In(tanhH)

1
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C) LONGITUD DE ARCO,

CALCULAR LA LONGITUD DE CADA UNA DE LAS SIGUIENTES CURVAS, EN FL
INTERVALO INDICADO.

I

1) Fi(x) = log(secx) ; en [ 7 T ; % T

2) R(x) = 5 (€ +x7X)

;, en [o; log 2]
X |
3) F(x) = e ; en [0; 3 log 3]
4) CALCULAR LA LONGITUD DE UNA CIRCUNFERENCIA DE RADIO. R

5) Fs(x) = loglz=>); en [0; = ]

cosx’’
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