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INTRODUCCION

LA IDEA ESENCIAL EN ESTE PROBLEMARIO ES MOSTRAR A BASE DE

EJEMPLOS COMO SE APLICAN METODOS O FORMULAS PARA CALCULAR LA

DERIVADA O INTEGRAL DE FUNCIONES.

EN CADA SECCION DE ESTE PROBLEMARIO SE DA UNA BREVE INTRO-

DUCCION ACERCA DEL MÉTODO DE FORMULA A EMPLEAR PARA EL CALCU-

¿O DE LA DERIVADA O INTEGRAL DE UNA FUNCION. SE DEBE TOMAR EN

CUENTA QUE SE SUPONEN CONOCIDAS, LAS FORMULAS DE DERIVADA, IN-

TEGRAL E IDENTIDADES DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS, LOGARITMI-

CAS, HIPERBOLICAS Y SUS INVERSAS.

AL FINAL DE CADA SECCION SE PRESENTAN PROBLEMAS A RESOL-

VER, CUYAS SOLUCIONES, CON BOSQUEJO DE SU OBTENCION EN ALCU-

NOS CASOS, SE DAN AL FINAL DEL PROBLEMARIO.
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Regla de la Cadena

Sabemos que la regla de la cadena es la derivada de una composición de fun-

ciones, y la derivada d$ dicha composición de funciones es el producto de las

derivadas de esas funciones:

Así que:

Si h(x)

x > y = h(x) es función derivable

y g(x)

y > i = g(y) es función derivable

son funciones las cuales se pueden "componer", es decir, aplicar a y = h(x)

la función g, entonces para los x para los cuales se puede hacer dicha compq^

sición

¿ - (gQh) (x) = g(h(x)) = g(y)

se tiene que la derivada con respecto a x es, por la regla de la cadena

dz(x) = dg(h(x)) dy(x)
dx dh * dx

= g'(h(x)O.h'(x)

es decir

g ^ - ' = g'(hx)).h'(x)
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NOTA: 1: Pora cuestiones prácticas, la regla de la Cadena o derivada de —

una composición de funciones la podemos interpretar como: derivada

1Q la función de "afuera" y multiplicándola por la derivada de la fun

ción de lfmás adentro". Cada una derivándose y evaluándose con

pecto a su variable o argumento, así

Si y = h(x)

y 2 = g(x)

entonces la función composición

g(y) = goh(x) = g(h(x))

tiene derivada

w = g'(h(x)) h'(x() (1)
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En particular, si y(x) es función derivable en x y g es la función

g(y) = yn, entonces

La composición de dichas funciones, y(x) seguida de g

(goy)(x)= g(y(x)) = yn(x) -(2)

es derivable en x, de modo que por la regla de la cadena tenemos

dyn(x)_ dgoy(x)
dx dx

= dg(y) . dy(x)
dy dx

d n dy(x)

- nyn \yl(x) (3)

O brevemente

= nyn~](x)

NOTA: 2. A veces se tiene la composición de tres o más funciones, por lo —

que la derivada de la composición de esas funciones es igual al —

producto de las derivadas de caéa una do esas funciones, avalua-

das cada una con respecto a su variable o argumentos.
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EJEMPLO: Derivar la función

H (x) = [cosxf

SOLUCIÓN: H (x) es composición de las funciones

t (x) = cosx

y (i) = f

entonces, como

H (x)= y o t(x).

Por la regla de la cadena, tenemos

dy (t) dt (x)
dt " dx

4 í3 . (-senx),

Sustituyendo en función de x, la derivada queda

= (-4 sex)(cosx)3.

OBSERVACIÓN: e $ í e resultado puede obtenerse en forma casi inmediata, si se

sigue la nota 7.
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EJEMPLO: Derivar la función

3 Af(x) = sen (¿ix ' )

SOLUCIÓN: f(x) es composición de las funciones

f(x) = 4x

g(x) = seny

entonces, como

f(x) = g o y (x)

Por la regla de la cadena, tenemos

M = « g o y (x)
dx dx y y l '

= dg (y) dy (x)
dy ' dx

= cosy . (4 p x* )

Sustituyendo en función de x, la derivada queda

= 6¿ cos(4x3/2).

DERECHOS RESERVADOS © 2004, Universidad Autónoma Metropolitana (México). Prohibida la reproducción de esta obra así como la distribución y venta fuera del ámbito de la UAM®. E-libro Bibliomedia Bibliomedia@mail.com

Casa abierta al tiempo



EJEMPLO: Derivar Ja función

l(w) - are tan (senw)

SOLUCIÓN: f(w) es composición de fas funciones

h (w) = sen w

f (h) = ardan h

ENTONCES, COMO

l(w) = f o h (w}..

POR LA REGLA DE LA CADENA, TENEMOS

B ' o »

db ' dw

d (atetan h). d
dh dw

. eos w
h2 (wl

SUSTITUYENDO EN FUNCIÓN DE W, LA DERIVADA QUEDA

di (wl _ 1
dw i + sen

2 . eos w
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EJEMPLO: Derivar la función

T (x) = tan(¿ix3 + 2xz)

SOLUCIÓN: T (X) es composición de las funciones

y (x) = Ux3 + 2X2

z (y) = tan y

ENTONCES, COMO

T (x) = z o y (x).

POR LA REGLA DE LA CADENA, TENEMOS

dtjx)_ - d^
3T z

= ^ (tan y). íL (4x* + 2x2

= sec1- y. (12xz + Hx)

SUSTITUYENDO EN FUNCIÓN DE X, LA DERIVADA QUEDA

^ tan (4x3+ Hx1)= (12xz+ Hx) sec2(4x3+ 2X2 )
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EJEMPLO; Derivar la función

C(y) = [e"y + eos ±

SOLUCIÓN: G(y) es composición de las funciones

h(y) = + eos -

f(h) =

ENTONCES, COMO

C(y) = f o h (y).

POR LA REGLA DE LA CADENA, TENEMOS

dy dy foh (y)
y

d (h A, d (,y I
dh dy y

+ ^ sen1-)
yz Y

eos1-
7 2 s e n y }

OBSERVACIÓN: EN ESTE EJEMPLO e*y y eos '- SON COMPOSICIONES DE FUN

CIONES. POR LO QUE TAMBIÉN SE LES APLICO LA REGLA DE LA CADENA,
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EJEMPLO: Derivar la función

H(x) = aresen - + arctan x1.
X

SOLUCIÓN: aresen - es composición de las funciones
X

yM = \

z(y) = aresen y (2)

TAMBIÉN, arctan x¿ ES COMPOSICIÓN DE LAS FUNCIONES

w(x) = x2 (3)

m(w) = arctan iv (4)

ENTONCES.

H(x) = z o y(x) + m o w(x) 15)

ASI, LA DERIVADA DE H(x) AL EMPLEAR (5) ES:

dz(y) . dy(x) dm(w) dw(x)
dy dx dw ' dx

1_
d aresen y dx d arctan w dx2

dy ' dx dw ' dx

J
1 - y2

I ) + 1
1 +

7

(2X)

2x

7 + x1»
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EJEMPLO: Encontrar la ecuación de la recta tangente a la gráfica de la

función.

g(x) = (-1 + eos Hx)j

En el punto P = ( ~ , -1).

SOLUCIÓN: Sabemos que la ecuación de la recta tangente a la gráfica de -
una función F(x) en un punto Q = (xo , F(xo)) esta dada -
por la ecuación.

RT = F(xo) + F' (xo) (x - xo).

COMO LA DERIVADA DE LA FUNCIÓN g ES:

gi(x) = 3(-l + eos ¿ix)2((- sen 4x)4),

ENTONCES

eos ~2)
7((sen ~

-12.

ASI LA ECUACIÓN DE LA RECTA TANGENTE A LA GRÁFICA

DE LA FUNCIÓN g(x) EN EL PUNTO P - (~ , -1) ES:

RT(x) = -1 + (-12) (x - -j¡ )

RT(x) = - 7 7 x + | • i r _ / .
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EJEMPLO: Determine los puntos sobre la gráfica de la función.

y(x) = arcsen 3x.

En los cuales la recta tangente es paralela a la recta que pasa
por los puntos A = (2,-3), B = (4,7).

SOLUCIÓN: La ecuación de la recta que pasa por los puntos A y B es
fácil de obtener y esta es:

R(x)= 5x -13

COMO LA DERIVADA DE UNA FUNCIÓN NOS DA LA PENDÍ EN
TE MT DE LA RECTA TANGENTE R f A LA CURVA, EN-
TONCES TENEMOS.

M. = -r- arcsen 3xt dx

7 .3

/ 7 - 9x 2

COMO LAS RECTAS R^x) Rj(x) DEBEN SER PARALE-

LAS ENTONCES SUS PENDIENTES DEBEN SER IGUALES, ASI
TENEMOS.

= 5
/7 - 9x2

-4 = /7 -9x2
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_
25

25

16
9.25

+ n
x = - Ts

POR TANTO x1 = j- y

SO/V L/1S ABSCISAS CORRESPONDIENTES A LOS PUNTOS DONDE SUS REC-
TAS TANGENTES SON PARALELAS A LA RECTA R^x). Y LAS ORDENADAS

DE LOS PUNTOS DE TANGENCIA SE OBTIENEN SUSTITUYENDO LOS VALO-
RI'S DI x, . x:- EN LA y arcsrit 3s ASI TENEMOS.

y<(~-F) - a re sen i ( ~)

aresen 4
5

y(~ J-FJ= aresan 3 (- --'- i

aresen (- —F )
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POR LO TANTO LOS PUNTOS SOBRE LA GRÁFICA DE LA FUNCIÓN
y(x) = arcsen 3x EN LOS CUALES LA RECTA TANGENTE ES PARALELA
A LA RECTA QUE PASA POR LOS PUNTOS A y B SON:

P = ( ~ Js > arcsen (- - | ))

Q= ( j$ , arcsen ( ^ ))
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DERIVADA DE FUNCIONES TRASCENDENTES POR EL MÉTODO DE LA REGLA DE
LA CADENA.

/ Usando regla de ¡a cadena, calcular la derivada de cada una de las si-
guientes funciones.

•1) C(w) = sen (w2) 11) F(x) = e 2 tan x 2

2) H(x) = ardan (2x + 1) 12) F(w) ? eos(w +

3) T(x) = sen (ardan x) 13) H(t) = tan ef + cosh e2Í

U) K(x) =
cos(x2+ 1

sen (3x) U) W(x) = a retan ex + a re sen 3x*

5) G(x) = tan (e ) 15) Z(x) = arceos e 7 X % earctan x¿

6) G(w) = e 2 COS IV 16) F(x) = sen (9 +S~x )

7) H(t) = sen [sen 2t) 17) H(z) = ardan ( z3+ z)

8) H(x) = cot(e¿ 18) W(x) = [ arceos / x2 + - y2

9) H(t) = sec(e*1) 19) G(x) = e sen x + ardan / F

10) F(t) = esc e: 20) W(x) = / Infarcsen ex)f
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// Demuestre que la derivado de una función par es una función impmr,
y que la derivada de una función impar, es una función par.

/// Hallar y11 (o) si y(x) = ln(1 + /7 + x2)

IV Hallar y" (o) si y(x) - sen(x + ex )

V Obtenga la ecuación de la recta tangente a la gráfica de la función -

y(x) - 50x - tan 2x, en el punto P = ( - ^ , - ^ ir - ^~X )

VI Sea Y(x) = A eos 3x + B sen 3x. Determinar valores de A y B

que satisfagan las condiciones Y (o) = 4, Y'(o) = -3.

ln(3x + 1)
Vil Derivar la función F(x) = sen(t + 2)(j^ pQrQ

VIII Sea (t) = A e3^7 f) + B*en 5* • Determinar valores de A y B

que satisfagan las condiciones Y (o) = 5, Y'(o) = 10.

IX Derivar la función F(x) = tan(eorcsen x).

X Comprobar que la tercera derivada de la función Y(x) - x2 In x

satisface la ecuación xy ' " - 2.

XI Comprobar que la función y(x) - arceos — ¡unto con su deriva
x2

da satisfacen la ecuación x3 (seny(x)). y' (x) = 2.

Sugerencia: Aplicar la identidad trigonométrica

senQ - H - eos 2Q .
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I
XII Comprobar que la función y(x) = ex ¡unto con su primera y se-

gunda derivada satisfacen la ecuación:

x3 y"(x) + xy'(x) -2y(x) = 0.

XIII Determinar la ecuación de la recta tangente a la gráfica de la fun-
ción.

y(x) = 2x + In x?

quc sea perpendicular a la recta cuya ecuación es:

y(x) = I - I x.
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M É T O D O

D E

D E R I V A D A L O G A R Í T M I C A
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DERIVADA LOGARÍTMICA

La función logaritmo también es útil para calcular derivadas de funciones. El
logaritmo junto con sus propiedades contribuyen a disminuir la "problemática"
del cálculo de la derivada de muchas funciones, algunas de las cuales son del
tipo.

[h(x)]g(x) donde h(x) > 0. (A)

Al aplicar logaritmo a la función en (A), obtenemos

ln[h(x)]g(x) = g(x)ln[h(x)] - — (1)

Al derivar ambos miembros de (1) obtenemos

[h(x)]

así que la derivada de la función en (A) es:

(2)

(fh(x)]g(x))l= [h(x)]g(x)[g(x). £ £ i + ln[h(x)]g'(x)]

(A) es un caso particular de el siguiente hecho:

si tenemos una función.

x > cj) (x) positiva y le aplicamos

la función logaritmo

* M ln = IUK ln*(x)

entonces tenemos una composición de funciones

x >$ (x) —>

y por la regla de la cadena tenemos que su derivada es:
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f x / n» fx , . g

luego entonces

^r [ln$ (x)] (B)

/o ci/o/ es una "fórmula para calcular la derivada de la función $ (x). Dicha
formula es conocida como derivada logarítmica de

Los siguientes ejemplos son de interés para observar la forma de aplicar el -
logaritmo para el cálculo de la derivada.

EJEMPLO: Derivar la función

f(x) = x x 2 —(1)

SOLUCIÓN: Aplicando logaritmo natural a ambos lados de (1)

tenemos.

Inf(x) = lnxx2= x2lnx (2)

derivando ambos lados de (2) respecto de x, tenemos

f fx) o d do
dx dx

- x2 -L + lux 2x
X

- x + 2xlnx

Así tenemos

f (x) = f(xj'[x + 2xlnxj

es decir

x2 x2

dx = x [x + 2xlnx]
dx
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EJEMPLO: Derivar la función

^arctanx
h M =

xxarcsenx

SOLUCIÓN: Aplicando In a ambos lados de (1) tenemos

,nh(x) = m [ * arctanx ]
xxarctanx

In j- = I na - Inb = In (x3 arctanx)-ln(xx arcsenx)

In(a.b) = Ina + Inb = Inx3 + Inarctanx - Inx -Inarcsenx

lnxr = rlnx = 3lnx+lnarctanx-xlnx-ln (arcsenx) —(2)

derivando ambos lados de (2) respecto de x, tenemos

,se usa regla h^Jx) 7 1 7 _ 1 1
{de la cadenaJh(x) x arctanx i + xz x /'—9

1 + x arcsenx y 1-x2

así tenemos

h'(x) = h(x) [ I + 1 - 1-lnx- 1 — /
x arctanx (1 •+ x2 ) (arcsenx) ( /1-x2 )J

es decir

xxarctanx

dx x arcsenx x arcsenx * arctanx (1 + xz;

7

(arcsenx) ( 1 -
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EJEMPLO: Derivar la función

<~, ^ ^arctanx , . } x . , ,
S(x) - x +(arctanxl (I)

SOLUCIÓN: Como S(x) es suma de funciones, entonces su derivada es —

igual a la suma de las derivadas de las funciones que intervie-

nen en la suma, así tenemos.

dS(x) _ d arctanx d , ,x / o l

-7HT ~ dx x + d~x (orctanx) (2)

Por derivada logaritmica tenemos

dxarctan o r c f £ m x

dx = x [arctanx. - + Inx ] (3)
x 1+x2

-T- (arctanx)* = larctanx)X ¡x ^ + In(arctanx) ] —
dx arctanx 1+x

al sustituir (3) y (l\) en (1), obtenemos

dS(x) _ arctanx farctanx Inx 1

dx x 1+X2J

+ (arctanx) [ f in I arctanx) ]
arctanx l+x2
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EJEMPLO: Derivar la función

S(x) = xarctanlnx fsent)2

dt

SOLUCIÓN: S(x) es suma de funciones, entonces su derivada es

dS(x) , d arctanlnx d x Jsent)1..
~dbT Tx x + Tx J e dt

el primer sumando de (2) lo derivamos empleando derivada lo-

garítmica y regla de la cadena, quedando.

d arctanlnx _ r arctanlnx 7 rarctanlnx Inx
!Txx - tx J [ x x(1+ln2x / (3)

el segundo sumando de (2) lo derivamos empleando el teorema

fundamental del cálculo, así tenemos

dx 0

x ,«.„„•« = Jsenx)2
 (¿f)

así, con (3) y (4) tenemos la derivada.

dS(x)__ arctanlnx farctanlnx Inx , sen2>
dx x l(1+ln2x )
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EJEMPLO: Derivar la función.

2

f(x) = xx

SOLUCIÓN: Para derivar la función, aplicaremos logaritmo a ambos miem—

bros de (1), con lo cual obtenemos.

x2

Inf(x) = Inx*

= x2 Inx (2)

derivando ambos miembros de (2) tenemos.

f'(x) _ 2 d Inx dx2

~fU) ~ X ~dx + lnx d^

| + (lnx)2x

- x + (lnx)2x

así

l'(x) l(x) Ix i Inx

es decir

xx= xx[x + Inx.2x¡.
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EJEMPLO: Derivar la función

g(x) - (arceos / x ) arctan / x — ( I )

SOLUCIÓN: Pa^° derivar esta función aplicaremos logaritmo a ambos miem-

bros de (1), tenemos.

Ing(x) = xln(arccos /x"~ ; + Inarctan /x~ (2)

derivando ambos miembros de (2) con respecto a x, obtenemos

1—— (- -j— -L-)+ ln(arccos
arcQS / x y7-x 2 7x

+ I I (3)
arctan / x (1 + x )2 /x~

de (3) tenemos que la derivada de g(x) es:

yj = g(x) [ '- —-( 7== j=) + In (arceos fx)
ox arceos /x vi-x 2 vx

arctan /x 7 + x 2 '

DERECHOS RESERVADOS © 2004, Universidad Autónoma Metropolitana (México). Prohibida la reproducción de esta obra así como la distribución y venta fuera del ámbito de la UAM®. E-libro Bibliomedia Bibliomedia@mail.com

Casa abierta al tiempo



EJEMPLO: Trazar la recta normal a la curva y - xlnx que sea paralela

a la recta 2x-2y+3 = 0.

SOLUCIÓN: La gráfica de y = xlnx y de la recta 2x-2y+3 = 0 están

tradas en la siguiente figura.

f (x )= xlnx

Como la recta R N normal es paralela a la recta 2x-2y+3 = 0

ésta debe tener la misma pendiente, así si mN denota la pen—

diente de la recta normal, entonces

i*, = 1 donde 1 os la pondionto de la recta iluda.

(lomo li^ es normal a la curva ilada y dilemas la derivadu de

una función nos da la ¡rendiente m-.. la recta ¡atújenla, entonces

el producto de las pendientes m , m T debe ser / .
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pero fflj-- (xlnxj* lnx+1, entonces,

1 (lnx+1) = -7

Inx = -2

x - e~2

esíe va/or de x es la abcisa que corresponde al punto de tangencia, que

al sustituirlo en la función xinx, obtenemos que

y í \ ) = - I / n i2 e e

= - (Ini-lne ) = - -
e e

es el valor de la ordenada de! punto de tangencia y por tanto la ecuación

de la recta normal es:

2 7x - — - —
e e

RN(xj = x - - es la ecuación de la recta normal RN(x)
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EJEMPLO: Determinar una ecuación de la recta tangente a la gráfica de la
función.

y(x) - xflnx) en xo. = e.

SOLUCIÓN: Como la ecuación de la recta tangente a la gráfica de uno fun-
ción f(x) en un punto Q = (xo, F(xo)) es dada por lo ecaa
ción.

Rt(x) = F(xo) + F'(xo) (x-xo).

Para nuestro caso, la función

y(x) = xflnx)

la derivamos empleando logaritmo, así tenemos

Iny(x) = ln(x(lnx) )

- Lnx + ln(lnx)x)

= lnx -f xlnflnx)

Así la derivada es:

1 i 1
y ? = - + In(lnx) -i x ( T-l— ) ( - )
y (x) x lnx. x

= - + In(lnx) + 7

x " M — / / / ? x >
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Evaluación en xo = e.

Así:

y

y'(e) = y(e) ( I + 1 )

= (e (Inef) ( 1- + 1

= 1 + e.

Luego entonces, la ecuación de la recta tangente a la gráfica de la función
Y(x) en el punto.

P = (e,e) es:

Rt(x) = e +CI + e) x - e)

= (1 + e) x - e2
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EJEMPLO: Bosquejar la gráfica de la función f(x) ~ X (x> 0) determinando

sus intervalos de crecimiento (o decrecimiento) e intervalos de —

concavidad hacia arriba (0 hacia abajo).

SOLUCIÓN: Pora derivar la función f(x) = xx , emplearemos logaritmo natu-

ral, así tenemos Inf(x) - Inx = xlnx

y la derivada es

asi

f'(x) = f(x)(lnx+l)

= xx(lnx+1).

es la derivada de la función f(x).

Esta derivada es mayor que o cuando lnx+l> 0

así tenemos Inx >-/

de aquí obtenemos que x = e 1e =

es decir, f(x) es creciente en el intervalo ( — ; +*> ) , y f(xj

es decreciente cuando la derivada es menor que cero, esto es, —

cuando lnx+1 < 0,
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de esto tenemos Inx < -7

x _-

o sea f(x) es decreciente en el intervalo ( 0; — ) , la segunda
derivada de f(x) es

f"(x) = xx(lnx+1)1+ x x " 7

la cual es mayor que cero para todo x (x >0 ) entonces f(x)

es concava hacia arriba para x >0, y la gráfica es bosque-

jada a continuación.

X
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DERIVADA DE FUNCIONES TRASCENDENTES POR EL MÉTODO DE DERIVADA LO
GARITMICA.

1) APLICANDO LOGARITMO Y SUS PROPIEDADES, DERIVAR CADA UNA DE
LAS SIGUIENTES FUNCIONES.

H(x) = X 2 x

,, Z(X) = M Í
X

xe

8x2

3) F(x) - arctanx

4) G(w) - W

5) G(x) - arccosX

F(x) - X

Hit) = (sen t2) (t1)

8) F(z) - eZ (senh z2z)

9) Ffy) = y are sen (ey i- y7)
(y + 1)2ln (y* + 1)

W) H(z) =
i1, senh zz

1V F(x) = >"(eX + x2) lníx\e )_
arceos(x + 1)

U) di) = leiz2~ 1 I Isenfarctan z2)lz + zz
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13) H(x) =
ex

U) T(x) = V x sen x + x

15) F(x) = X

W(2x + 1) / (x + 3f

16) G(y) =

2
w17) H(w) = (ln(3w + 1))w + senh(3w + 2)

18) H(x) = (senx)X + xx .x t 0.

Tt) BOSQUEJAR LA GRÁFICA DE CADA UNA DE LAS SIGUIENTES FUN-
CIONES

a) h(y) = 3y , b) H(z) = (f~T)Z , z>0

III OBTENGA UNA ECUACIÓN DE LA RECTA TANGENTE A LA GRÁFICA
DE LA FUNCIÓN

Y(x) = Xx + 7 en Xo - 7.

IV DETERMINAR UNA ECUACIÓN DE LA RECTA TANGENTE A LA GRAFI_
CA DE LA FUNCIÓN

Z(x) = (Lnx)x en Xo = e.
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I N T E G R A C I Ó N

P O R

C A M B I O D E V A R I A B L E
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PRIMERA PARTE:

Muchas integrales

( b

A(t) dt

a

•(V

no son directas de calcular pero su integrando puede ser

descompuesto en la forma.

A(t) = flg(t)).g'(t) •m

donde f y g' son funciones continuas, entonces

A(t) dt =

a

f(.g.(t))g'(t)dt (3)

al hacer

u = g(t) para aútú b

tenemos

du = g'(t)dt (5)

para t = a se tiene u = g(a) •16)

y para t = b se tiene u. - g(b) (7)
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luego por ti, 5, 6 y 7 tenemos

(f.g)(t)g'(t)dt =

a

g(b)

g(a)

f(u)du (8)

en muchos casos la segunda integral en 8 es más "fácil" de

calcular que la integral en 1.
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SEGUNDA PARTE:

Si la integral

b
f(x)dx •(1)

i a

resulta "difícil" de calcular, muchas veces es posible que -

exista una función uno a uno, sobre y derivable de un in-

tervalo I de extremos « y 6 en intervalo de extremos -

a y b tal que para cada u de I se tenga.

X = •(2)

dx = $'(u)du (3)

a = <í> (<*> )

a = •(4)

con lo que gl sustituir 2, 3, 4 y 5 en I obtenemos

f(x)dx =

a

(u)du (5)

tal que la última integral de la derecha en 6 es más fácil de

calcular que la integral en I.

NOTA: Las expresiones 4 de la PRIMERA PARTE y 2 de la SEGUN-

DA PARTE se les conoce como cambio de variable para las

integrales en I.
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EJEMPLO: Calcular la integral

2x2 + 2
dx (1)

SOLUCIÓN: Esia integral la resolveremos por el método de cambio de varia_

ble notamos que

2x (x2 + I ) 2
•(2)

Por (2), el integrando se puede expresar de la siguiente mane_

ra.

x
2x2 + 2 7 +(x2+ I)2

Por lo que hacemos el siguiente cambio de variable

w - x2+ 1, entonces dw - 2xdx y xdx = j dw(3)

= í dw

Así que al sustituir las "nuevas" expresiones de (3) en (1) e

integrando, tenemos

x V 2x? + 2
d

1 +I2x2+ 1 ) 2

I
2 dw

dx

I + w2

dw

1 + w

7

Es decir

- j arctanw + c

= j are tañíx2+ 7) + c

1
2x2+ 2

dX " 2 orctan (x2 + 1) + c
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EJEMPLO: Calcular la integral

í 3dx
2x2-6x + 5

(1)

SOLUCIÓN: Esta integral la resolveremos por el método de cambio de variable.

Notemos que, al completar cuadrado, obtenemos la igualdad.

2xz-6x + 5 = j (1 + (2x - 3)z) (2)

Así que el integrando se puede expresar de la siguiente manera.

2x2-6x +5 1 +(2x -3)2

por lo cual hacemos el siguiente cambio de variable

1w = 2x - 3, entonces dw = 2dx y dx = -~ dw (3)

Así que al sustituir las "nuevas" expresiones de (3) e (1) es

integrando, tenemos.

í 3dx
2xz-6x + 5

= 6

Es decir

= 6

= 3

7

7

+

7

7
(2x

I V 2

-3)2

2 C

— dw

dx

W2

= 3arctan(2x -3) + c

3dx
2x2-6x + 5

= 3arctan(2x-3) + c
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EJEMPLO: Calcular la integral

\ JJÍ 1x ,„
7 + x 6

SOLUCIÓN: Esta integral la resolveremos por el método de cambio de varia-

ble hagamos

w = x 3 entonces du = 3x2 dx (2)

luego entonces

w2- x6 y x2 dx - -~ dw (3)

sustituyendo (2) y (3) en (1) obtenemos

3x2 dx= 3
/ + x 6 J 7 + x 6

= 3 U3dw

1 + w2

dw
1 -f w2

ardan w -f c

- arctanx3-! c

Es decir

dx - arctanx3 + c
7 -f x6
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INTEGRAL POR CAMBIO DE VARIABLE

EJEMPLO: Calcular la integral

Cosxdx
7 + sen2x

(1)

SOLUCIÓN: Esta integral la resolveremos mediante el siguiente cambio de va
riable.

U = senx, entonces dU = cosxdx (2)

sustituyendo (2) en (1) obtenemos

7T/2

cosxdx
Q 1 + sen2x 7 + U1

= aretanU

= arctan(senx)

TT/2

- ardan (sen TÍ / 2 )-arctan(senO)

= a reta ni
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EJEMPLO; Calcular la integral

7 + senx
cos2x

dx

SOLUCIÓN: Separando términos en el integrando tenemos

1 + senx
eos2 x

dx =
eos* x

dx + senx
cos2x

dx

= sec2 xdx
- 2

eos xsenxdx (1)

la segunda integral en (1) la podemos resolver por el método

de cambio de variable: haciendo.

z - cosx tenemos dz = -senxdx (2)

Así que

-2
eos xsenxdx = -

_ 2
z dz

_3

- 3

- ~ (cosx) 3 (3)

al sustituir (3) en (I) y realizar la primera integral de (1)

obtenemos

DERECHOS RESERVADOS © 2004, Universidad Autónoma Metropolitana (México). Prohibida la reproducción de esta obra así como la distribución y venta fuera del ámbito de la UAM®. E-libro Bibliomedia Bibliomedia@mail.com

Casa abierta al tiempo



/ + senx
eos2 x

dx = 7 dx
eos2 x

senx
cos2x

dx

sec2 xdx +
_ 2

eos xsenxdx

= tanx +
7

Seos 3 x
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EJEMPLO: Calcular la integral

sen2 2x
i 7 + eos 2x

dx -(V

SOLUCIÓN: Como

sen22x + cosz2x = 7

entonces

sen 2 2x - 7 -eos 2 2x

= (1 + eos 2x) (1 -eos 2x)

luego

sen2 2x
7 + eos 2x

7 -eos 2x (2)

asíj por (2)j tenemos

sen2 2x

7 + eos 2x
dx= (1 -eos 2x)dx

dx - eos 2xdx

x -se" 2x + C
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EJEMPLO: Calcular la integral

cos(2x)
dx •(1)

SOLUCIÓN: Esta integral la resolveremos por el método de cambio de varia-
ble. Hagamos

w = sen2x, entonces dw = 2cos2xdx (2)

sustituyendo (2) en (1), obtenemos

sen*2x
dw

w dw

7 w
_ 2

2 -2 + c

-21- -r (sen2x) + c

Es decir

cos2x

sen 32x

dx = - Ti (sen2x) + c4
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EJEMPLO: Calcular la integral

sec2 3x
(1+tan3x)i dx •(V

SOLUCIÓN: Esta integral la resolveremos por cambio de variable. Hagamos

z - l+tan3x.

dz = 3sec 23xdx. (2)

sustituyendo (2) en (1) tenemos

sec I* dx= JUl.
(l+tan3x)¿

- 2

_

3 -2
+ c

-r 2 + C
0

1 - 2
- T (1+tan3x) + c.

o
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EJEMPLO: Calcular la integral

re sen 2x
7-4x2

dx •(1)

SOLUCIÓN: Esta integral la resolveremos por el método de cambio de varia-
ble tomando en cuenta que.

-j- are sen 2x =dx

7 -4x 2
(2)

Ello nos conduce a considerar el siguiente cambio de variable

z = are sen 2x ; de lo cual obtenemos

•(3)

Así que al sustituir (3) en (2) tenemos

re sen 2x dx = 1_
I -

/ are sen 2x dx

z dZ
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- i z +c

7 3 /
= 4 (arc sen 2x)/2 + C.
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EJEMPLO: Calcular la integral

Inu
u du = '(1)

SOLUCIÓN: Esta integral la resolveremos por cambio de variable. Notamos

que.

Inu
u du = Inu du

u (2)

Hagamos el cambio de variable

z = Inu entonces dz = — (3)

sustituyendo (3) en (2) tenemos

Inu , , dudu = Inu —u u

z dz

z}
2

= j (lnu)2+ c.
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EJEMPLO: Calcular la integral

(5+lnx) dx -(1)

SOLUCIÓN: Esta integral la resolveremos por cambio de variable. Notamos

que

(5+lnx)
x

dx =
(5+lnx)1* dx

•12)

y que

dlnx 7
dx - , Entonces

X

Hagamos al cambio de variable

Z - 5 + Inx entonces dz = — (3)

I :i) en (.') leñamos

(5 + lnx I'
dx

z'1 dx

zc>

( 5+lnx )r-
+ c
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EJEMPLO: Calcular la integral

1+tanzlnx dx (1)

SOLUCIÓN: ^sta integral la resolveremos por cambio de variable. Notamos
que.

1+tan2lnx dx = ((1+tan2lnx) (2)

y que

n - I Hx
dx ~ x úx

Entonces hagamos el cambio de variable

w = Inx, entonces dw = - dx (3)

sustituyendo (3) en (1), obtenemos

l+tanzlnx
J x dx = (1+tanzlnx) —

I ^

(1+tari1 w)dw

sec 2wdw

tanw + c

tan (Inx) + c
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INTEGRACIÓN DE FUNCIONES TRASCENDENTES, POR EL MÉTODO DE CAMBIO
DE VARIABLE

I) CALCULAR CADA UNO DE LAS SIGUIENTES INTEGRALES

1)
sen 3

7 + eos2 0
dx

2) sen 3x cosx dx

Jsenx cosx dx

9)

10)

11)

dx
1 + x2

dx

/ 7 + e

sen / x

2x

dx
/ x

1 + e2x
dx 12)

arelan 2x

7 + Ux1
dx

5) \ (1 + v^'senx)2 cosx dx 13) /arecosx
J dx

7 -

6)

2

sec x
(1 + tanx)

dx Vi) 8m
-- dm

/ 7 - m-

7) 3 \ tan2 (¡ ¡\x)dx
o

8)
ros e

7 + e

15)
2x

/ 7 -f e:

dx
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16) dt

i /7 - f

77;
c/n?

1 + m 3
HAGA X =

II) HALLAR UNA FUNCIÓN CUYA DERIVADA dé aretanx
7 + x 2

/// HALLAR UNA FUNCIÓN CUYA DERIVADA dé (arctanx)z+ (ardan(x)
1 + x 2 .

_ 2
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T E G R A C I O N

U S A D O L O G A R I T M O
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USO DE LOGARITMO PARA INTEGRACIÓN

Sabemos que la función logaritmo natural In (o también log) está dada por

la siguiente integral.

Inx = di para x > O

Si ->•<!> (x)

es una función derivable y positiva, entonces podemos obtener la composición

de las funciones

-> 0 (x)
In > In $ (x)

y por la regla de la cadena se tiene la derivada

- -3 /n$

y de ella la integral

* ' (x) dx = In § (x)+ c.

que indica, que logaritmo se puede usar para integrar funciones.
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bJEMJPLO: Calcular ia integral

i o
T-pr dx •m

SOLUCIÓN' Consideremos el cambio de variable

>(x) = 1 + x" •(2)

luego entonces

llx i o (3)

•(4)

así (¡tu*, al sustituir (?) y (U) en (1), tenemos

A 0

T7- dx = _
7 7

dx

'(x)
7 7 U (x.

- dx

uso de logaritmo para integral

= yy In 4>(X) + C

77 ln(1 + x") + c

- ln(1 + x") — + c.
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EJEMPLO: Calcular la integral

1-= -1 dx
/+ / x /

SOLUCIÓN: Consideremos el cambio de variable

<$>(x) = 1 + /~x

luego entonces

•(1)

(2)

2 / x

I

•(3)

(4)

así que, al sustituir (2) y (4) en (1), tenemos

7+/ x / x

= 2 T V yt d x

uso de logaritmo por integrar

= 2ln tyx) + c

= 2ln(1 + / x ; + c

= ln(l + y/ x f+ c.
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EJEMPLO: Calcular la integral

2x3 + x
x"+ x 2

dx

SOLUCIÓN: Consideremos el cambio de variable

(1)

= X 4 + X ' (2)

entonces,

'(x)= 4x3 + 2x

= 2(2x3+ x) (3)

-(*)

así que, sustituyendo (2) y Ci) en (1), tenemos

^ - * dx- 3\
 ? 7

x" + x2

2
2

= 4 / " * (x) + c.

= 4 ln(xh+ x2) + c

+ c.
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EJEMPLO: Calcular la integral

tan 3 xdx -(1)

SOLUCIÓN: Como

l+tan2x = sec2x entonces tan x = sec2x-1

además

dx y tanx x =
cosx

(2)

Emplearemos (2) para calcular la Integral en (1), así tenemos

tan3 xdx = tanx tan1 xdx

tanx (sec2x-1 )dx

\tanx sec2 xdx- tanxdx

\tanx ^r tanxdx - | ^ ^ dxdx J cosx

tan 2 x
-i- I neos x + c.
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INTEGRACIÓN DE FUNCIONES TRASCENDENTES, USANDO LOGARITMO PARA

INTEGRAR.

II CALCULAR CADA UNA DE LAS SIGUIENTES INTEGRALES.

2)

sen<i>
7 + eos 3)

1 + e-x
dx

dx
1 + 2e

3x

1 + e2x
dx

SUGERENCIA : DIVIDA

xlnx dx 7) 2x3 + x

+ X'
dx

6)
dt

ílog ( !%•} 8)
7 / z 2

7 + 7 I z = dz.

costlnx) dx
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10) 1 + tan 2 Inm
m

dm 12) dx

xlnzx.

11)
In(lnt) dt 13)

dx

x / 7 - Ulnx

dx

x VI - 4ln2x

HACA W + Inx.

II) HALLAR UNA FUNCIÓN V(t) CUYA SEGUNDA DERIVADA SATISFAGA LA

IGUALDAD v"(t) = — , Y QUE DICHA FUNCIÓN SE ANULE EN t = 1
t2

Y TOME EL VALOR 1 - log2 EN t = 2.

III) HALLAR UNA FUNCIÓN f(x) QUE SATISFAGA LA IGUALDAD

2 J~x f'(x) = f(x) Y LA CONDICIÓN = 1.
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I N T E G R A C I O

P O R P A R T E S
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INTEGRACIÓN POR PARTES

Otro método de integración llamada integración por partes surge con la nece

si dad de calcular integrales

f(x)dx = -(I)

que nos son directas de calcular pero su integrando f(x) puede ser descom

puesto como el producto de dos funciones u(x) y v'(x) para las que u'(x)

es mas "sencilla" que u(x) y v(x) es "fácil" de calcular de tal manera que

v(x) u'(x) es más fácil de integrar que

f(x) = u(x) v'(x) (2)

El método de integración por partes se puede obtener de observar el si guien

te desarrollo, al derivar el producto de dos funciones u(x) v(x), obtenemos

(u(x)v(x))'= u(x) v'(x) + v(x)u!(x) (3)

integrando ambos miembros de 3 se tiene

u(x)v(x)

a

(u(t)v(tj'dt

u(t)v'(t)dt +

despejando la integral por calcular en 4 se tiene

v(t)u'(t)dt —
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b
u(t)v'(t)dt = u(x)v(x)

a a

v(t)u'(t)dt —

la fórmula en(5)es conocida como fórmula de integración por partes y se apli

ca a integrales cuyo integrando es dado como en(2), para los que la integral

del segundo miembro en(5)es más "fácil" de calcular que la integral inicial.

NOTA 1 : Existen integrales para las que (en el proceso para calcularlas)

es necesario aplicar dos o más veces el método de integración —

por partes.

fjQTA 2-L Existen integrales en las que después de aplicar el método de in

legración por partes se vuelve a obtener la integral inicial, sal-

vo por un factor constante de 7 en tal caso se deberán agrupar

las integrales para así calcular la integral inicial.

NOTA 3: l n la aplicación de la fórmula (í)¡ conviene elegir como v'(x) la

/unción de apariencia más "complicada" en la descomposición de

l(x). it) caso de que. la ¡nlt^frul del sa(¡undo miembro se compli

que, será conveniente hacer otra (l<!S(j)mf)osi(.iún de l(x) ¡xira

elegir u(x) y v'(x) y así aplicar la /órmulcjí 1>1 • Sin ambárelo,

si esta otra descomposición de f(x) como producto de u(x)v1 (x)

nos complica la integral del segundo miembro, y si d(jspués de -

hacer todas las posibles descomposiciones de f(x) como produc

to u(x)v'fx), la integral del segundo miembro de(r))se complica

para calcular, más que la primera inlaciral, enloncas sará naccsti

rio emplear otro método para calcular la inlcí/rul inicial, <mti<i¡ic
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posiblemente en el trqsnscurso de la aplicación de otro método -

se tenga que emplear el método de integración por partes.

NOTA 4 : Existen integrales que se pueden resolver por el método de cam

bio de variable o por el método de integración por partes. In-

distintamente.
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EJEMPLO: Calcular la integral

a re tan x dx

SOLUCIÓN: Esta integral la resolveremos por la fórmula de integración por

partes

udu = uv- udu

hagamos la siguiente elección

u - arctanx y dv - dx

entonces

'(2)

du =
dx

/ + x 2; v = x (3)

sustituyendo (3) en (2) obtenemos

arctanxdx = xarctanx -
/ +

xarctanx — 2x

7 + x2

dx

dx

xarctanx - -— ln(l + x2) * c
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EJEMPLO: Calcular la integral

Inxdx -(I)

SOLUCIÓN: Esta integral la resolveremos empleando la fórmula de integra-
ción por partes.

u dv = u v - vdu (2)

hagamos la siguiente elección

u = Inx ; dv = dx

entonces

du = - dx ; u = x (3)

sustituyendo (3) en (2) obtenemos

Inxdx = Inx x - x - dx

= x Inx - dx

= xlnx - x + c
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EJEMPLO: Calcular la integral

e (Inx) 2dx
1

(I

SOLUCIÓN: ^sío integral la calcularemos empleando la fórmula de integra-
ción por partes*

u dv = u v - vdu '(2)

Hagamos la siguiente elección

u = (Inx) y dv - dx

entonces

du = 2Inx - dx ; v = x
x

(3)

Sustituyendo (3) en (2) obtenemos

7
e (Inx) 2dx = (Inx) 2 x - x 2lnx i dx

= (Inx) ¿ x Inxdx

1

(Inx) x - 2(xlnx~x)

I
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EJEMPLO; Calcular la integral

arctanxdx (1)

SOLUCIÓN: Esta integral la resolveremos por el método de integración por
partes. Hagamos la elección.

u = arctanx; y dv = dx

luego

du =
7 + x

dx; v = x. (2)

al sustituir (2) en la fórmula de integración por partes te-
nemos.

arctanxdx = arctanx x .
7 + x 2

dx

™ x arctanx - x
7 +

dx

x arctanx- •=• In(1+x )+c
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EJEMPLO: Calcular la integral

r i

x2 arctanxdx •(V

SOLUCIÓN: Esta integral la resolveremos por el método de integración por

partes. Hagamos la elección.

u = arctanx y dv = xzdx

entonces

du =
1 + x

dx y v= 5 (2)

Así que al sustituir (2) en la fórmula de integración por par^

tes tenemos

r i
x2arctanxdx = arctanx -~ -

al dividir x3entre 1+x2

x 3 7_
3 1 +

dx

tenemos
1+x' = x-

x3

= •=• arctanx

= -r arctanx

xdx + ~
r 7

o 1+x2
dx

X'

2
I ln(1+x2)

1

arción h- \ + \ In2
0

- I JL I + I
3 4 6 6
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EJEMPLO: Calcular la integral

x2 sen2xdx (1)

SOLUQI.ONi Esto integral la resolveremos por el método de integración —

por partes. Hagamos la elección.

= x2 dv\= sen2xdx

luego = 2xdx, v\= - Cos2x
'(2)

al sustituir (2) en la fórmula de integración por partes te

nemos

2 -> ^ ir Cos2x ^x sen2xdx = x (- =—j- (~
Cos2x

)(2xdx)

7= - j x2cos2x + i xcos2xdx -(3)

Simularmente, a ¡a integral en (3) le aplicamos el método -

de integración por partes, haciendo la elección

= x ; dv2 = cos2xdx

luego du2 - dx ; v2 = j sen2x

al sustituir (4) en la fórmula de integración por partes te-

nemos

xcos2xdx " x TT sen2x - 7 cos2xdx

y xsen2x + -r cos2x + C

Así que, al sustituir (5) en (3), obtenemos

•(5)

x2 sen2xdx - - j x2 cos2x + y xsen2x + — cos2x + C
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EJEMPLO: Calcular la integral

ln(x + / 7 + xz)dx (1)

SOLUCIÓN: Esta integral la resolveremos por el método de integración —

por partes. Hagamos la elección.

w= ln( x + Yl + xz) y dv = dx (2)

7 ri
luego dw = - -•.•• • _ - ^ ^ (x + S 1 + x2 )

x+ /7 + x2 dx

X+ / / + X2
( 1 + j ( 1

I
2 2x)

X+Vi

1 . /? + x'¿ + x
Ix+ ¿1 + x2 / 7 +

- x

os/' que, al sustituir (2), (3) y (H) en la fórmula de in-

tegración por partes tenemos:
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ln(x + / 7 + x2)dx = x ln(x + / f + x ') - dx

= xln( x + /7 I
2 / 7 + x 2

c/x

+ /7 + x2 2+c

= x/n/'x + »/ 7 + x 2 ; - H + x 2 ^ + c
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EJEMPLO; Calcular la integral

e sendx '(V

SOLUCIÓN: .Esta integral la resolveremos por el método de integración -

por partes. Hagamos la elección.

ui= e
-5x - senxdx

entonces

dux= -Se dx , v - -cosx •(2)

sustituyendo (2) en la fórmula de integración por partes

tenemos

-5x ~5x,
e senxdx = x (-cosx)-

~5x- -cosx e _r

(-cosx)(-5e 5x)dx

~5xe cosxdx '(3)

La integral en (3) la resolveremos por el método de inte-

gración por partes. Hagamos la elección

uz= e = cosxdx

luego -5x= -5e dx v2= senx

sustituyendo (¿í) en la fórmula de integración ¡)or partes

tenemos.

DERECHOS RESERVADOS © 2004, Universidad Autónoma Metropolitana (México). Prohibida la reproducción de esta obra así como la distribución y venta fuera del ámbito de la UAM®. E-libro Bibliomedia Bibliomedia@mail.com

Casa abierta al tiempo



-5x -5x -5xsenxdx = -cosxe -5(e senx + 5 -5x senxdx)

~5x -5x= -cosxe ~5e senx-25 e 5xsenxdx — (6)

Agrupando los términos con integral en el miembro izquierdo

de (6) y los demás del lado derecho, de ello obtenemos.

~5x 1 f ~5x c ~5x ,e senx - -=r=-- (-cose -5e senx)
Jo

Nota: Este tipo de integrales se les llama periódicas porque

para resolverla hay necesidad de aplicar el método de inte—

gración por partes dos o más veces después de lo cual vo\ve_

mos a obtener la integral inicia! pero con coeficiente diferen-

te de uno y esto permite asociar los términos que tienen es-

ta integra! y de ello obtener la integral inicial "calculada".
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EJEMPLO; Calcular la integral

5-)dx

SOLDDION: Por propiedad de los logaritmos tenemos

In - = In5 - Inx.

así que

-(i)

x2(ln5-lnx)dx

x2 In5dx- x2lnxdx

InS -=• - x2lnxdx (2)

la integral en (2) la resolveremos por partes. Hagamos -

la siguiente elección.

w - Inx dv - x2dx

luego

dw - -xdx ; v - -^
x3

3 (3)

al sustituir (3) r.-n la fórmula dd integración por

se tiene.
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X
x Inxdx = Inx -, -

x 3 7 .
I x d x

= I x3/nx - |

7 7 v 3

= j x3/nx - -j | + C

finalmente, al sustituir (4) en (2) obtenemos

= I n 5 í - -=• I n x + T X 3 + c .

DERECHOS RESERVADOS © 2004, Universidad Autónoma Metropolitana (México). Prohibida la reproducción de esta obra así como la distribución y venta fuera del ámbito de la UAM®. E-libro Bibliomedia Bibliomedia@mail.com

Casa abierta al tiempo



EJEMPLO: Calcular la integral

x(arctanx)2dx •(1)

SOLUCIÓN: £ s í a integral la resolveremos por el método de integración -
por partes. Hagamos la elección.

u = (arctanx)2 ; y dv - xdx

luego

du = 2(arctanx). dx;
7 -f x 2

v = f (2)

al sustituir (2) en la fórmula de integración por partes, te-

nemos.

x(arctanx)2dx = (arctanx)2j - x7 1
-* 2(arctanx). -ñ dx
2 1+x2

x2(arctanx)2 - arctanx ^dx

= •=• x2(arctanx)2 - arctanxfl )dx
l+x2

-x x2 (arctanx)2 - arctanxdx

arctanx
7 + x 2

dx

~, x2 (arctanx)2 - xarctanx + -=• In (1+x2)

(arctanx)2
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EJEMPLO; Calcular la integral

7 senxdx (1)

SOLUCIÓN: ^st0 integral la resolveremos por el método de integración -

por partes. Hagamos la elección.

n3xu\= 7 ; = senxdx

luego

= 3(log7)73x
V i - -COSX '(2)

al sustituir (2) en la fórmula de integración por partes íer?e
mos.

3xsenxdx = -7 cosx + 3(log7) 73xcosxdx (3)

La integral del lado derecho en (3) la resolveremos por el

método de integración por partes. Hagamos la elección.

uo= 73x du2= cosxdx

luego

du2= 3(log7)73x; v2 = senx

al sustituir (4) en la fórmula de integración por partes íene

mos.
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3 x 3 x
7 cosxdx = 7 senx -3ln7

73xsenxdx (5)

finalmente, sustituyendo (5) en (3) y agrupando los térmi-

nos de integral y "despejando" la integral tenemos

73xsenxdx = I -73xcosx + 3ln7 73xsenx
1+9(ln7)
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INTEGRACIÓN DE FUNCIONES TRASCENDENTES, POR EL MÉTODO DE INTEGRA
CION POR PARTES,

I) CALCULAR CADA UNA DE LAS SIGUIENTES INTEGRALES.

7) xlnx2 dx.

2) x2sen 2x dx.

3) 1 e2xcosxdx.

i

4) | ardan xdx.
o

5) 1 x2exdx.

(i) (tlnt)2dt.

' i — - — dx. considere el siguiente agrupamiento

x
yz=z - ardan / x . y luego aplique integración por

/ x /

partes

8) sen(lnx)dx.

9) xtan¿xdx.
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10) xsec 2x tan 2x dx. 24) senx
-2x

dx

11) xsenh xdx. 25)
-5x

£ dx
secx

12) e cosh xdx. 26) senh 3x
3x dx

13) arcsen 2xdx. 27) coshx + senh 2x
_3x dx

x3 cos(x2 )dx. 28) arctanx + senh 2x dx

15) sen / x dx. 29) í Io9(x+D
J J v+7

16)
,,3x .x 2 dx. 30) (2*+x2)2 dx.

17) x(lnx5)dx.

18) xarctan 3xdx.

19) sen(x+1)dx.

20) ardan /x+7 dx.

21) ln(x+ SUx2)dx.

22)

23)

x3e x dx .

eos x dx
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A P L I C A C I O N E S

D E L A I N T E G R A L
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A) CALCULO DE ÁREAS DE FIGURAS PLANAS

Considerando que la integral de una función f(x) continua y no negativa so-

bre un intervalo (a;b) es el área encerrada por la gráfica de la función, el

intervalo [a;b] y segmentos de recta que pasan por x = a, x = b, como •

se muestra en la siguiente figura.

entonces y si a su vez f(x) y g(x) son funciones continuas no negativas

definidas sobre el intervalo [a;b] en el que

f(x) > g(x) para todo x de dicho intervalo

tenemos que h(x) - f(x) - g(x) > 0 será una función continua no negativo

por tanto integral de h(x).

h(x)dx =
a

(f(x) - g(x)dx
a
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f(x)dx - g(x)dx.

será el área comprendida por las gráficas de las funciones f(x) y g(x),

Concretamente tenemos:

Si f(x) y g(x) son funciones continuas no negativas sobre el intervalo

[a;b] entonces el área A encerrada entre las dos gráficas es:

Af =
9

ffxjdx - g(x)dx.
a

la siguiente figura muestra dos gráficas la de f(x) y g(x) y el área en-

cerrada por ellas, dadas por 2.
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La fórmula 2 es válida aún si las funciones f(x) y g(x) satisfacen las —

condiciones:

o) f{x), g(x) negativas y continuas sobre el intervalo [a;b]

b) f(x) Z g(x) para todo x en el intervalo [a;b]

NOTA: Si f(x) y g(x) son continuas y se intersectan en un número de

puntos { xx x 2 . . , x } entonces el área encerrada entre las gráfi-

cas de f(x) y g(x) es igual a la suma de cada una de las áreas

entre las gráficas sobre cada subintervalo [a;xx ] , [x x , x2] —

[xn-l , x n ] , [xn;b]
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EJEMPLO \ Calcular el área entre las curvas

2x>2, y2 (x) = -e "-1

y las rectas

x i ~ 1' xz= e '

SOLUCIÓN: Lo gráfica de las curvas es mostrada en la siguiente figura.

( I n x )

Por tanto el área entre las curvas es:
2

r e
A = ((lnx)2-(-e 2x-1))dx

e e
(lnx)?dx + 2x,

e dx +

' e 2

dx

inteyración por parlas.
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= x(lnx)z -2(xlnx-x) \ °- +x

= 2e*-2- I e" 2e*+ \ e'2 +

Es decir, el área encerrada por las curvas es:

A = 3e*-3+ j e 2 - ~ e 2 e

Nota; Las gráficas de y\(x), y2(x) se pueden obtener empleando los con

ceptos de tterivabilidad.
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EJEMPLO: Calcular el área encerrada por la curva y (x) = Inx, la recta

tangente

RT(x) a yi(x) en x = 7 y la recta x = e2.

SOLUCIÓN: La recta tangente Rj(x) tiene la forma

RT(x) = yx(xoJ + y\(xo)(x-xj

donde x es la abscisa de tangencia, así

y\(x) = b yl(D = 1; yid) = o.

entonces

RT(x) = 0+1(x-l) = x-7

es la ecuación de la recta tangente RT(x). La siguiente figu-

ra muestra el área encerrada por las curvas*

0.a
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Así tenemos que el área es:

A = (x-1-lnx)dx = xdx- cfx- Inxdx

x
2

-(xlnx-x)
e

7

-(e
2-1)-(2ez-e2)+1 =
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EJEMPLO: Calcular el área encerrada por las curvas

f(x) = sen(x- .—j ) + l, las rectas x = O, x = —^ y el eje X,

SOLUCIÓN: Observemos que

Sen(x - —j I - senxcosf- —j) + sen( j)cosx.

= -cosx.

De aquí que, la gráfica de f(x) es la gráfica de -cosx + 1 la

cual se obtiene de graficar en la siguiente forma.

1Q graficar cosx.

2Q graficar -cosx.

3° graficar -cosx+1.

La gráfica de -cosx+1 se muestra en la siguiente figura.

2L

gráfica de f(x) = -cosx+1

sen(x- & ) -hlz-cos x
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Por tanto el área pedida es:

A = (~cosx+1)dx

cosxdx+ dx

= -senx

7T/2

+x

-sen -~ + senO+ -—•

•n
1

Es decir, el valor del área pedida es:
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EJEMPLO I Calcular el área entre las curvas

yx(x) = ln(x+1), Y2(
x) ~ x2orctanx+2 y las rectas

= 0, x2
=

SOLUCIÓN: La gráfica de las curvas es mostrada en la siguiente figura.

x2arctan x+ 2

Por ionio el úrea en I re las curvas es:

r
A = (xJarctanx+2-lii(x+1) )dx

J 0

x arctanxdxt 2c!x - I ln(x+l)dx
0 j 0

integración
por

partes

I x-arctanx _ L (* L ln(1+x2)JI

(xln (x +1) -x f ln( I f x ))
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f j arctan 1- | (j - j ln(2))+2-(2ln2-1)

3+ \ arctan 1- í + í In2-2ln2
J 0 0

11 + ÍJL- 11 in26 3 4 6 ln¿

Es decir, el área encerrada entre las curvas dadas es:

Nota.- La gráfica de las funciones y (x), y (x) se pueden obtener em-

pleando los conceptos de derivabilidad sobre el intervalo [0;1].
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EJEMPLO I Calcular el área entre las curvas.

yx(x) - 1+tan2x, y2(x) - -cosx

y las rectas

x = O, x = -%

SOLUCIÓN; La gráfica de las curvas es mostrada en la siguiente figura.

tY

- eos x

Por lauto el área enlrc las curvas es.

1+ tan x

A = ((Utan2x)-(-cos))dx
0

(l+tati2 x)dx+
0

7rA,
cosxdx

r Tr/¡( r Tr/¡(
=• lanx +scnx

¡o ) u

I _ / 2 + I

/ 2 / 2
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EJEMPLO-1 Calcular el área encerrada por las curvas

yx(x) = xe , y2(x) ~ -coshx

y las rectas

= 0, x2
=

SOLUCIÓN: La gráfica de las curvas es mostrada en la siguiente figura.

xe

In4

-coshx

Por tanto el área encerrada entre las curvas es:

A =
In4

x(xe -(-coshx))dx =

- xe +senhx

xe dx+

InU

O

coshxdx

= ¿ilnti-¿i+1+senh(ln¿i)

9
8
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EJEMPLO: Calcular* el ót*ea cnccn\ula por la curva y ¡ (x)= e

y sus rectas tangentes a ella en los puntos x 1 ~ -\n2, x2 = In2.

SOLUCIÓN: ' o s rectas tangentes tienen la forma

V + yi (xo)(x~Xo)

donde x es la abscisa de tangencia, así

y\ (x) = ex; y\(-ln2) = e~ln2= I ; yi(-ln2) = \

y\(ln2) = 2; yx (In2) = 2.

entonces

RT(x) = ~+ (x+ln2) = j x+ ~ In2+ j

Rr (x) = 2+2(x-ln2) = 2x-2ln2+2
2

son las ecuaciones de las rectas tangentes, la figura siguiente
muestra el área encerrada por las curvas y (x) y las rectas
RT (x), RT (x). l

I ' 2

1
1

*csSSL

"Y

r •
i

- i

i

i

i

I n 2

V'zQ*

/

——— '—

y K 2

—

\
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las rectas se intersectan, por tanto

RT (x) = R

j x+ j In2+ j = 2x-2ln2+2

«•» S \ ~~~ r-¡ iri/.' *% • ( " * " " » » (~ 1 ln2+ 1 } = ^f ln2~1

es el punto de intersección de las rectas

Como las rectas se intersectan, por tanto sus ecuaciones deben ser iguales

en las abscisas de intersección, y para calcular dichas abscisas, igualamos

las ecuaciones de dichas rectas, así tenemos

R (x)= RT (x)
i 1 i 2

x+ I In2 + i = 2x -2ln2+2

/ls/' c/ae x = -7+ -j /n2 es /o abscisa del punto de intersección de las rectas

entonces el área encerrada pedida es:

A =
-In2

7 7-(± x+ j In2
In2

(ex-(2x-2ln2+2))dx
-1+ | In2
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- e
-7+ % In23

-/n2

7 xl

2 2 -In2

-1+ j In2

-In2

+ e
In2

-x 2

-7+ | /n2

/n2

" 7 + í
-(2ln2)x

/n2

-7+ j /n2

Y? ~ J unidades cuadradas
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EJEMPLO: Calcular el área encerrada por la curva f(x) =

la recta x = e y el eje X.

( Inx j2 x

SOLUCIÓN: La gráfica de f(x) es mostrada en la siguiente figura.

f ( x ) = ( l n x ) > x

2 Q 3

entonces el área encerrada es:

1

lim

£->-O

(Inxf-x

-1
Inx

dx =
lim 1

(Inx)2 x
dx

lim

lim

Ine lne

-1
Ine + 1) = 1

es decir, el área encerrada por la curva, la recta x = e y el

eje X es:

A = 1 unidades cuadradas.
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Calcular el área encerrada por la curva f(x) = senhx
coshzx

y los

e/ex X , Y . (x>0)

SOLUCIÓN: f(x)>0, luego

senh x
cosh* x

A =

oo

senhx
cosh2x

lim
dx =

o 0

senhx
cosh2x

dx

lim
(- coshx

e

0

lim 7
eos he +1) = 1.
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A) CALCULO DE ÁREAS DE FIGURAS PLANAS, CALCULAR EL ÁREA ENTRE
LAS CURVAS CORRESPONDIENTES.

1) y\ (x) = sen2x; y*iM = e + 1 en el intervalo [O;i\ ]

2) y\(x) = 1+ eos (x-n ) y-el eje X , sobre el intervalo [0;. 7T

3) y\(x) = tanx ; yz(x) = cos2x+l, sobre el intervalo [ j ; -

yx(x) = e +2 ; yz(x) = ln>¿ , sobre el intervalo [1;e]

5) y (x) = ln(2x+1) + 1 ; y2(x) = sen2x, sobre el intervalo [1; ^

3x
6) yi(x) - cosh2x ; y(x) = e +5, sobre el intervalo [0;1]

7) yY(x) " arctanx ; y su recta tangente en I, sobre el intervalo [0;1]

8) y (x) = Inx1; y2 (x) = eos - + 6, sobre el intervalo [0;e-n ]

2x
9) yl (x) = e ; y la recta tangente en x = 7 , el eje X, sobre el in

te r va lo [0;1]

10) y\(x) - aresen x; y su recta tangente en I, sobre el intervalo -
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B) CALCULO DE VOLUMEN DE SOLIDOS DE REVOLUCIÓN: ROTACIÓN,

RESPECTO DEL EJE X
O UN EJE PARALELO

Cuando la gráfica de una función f(x) continua definida sobre el intervalo

[o;b] (figura 1.) se rota alrededor del eje X , esta produce un sólido li-

mitado por la región generada por la curva, dicho sólido es llamado sólido -

de revolución.

F ¡ gu ra 1

Fig u ra 2
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En esta sección estamos interesados en calcular el volumen de sólido de revo-

lución como el que se muestra en la figura 2. Se puede observar que el vo-

lumen del sólido de revolución será igual a la "Suma continua" de las áreas -

transversales del sólido sobre el intervalo [a;b], no es difícil probar que la

fórmula.

V = A(t)dt

a

Nos permite calcular el volumen de dicho sólido, en tal fórmula A (t) es la —

función del área transversal del sólido perpendicular al eje de rotación X , -

con te[a;b] Como cada punto de la gráfica describe un círculo cuando ésta

se rota, entonces debe ser claro que la función de área transversal es el —

área de un círculo, lo cual da A(t) = II (f(t))2, por lo tanto el volumen del

sólido de revolución se puede calcular con la fórmula.

V = n (f(t)2dt

a

La gráfica de una función f(x) continua sobre el intervalo [a:b] también se

puede rotar alrededor de un eje paralelo al eje X y es posible calcular el -

volumen de revolución del sólido obtenido.
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Por ejemplo, si f(x) >_0 para todo x £[a:b] e y = c < O, es. el eje alrede-

dor del cual la región comprendida por la gráfica de la función y el eje X so

bre el intervalo [a:b] es rotada, entonces el volumen del sólido generado —

es:

V = ]\(f(x)-c)2dx

a

b

c2 dx

a

y = c < o

Nota: Si la función y = f(x) con xc \a;h) es no negativa y su gráfica es -

rotada alrededor del e/e V, entonces podemos calcular el volumen del

sólido de revolución generado, mediante la fórmula.

V =

a
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EJEMPLO: Calcular el volumen del revolución del área comprendida por la

curvas.

yx(x) = / Inx, la recta x-ex y - 0 cuando ésta es rotada -

alrededor del eje X.

SOLUCIÓN: En las figuras siguientes mostramos el área comprendida por las

curvas dadas y el volumen de revolución obtenido de girar di—

cha área alrededor del eje X.

X

El volumen del sólido es:

V = 71 nx) dx - ÍI

(xlnx x)

Inxdx

- 7i (e-e)- 7i (~1) = i i , es decir el volumen del sólido es

- ÍI .
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EJEMPLO: Calcular el volumen de revolución obtenido de rotar el área, com

prendida por las siguientes curvas

f(x) = cosh3x, las rectas x = 0,

del eje X.

3, y = 0, alrededor -

SOLUCIÓN: A continuación mostramos el área comprendida por las curvas -

dadas y el volumen de revolución obtenido de girar dicha área

al rededor del eje X.

*Y

o

coshx

i 2 3 >X

1

El volumen del sólido es: (un método es:)

V =n
3

0

cosh-23tdt =
3 3t -3t

te + e .2 ,( —— ) dt

3
6t o

e +e
6t

)tlt w

0

3

0
e <¡t+2

3

0

3
6 t / . ie dt)

0
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JL (I e
6 í

+2t
O O ú

i 4 i

Tí

2f
75 Tí

"T77
2U

t) Tí
TT - 7 5 TT

24
18

24

-L 1 ¿ t 7

Tí
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0: Calcular el volumen de revolución
prendida por la curva

obtenido de rotar el área com

SOLUCIÓN:

f(x) =

e/e X3 x> 0

, el eje X y la recta x'.~ 1, alrededor del —

En la figura siguiente mostramos el área comprendida por las

curvas dadas y el volumen de revolución obtenido de girar di

cha área alrededor del eje. X.

tY

X \

El volumen del sólido es:

V =ir
r ;

0
( • dx

x• 2

/ + X 2

X

0
(1 —Jdx - TÍ

7 + x 2

í J

0
- 7!

0
dx

TTX

1

0
-arctonx

0
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= TÍ - a retan!

TT
= Tí - TT

4

Tí2

r,es decir, el volumen del sólido obtenido es

V = TT- — unidades cúbicas.
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EJEMPLO: Calcular el volumen del sólido obtenido de rotar el área compren^

dida por la curva.

y(x) =
(4 - * )

í , sobre el intervalo [0;2], cuando esta es

rotada alrededor del eje X .

SOLUCIÓN: L°s siguientes figuras muestran el área mencionada y el volumen

obtenido de girar dicha área alrededor del eje X

Como el volumen de este sólido es calculado sobre el intervalo -

[0;2] en el cual la función

y(x) =

crece indefinidamente como X se acerca a 2 por la izquierda,

entonces esto da lugar a una integral impropia por lo cual es -

conveniente calcular el volumen sobre un intervalo de tipo [0;e]

( 0 < e < 2 ) y luego hacer e~>2.
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•\sí i.'i/c c/ \•oliimcn (/c/ sólido es:

V = 11

O Ci -
f dx

2

O ~ xz)i
dx

Tí
Ifm
E+2-

o
- dx

foresen

l im
= Tí (aresen —y - aresen 0)

= Tí (aresen 1)

= u Tí

TT

"2

Es decir, el volumen del sólido ohiet)¡do <7r c/irar el úrea encerrada ¡>or la

curva Y (x) sobre el intervalo \0;2] cuando esta es rotada alrededor del
2

je X es _H . unidades cúbicas.
2

DERECHOS RESERVADOS © 2004, Universidad Autónoma Metropolitana (México). Prohibida la reproducción de esta obra así como la distribución y venta fuera del ámbito de la UAM®. E-libro Bibliomedia Bibliomedia@mail.com

Casa abierta al tiempo



EJEMPLO: Calcular el volumen del sólido obtenido de rotar el área compren^

dida por la curva

y =
~ 0 ) y e l e / e x

Cuando esta es rotada alrededor del eje X,

SOLUCIÓN: Las siguientes figuras muestran el área mencionada y el volumen

obtenido de girar dicha área alrededor del eje X.

Como el volumen de este sólido es calculado sobre intervalo —

10;+™ ], esto corresponde entonces al calcular una integral im-

propia, por lo cual será conveniente primero calcular la integral

sobre un intervalo del tipo ¡o;z] (z> 0) y luego hacer z-+ + m

para obtener el valor de lu integral así tenemos.

V = TÍ

0 0

( •

1
x + 1 )2dx =

-j 00

(x + 1)
dx

lim
- 7T ( 1

X 0
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l im
7

x + 7

l im 7

- T T 1 =

Por lo tanto, el volumen del sólido obtenido de girar la curva ——r fx

alrededor del eje X es:

V = ÍI Unidades cúbicas.
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EJEMPLO l Calcular el volumen de revolución obtenido de girar la curva —

y(x) = j sen(x) + 7 sobre el intervalo [0;i\ ], alrededor de la

recta y = -1,

SOLUCIÓN; A continuación mostramos el área comprendida por la curva so-

bre el intervalo [0;T\] y el volumen de revolución obtenido de -

girar dicha área alrededor de la recta y = -7 •

Y

ÁREA EHTRE

CURVAS

VOLUMEN DE REVOLUCIÓN
El volumen del sólido es:

V = TT
7 ,9
-~ senx+7/z dx -TÍ

7T

o

sen1 x+senx+1)dx

7T
Tí

sen2xdx+

o

Tí

senxdx-f TT

o

7T

dx

o

(-senxcosx+x) - cosx

11

TÍ

7T

0

Tí
2?r = ¿Tí2

2 c/es cubicas
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EJEMPLO: Calcular el volumen de revolución obtenido de rotar el área com

prendida por las curvas

yx(x) = ex, y2 (x) - e~x y la recta x = In2,

Cuando ésta es rotada alrededor del eje X.

SOLUCIÓN: En las figuras siguientes mostramos el área comprendida por las

curvas dadas y el volumen de revolución obtenido de girar di-

cha área alrededor del eje X.

A Y

|H2

Volumen

El volumen del sólido es:

V =i\
In2

0

x
(e )2dx

- Tí
In2 2x ,e dx
0

2x
7

ln'2

0

7T

In2

0
(e

In2

0
dx

TÍ

2

In2

0
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* (e
2ln2-i) + JL (e-

2ln2-i)

± (4-1) + ±

3 3 9•x ir - ^ iT;= ~ ir unidades cúbicas
¿ o o

es decir, el volumen del sólido es:

9
8V = - 7T unidades cubicas.
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EJEMPLO: Calcular el volumen de revolución obtenido de rotar el área compren

dida por las curvas.

y(x) = tanx y las rectas x= ^-r , y = 0.

Cuando esta es rotada al rededor del eje y = -1.

SOLUCIÓN: El volumen del sólido es:

y = 7I + tanx)2

0
I2 dx

o

- 7 T

o
Idx

o
tanxdx -f TÍ

o
tan2

 XC/X-TT /2c/x

= 2 TT

o

senx
cosx

dx
0

(sec2x-1 )dx

- -2rr In(cosx)
0

- TTX
o

7T/Í+

Tí 2

^ -2rr ¡n //" + TÍ -
Tí 2

- Tí //72 -f - Tí
Tí 2

£s decir, el volumen pedido es

!/ - TT In2 -f TT
Tí 2
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EJEMPLO: Calcular el volumen de revolución obtenido de rotar el área com

prendida por

y(x) = Inx, la recta tangente en \Q =

cuando ésta es rotada alrededor del eje X.

e y los ejes X> V.

SOLUCIÓN: Las siguientes figuras muestran dicha área y el volumen de re

volución.

La ecuación de la recta tangente es

RT(x) = y (XQ) + y'(xo)(x-xQ)

en este caso

y le) = 1, y'(x) = ^ ; y'(e)x

luego entonces

Rj(x) = 1 + ~(x-e) =
e

x
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y el volumen es:

V =- IT

7

O 1
(lnx)2dx

1

- 2 7Tc x2dx+ —2 TT x2dx- TT (xflnx)
1

-2(xlnx-x)
1

e

7

-2 -r- TT
e 3 0

o X
e2~^ - T T

—
Je ~T3e

- T\ e + 2 T\= ~ T T e-^2 TT

2 / ;
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EJEMPLO: Calcular el volumen de revolución obtenido de rotar el área com

prendida por la curva

y(x) - ¿arctanx , la recta x = 0 y la recta tangente a y(x)

en el punto x = 1, cuando ésta es girada alrededor del eje X.

La ecuación de la recta tangente es:

RT(x) = y(xo)+y'(xo)(x-xo)

en este caso

yin = (arctanx) 2

1+x2

y'd) =
2 /71

luego entonces

2

y el volumet) os:

V = TT

0

I
2

JL Tí ( ¿arctanx ) 2dx

= TT

o 2
Tí

- TÍ arctanx dx
0

- TT x2dx+i\ (• L
0

L
2

xdx-f TÍ (
Tí

r
o

dx- TÍ

o
arctanx dx

O
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4 3
• * t

2 2
(xarctanx -

12 t ¿f 2 ' 2 '
' i 2 /

4 2

JJL + JL
12 8 4

ll-ll + JL-ll + JL
76 4 4 4 2

TT 2
76 .
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EJEMPLO: Calcular el volumen de revolución del área comprendida por la
i

curva y(x) = —zzzuz. Y e¡ e¡e X, cuando ésta es rotada -
//7 +

alrededor del eje X.
x

SOLUCIÓN: La gráfica de la función y(x) y el volumen de re-
/7 x

volución son mostrados en las siguientes figuras.

y(x) =

I-I volumen del sólido es:

V =

on

/ /
rdx = 2 TT lint

p ->oo
_ oo

( - • • •) dx

o / 7 > x 2

= 2if / ;

o
7 -f

dx - 2nlim a retan x
p ->oo

2 TÍ Hm (ardan »
p ->oo

ardan 0)
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- 2 i\lim arctan z = 2i\

= 2 ir

1

Por lo tanto el volumen del sólido es:

V = TT unidades cúbicas.

Volumen de revolución.
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EJEMPLO; Calcular el volumen de revolución obtenido de rotar el área com-

prendida por la curva

y(x) = senhx, la recta x = 0, y

cuando ésta es girada alrededor del eje y = -2.

SOLUCIÓN: En las figuras siguientes mostramos el área comprendida por las

curvas y el volumen de revolución obtenido de girar dicha área

alrededor del eje X.

sen hx

X

El volumen del sólido es:

V -7T
In2

0
(2+senhx)2dx- TÍ

In2

0
12dx

In2
(M+ 'isenhx + senlr?x)dx - Tí

0

In2
dx

O

= 4 7i

In2
dx+'¡ n

0

In2
senhxdx+ u

0
scnl?

0

In2
dx

0
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3 TT

In2
dx + 4 TT

0

In2
senhxdx+

0
TT

In2
senh2 xdx

0

In2
+U TT coshx

O

In2

O

senhxcoshx-x In2

O

11
3 -n(ln2) +4 TT—^i- +TT ' U

- lr>2

TT J

|T, (in2)

tY

X
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B) CALCULO DE VOLUMEN DE SOLIDOS DE REVOLUCIÓN

ROTACIÓN RESPECTO DEL EJE X, O UN EJE PARALELO.

PARA CADA UNO DE LOS SIGUIENTES CASOS, CALCULAR EL VOLUMEN

DEL SOLIDO OBTENIDO DE ROTAR ALREDEDOR DEL EJE CORRRESPON-

DIENTE, LA REGIÓN COMPRENDIDA POR LAS CURVAS.

I) , X , = 0 , Xz= 1, Y= 0
/ 7 + x2

Xz

alrededor del eje X

2) yjx) = e ; X= -1, X= 2, Y = 0, alrededor del eje Y = -7 .

3) V3 (x) = sen X, la recta tangente en x~-~r , X = 0, alrededor del eje X.

Yk(x) - ln(x + e), la recta tangente en x=0, la recta X = e, alre-

dedor del eje y - -7 .

5; Yr (x) = 2 + x
, X = 0, X= 2, Y = 0; alrededor dej eje y = -1

Tf

6) Yb(x) = tanX;X=0,X=—r,Y = 0, alrededor del eje y = -1.

7) Y7(x) = V e~ ,
r

,Y = 0; alrededor del eje y = -2

Yn(x) - cosx, la rectu tangente en x

alrededor del eje y - 7.

, la recta Y O, rolada
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Y>y(x) - coshx, la recta tangente en X - In2, la recta X - 0; rota

da alrededor del eje y = -2.

10) YIQ(X) = arctan X, la recta tangente en x = 7, la recta X = O,

x 0; alrededor del eje y = -2 .
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O LONGITUD DE ARCO

La integral puede utilizarse para calcular lonqitudrs de curva tales como la

longitud de un círculo, elipse etc; de hecho, si < <>/;s/c/rr<//m>s c/ur f(\) .••»

una función con derivada continua sobre un intervalo [a;b\, es posible cal

cular la longitud L de su gráfica sobre dicho intervalo, por medio de la —

fórmula.

a /T+Tf'ít))2 dt.

lo cual es conocida como fórmula de longitud de arco.

Ñola: la fórmula de la longitud de arco también puede ser aplicado a ¡un-

ciones cuya función derivada sea acotada y sectorialmente continua

sobre el intervalo fa;bj.
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EJEMPLO: Sea f(x) = x¿ 7
2 -¿j logx. Calcular la longitud del arco f(x)

desde x = 7 hasta x = 2.

SOLUCIÓN; Como f'(x) = x - \ \

entonces la longitud del arco es:

L -
¿IX

X

2 + -r Inx

1M
-I)

L

2

16x

f-
16x2 dx

r 2

16x2+

16x2
dx

r 2

16x dx

r 2

r 2

i ¿ix

r 2

dx =
r 2

xdx + ~~ dx
4
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EJEMPLO: Calcular la longitud de la curva

y(x)
x

0

-w/2 / 0 , ~w dw desde x = 0 hasta x = ln20.
e /2+e

SOLUCIÓN: Por el Teorema Fundamental del Cálculo tenemos

i r i ~X / 2 / ~ ~X
y'(x) = e v 2+e

luego entonces, la longitud de la curva es:

i

ln20

0
/n(e~x/2¡2+e~x)2 dx =

f ln20 r
~~ X f «i . "* X

/ 7+e" (2+e~ ) dx
0

ln20

0

x+e~
2x dx =

20
¡I 1 +e X ) 2 dx

0

ln20

0

x(1+e )dx =
ln20

0
dx +

ln20 -x.
e dx

0

x
lr>20

-e x

0

ln20

0

= I n 20-H-
ln20

es decir, la longitud de la curva y(x) onlre los límites es

L = ln20+1-
ln20
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EJEMPLO: Calcular la longitud del arco y

hasta x = 7.

x= arcsenfc ) desde x = 0

SOLUCIÓN:

¡_ =

b _
1+(f'(t)f dx con a = 0, b = 1

a

y'(x) = - (-e )

entonces

L =
/ -e -x r i

o \ 1-(e~*)2
-f dx = 1+ e-2x

1-e 2x dx

o 1-e-2x
dx =

r i

o

7
/ . -2x/1-e

dx

x
dx

/ 2x .
o ve -1

(1)

para calcular la integral (1) haremos el siguiente cambio de va-

riable

w = arcos he y ex = coshw

entonces

x = Incoshw

y dx =
1

coshw senhwdw, así tenemos
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ex
dx =

e -7

eoshw

¿cosh 2 w-1

senhw
eoshw

dw = dw = w

= w = arecoshe
x

arceosh(e)-arecost
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EJEMPLO: Calcular la longitud del arco de la curva y = Insccx, compren

di da entre x = 0 ex - 7T

SOLUCIÓN: Como secx = cosx

entonces y = I n secx = In 1
cosx = Ini-lncosx

por lo tanto y1 (x) = - 1 (senx) = senx

COSX cosx

luego entonces la longitud del arco es:

r TÍ.

o
p senx

cosx
dx

'¡/3

0

' Tí/3

0

TT/3

0

y/l+tan2x dx

/sec2 x dx

secxdx

- In secx+tanx
TT/3

0

Tí,

sec - y +
Tí,

= In » / 3
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EJEMPLO: Calcular la longitud del arco de la curva y - ln(coth j) desde

x = 1 hasta x - 2.

SOLUCIÓN: Como coth x cosh 2

senh -=•

entonces

y = In (Coth | ; = In
cosh ~2

senh 2

por tanto

Infcosh j)-ln(senh -~)

y'(x)
7 , x 1

senh TT • = •, x 2 2
COSh y

7 . x 7
cosh -z -^

, x 2 2
senh j

luego entonces la longitud del arco es:

r 8 / x
7 senh ~2 L fi- dx

senh 2

7
x

senh2 2 -cosh 2 2
X X

senh -j cosh —~

f dx

r 8 X ^
2 cosh2 2

i* / Usen2 — cosh
2

dx
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8

sen2 2x + 7

¿isenh2 •=• cosh2 -=
dx = / cosh1 2x

i Usenh2 ~ cosh2^
dx

f 8

cosh2x

2senh -~ cosh
dx

l
2

r 2
y dx - -x: ln

senh -.
2

tanh -r x

8

j(ln(tanh2)-ln(tanh1))

1 . tanh 2 , /tanh 2
2 tanh! * tanh!
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O L O N G I T U D D E A R C O .

CALCULAR LA LONGITUD DE CADA UNA DE LAS SIGUIENTES CURVAS, EN EL
INTERVALO INDICADO.

1) Fj (x) = log(secx) ; en [- ^ TT ; j TT ]

2) F2 (x) = j (ex + x x) ; en [o; log 2]

3) F3 (x) = e ; en [0; j log 3]

U) CALCULAR LA LONGITUD DE UNA CIRCUNFERENCIA DE RADIO.

5) F5 (x) = log(-^); en [0;
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